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Yorwort  und  Einleitung. 


Das  PfaffscJie  Problem  ist  aus  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  entstanden. 

Es  sei 
./-jN  dz  /  d2       dz  dz  \ 

^^^  a^i  ~  ^  r^  ^^'  *  *  ^'"^  dx^^  ä^3'  *  •  d^J 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  der  unbekannten 
Funktion  ^  und  den  unabhängigen  Variabein  x^x^  .  .  x^-  Eine  Funktion 

(2)  B  =  Cp(x^X^.  .Xrr) 

wird  ein  „Integral"  der  Gleichung  (1)  genannt,  wenn  sie  in  (1)  sub- 
stituirt  diese  Relation  in  eine  Identität  verwandelt.  Die  Gleichung  (1) 
,,integriren"  heifst,  alle  ihre  Integrale  ermitteln.  Wir  betrachten  nun 
die  totale  Differentialgleichung 

(3)  dZ  —  lp  {Zx^y  •  •  Xm,P2y  Psy  "Pm)  dx^  —p^dx^ PmdXm  =  0 

in  den  2  m  Veränderlichen 

\f±)  Zy  X^y  .  .  Xmy  P2)  •  '  Pm  • 

Ist  dann  die  Funktion  (2)  ein  Integral  der  gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung,  und  substituiren  wir  für  z  die  Funktion  g)  und 
für  P2  .  .  Pm  die  Ausdrücke 

(5)  _p,==||^        (i  =  2,3,..m) 

in  die  linke  Seite  der  totalen  Differentialgleichung  (3),  so  erhalten  wir 

m 

2\^clx—ib(zx       X      ^    .:l^\dx   —^-dx -'^dx 

also  ein  identisch  verschwindendes  Resultat. 

Es  sei  umgekehrt  in  den  2m  Variabein  (4)  ein  System  von  m 
Relationen 

(6)  (Di(zX^,..XmyP2"Prn)  =  0  (^  =   1,  2,  .  .  w) 

V.  Weber,  Das  J'faffscho  Problem.  1 
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mit  folgenden  Eigenschaften  gegeben:  erstens  sollen  die  Gleicliungen 
(6)  nach  gp^  •  •  P'^  i^^  ^^^  Form 

0  =  ^(iCj  .  .  rr,„);  pi  =  (pi{x^  .  .  Xn)         (i  =  2,  3, .  .  m) 

auflösbar  sein:  zweitens  soll  die  linke  Seite  der  totalen  Differential- 
gleichung (3),  wenn  man  darin  z  durch  (p  und  die  pi  durch  (pi  ersetzt, 
in  einen  Ausdruck  übergehen,  der  für  jedes  beliebige  Wertsystem  der 
Variabein  x^  .  .  Xm  und  ihrer  Differentiale  verschwindet.  Diese  letztere 
Eigenschaft  drücken  wir  dadurch  aus,  dafs  wir  sagen:  Das  Gleichungen- 
system (6)  „befriedigte  („er fällt")  die  totale  Differentialgleichung  (3). 

Dann  hat  man  notwendig  cpi  ^  ^ ,    und  q)  ist   ein  Integral   der 

partiellen  Differentialgleichung  (1). 

Wir  kommen  so  zu  der  nachstehenden,  von  Ffaff^)  herrührenden 
Formulirung  des  Integrationsproblems  unserer  partiellen  Differential- 
gleichung: 

,yMan  bestimme  das  allgemeinste,  aus  m  Eelationen  bestehende 
Gleichungensystem  in  0x^  .  .  XmP^,  •  -Pm,  welches  nach  zp^ .  .pm  auflösbar 
ist  und  die  totale  Differentialgleichung  (3)  befriedigt" 

Diese  Aufgabe  löst  Pfaff  durch  den  Nachweis  des  folgenden  Satzes: 

Es  existiren  stets  2  m  Funktionen 

Fi{zX^  ..Xm,P2"  Pm)y  fi^^X^  .  .X^tjP^.  .  Pn)  (i  =  1,  2,  .  .  m) 

von  der  Eigenschaft,  dafs  identisch: 

dz  —  tpdx^  — p^dx^ PmdXm  ^  F^df^^  +  -^2^/2  +  •  •  +  Fmdfn. 

Diese  Identität  ist  so  zu  verstehen,  dafs  links  und  rechts  die 
Koeffizienten  aller  Differentiale 

dzdx^  .  .  dXmy  dp2  . .  dpm 
bezw.  identisch  gleich  werden,  wenn  man  die  df  durch  ihre  Ausdrücke: 

ersetzt. 

Das  vorhin  formulirte  Problem  reduzirt  sich  jetzt  auf  die  leicht 
zu  erledigende  Aufgabe,  die  totale  Differentialgleichung: 

F,df,  +  F,df,  -\ h  Fmdfm  =  0 


1)  J.  F.  Pfaff,  „Methodus  generalis  aequationes  differentiarum  partialium 
nee  non  aequationes  differentiales  vulgares,  utrasque  primi  ordinis,  inter  quoteun- 
que  variabiles  complete  integrandi."  Abb.  der  k.  preufs.  Akad.  der  Wiss.  zu 
Berlin,  1814  —  1815;  S.  76  —  136. 
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d«rcli  m  Relationen  zu  befriedigen.  Man  erkennt  z.  B.  unmittelbar, 
dafs  die  Gleichungen 

worin  Sl  eine  willkürliche  Funktion  von  fif^-'fm  bedeutet,  eine  Lö- 
sung unserer  Aufgabe  darstellen,  vorausgesetzt,  dafs  sie  nach  zp^  . .  pm 
auflösbar  sind,  was  allerdings  noch  einer  besonderen  Untersuchung 
bedarf. 

Der  Satz,  dafs  die  linke  Seite  der  totalen  Differentialgleichung  (3) 
in  der  Form 

dargestellt  werden  kann,  ist  ein  Spezialfall  des  folgenden  Theoi^eras: 
Ist  eine  heliebige  totale  Differentialgleichung: 

n 

(7)  2^'ai{xiX2  •  •  x^dXj  =  0 

1 

gegeben^  worin  die  ai  irgend  welche  Funktionen  der  n  Veränderlichen 
x^x^, .  Xn  bedeuten,  so  giebt  es  stets  2  m  Funktionen 

Fiix^x^ . .  Xn)y  fiix^x^ . .  Xn)        (i  =  1,  2, .  .  m) 

von  der  Beschaffenheit^  dafs  die  Identität 

n 

^'aidXi  ^F^df^-\ (-  Fmdfm 

1 

für  jedes  beliebige  Wertsystem  der  Xi  und  ihrer  Differentiale  stattfindet; 
dabei  bedeutet  m  die  Zahl  —  n  oder  y  (>^  +  1),  je  nachdem  die  Variabeinzahl 

71  gerade  oder  ungerade  ist. 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  gleichfalls  von  Ffaff  herrührenden 
fundamentalen  Satz  bezeichnet  man  jede  totale  Differentialgleichung 
(7)  auch  als  eine  Ff  äff  sehe  Gleichung ,  ferner  die  linke  Seite  einer 
solchen  Gleichung  als  einen  Ff  äff  sehen  Ausdruck,  endlich  die  Aufgabe, 
die  in  dem  vorigen  Satze  genannten  2  m  Funktionen  F,;,  f  wirklich 
zu  bestimmen,  als  das  Pfaffsche  Problem  (im  engeren  Sinne). 

Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  kommt 
darnach  auf  die  Lösung  des  Pfaffschen  Problems  für  die  totale  Differen- 
tialgleichung (3)  hinaus. 

Weiterhin  aber  entsteht  die  Frage  nach  der  kleinsten  Zahl  X  von 
der  Eigenschaft,  dafs  der  Pfaffsche  Ausdruck 

a^dx^  +  •  •  +  (^ndxn 

1* 
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sich  in  der  Form  • 

F,dt\  +  F,äf,  +  •  •  F,äf, 

darstellen  lasse,   worin  die  F;,  fi  gewisse  Funktionen   von  x^  .  .  Xn  be- 
deuten.    Setzen  wir 


an 


dx. 


%, 


{i,  /iC  =  1,  2,  .  .  n) 


so  hängt   diese  Minimalzahl  A  wesentlich   ab   von  dem  Verhalten  der 
beiden  schiefsymmetrischen  Determinanten 


0 

«12        • 

.     a^n 

0 

a, 

«2          • 

.     an 

0       . 

—  % 

0 

«12        • 

•     am 

«21 

.     a-in 

an\ 

G^«2      . 

.    0 

—  «2 

«21 

0 

•        a2n 

—  dn 

O^nl 

an  2      • 

.     0 

und  ihrer  Unterdeterminanten.  Im  Hinblick  auf  die  fundamentale 
Rolle,  die  sonach  den  schiefsymmetrischen  Determinanten  in  dieser 
Theorie  zufällt,  behandeln  wir  im  ersten  Kapitel  des  vorliegenden 
Werkes  zunächst  die  Theorie  dieser  Art  von  Determinanten.  Ein  ein- 
leitender Paragraph  beschäftigt  sich  mit  solchen  Eigenschaften  eines 
beliebigen  rechteckigen  Schemas,  die  später  besonders  häufig  benutzt 
werden,  insbesondere  mit  dem  Begriff  „Rang''  einer  Matrix.  Der  De- 
terminantenbegriff selbst,  die  verschiedenen  Arten,  eine  Determinante 
zu  entwickeln,  sowie  die  Theorie  der  Multiplikation  der  Determinanten, 
setzen  wir  dabei  als  bekannt  voraus. 

Die  Aufgabe,  die  21  Funktionen  jF»,  //,  welche  die  Darstellung 
des  gegebenen  Pfaffschen  Ausdrucks  leisten,  in  jedem  einzelnen  Fall 
wirklich  aufzufinden,  können  wir  als  das  ,,Pfaffsche  ProUem"  im  weiteren 
Sinne  bezeichnen. 

Zur  Lösung  desselben  benötigen  wir  vor  allem  die  Theorie  der 
linearen  homogenen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit 
einer  Unbekannten  f: 


1 


0  X. 


0 


und  der  Systeme  solcher  Gleichungen.  Diese  Theorie  bildet  den  Gegen- 
stand des  zweiten  Kapitels.  Auch  diesem  Kapitel  schicken  wir  einen 
einleitenden  Paragraphen  voraus,  in  dem  die  späterhin  zur  Verwendung 
gelangenden  funktionentheoretischen  Grundbegriffe  erläutert  werden. 

Nachdem    wir    so    in   den  ersten  beiden  Kapiteln  die  für  unsere 
Untersuchungen    nötigen    Hülfsmittel    bereit    gestellt,    nehmen   wir   in 


Vorwort  und  Einleitung.  5 

Kap.  III  imsern  eigentlichen  Gegenstand  in  Angriff.  Unsere  Dar- 
stellung des  Pfaffschen  Problems  (Kap.  III — X)  folgt  nur  teilweise  der 
historischen  Entwickelung;  so  geben  wir  schon  in  Kap.  III  eine  Keihe 
von  Sätzen  und  Auffassungsweisen  ^  die  einem  verhältnismäfsig  späten 
Entwickelungsstadium  unserer  Disciplin  angehören,  aber  als  Grund- 
lagen einer  systematischen  Behandlung  des  Gegenstandes  unerläfslich 
scheinen. 

Die  Kapitel  VIII  und  XI  beschäftigen  sich  mit  den  Beziehungen, 
die  zwischen  dem  Pfaffschen  Problem  und  den  Berührungstransfor- 
mationen bestehen;  wir  geben  damit  unseren  Untersuchungen  jene 
Wendung,  die  für  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  neuerer  Zeit  entscheidend  geworden  ist.  Der  aus- 
führlichen Darlegung  dieser  Theorie,  die  nicht  nur  den  historischen 
Ausgangspunkt,  sondern  auch  das  wichtigste  Anwendungsgebiet  des 
Pfaffschen  Problems  bildet,  sind  die  Kapitel  XII — XIV  gewidmet. 

Der  Zusammenhang,  in  dem  hier  die  partiellen  Differentialgleichungen 
auftreten,  bringt  es  mit  sich,  dafs  unsere  Behandlung  dieses  Gegen- 
standes von  den  sonst  üblichen  Darstellungen  in  mehreren  wesentlichen 
Punkten  abweicht.  Die  von  uns  befolgte  Tendenz,  die  Resultate  dieser 
Theorie  als  einfache  Korollare  der  allgemeinen  Theorie  des  Pfaffschen 
Problems  zu  erweisen,  läfst  es  gerechtfertigt  erscheinen,  den  X^e'schen 
Integralbegriff  als  den  einfacheren  an  die  Spitze  zu  stellen,  also  über- 
haupt die  den  Z^e'schen  Arbeiten  zu  Grunde  liegenden  Mannigfaltigkeits- 
vorstellungen in  erster  Linie  zur  Geltung  zu  bringen,  und  hinterher 
aus  dieser  allgemeineren  Auffassungs weise  die  älteren  Methoden,  so 
z.  B.  die  Hamilton- JacoM sehe  Theorie,  durch  Spezialisirung  abzuleiten. 
Die  Entwickelungen  von  Kap.  IX,  §  4  setzen  uns  ferner  in  den  Stand, 
auch  die  Zie'schen  Funktionengruppen,  sowie  die  schönen,  leider  wenig 
bekannten  BäcJdund^ sehen  Untersuchungen  über  partielle  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  unserem   allgemeinen  Schema  einzuordnen. 

Den  Schlufs  des  Werkes  bildet  eine  historische  Übersicht,  ein 
Wort-  und  Sachregister,  sowie  ein  Litteraturverzeichnis ,  auf  das  sich 
alle  Hinweise  des  Textes  beziehen. 


Kapitel  I. 
Zur  Theorie  der  Determinanten. 

§  1.     Systeme  linearer  Gleicliungeii.^) 
1.    Unter    einer    „Matrix^'   versteht   man    bekanntlich    ein    recht- 


eckiges Schema  der  Form: 


(1) 


«11 

«21 


0^12 


üi^n  —  l  dln 

«2,71—1  Ct2n 


(^m  —  1,  w  —  1       (^m — 1,  n 
«m,  n  —  1  (^mn 


worin  die  m  •  n  Gröfsen  atk  irgend  welche  Konstanten  bedeuten  mögen. 
Die  m  Horizontalreihen  unserer  Matrix  bezeichnen  wir  als  „Zeilen^^, 
die  n  Yertikalreihen  als  „Spalten"  oder  „Kolonnen",  während  wir  so- 
wohl Zeilen  als  auch  Spalten  unter  dem  Namen  „Reihen"  zusammen- 
fassen. Die  Gröfsen  aik  heifsen  die  „Elemente"  der  Matrix.  Das  Ele- 
ment ttik  gehört,  wie  man  sieht,  der  i^^"^  Zeile  und  der  Ic^^^  Spalte  an, 
oder  anders  ausgedrückt:  die  i^^  Zeile  und  die  h^^  Spalte  „schneiden" 
sich  in  dem  Element  a^-  Unter  dem  „Index  einer  Zeile"  wollen  wir 
den  gemeinsamen  ersten  Index  aller  Elemente  dieser  Zeile,  unter  dem 
„Index  einer  Spalte"  den  gemeinsamen  zweiten  Index  aller  Elemente 
dieser  Spalte  verstehen.  Wir  greifen  jetzt  irgend  r  Zeilen  bez.  mit 
den  Indices  ^^,  ^^  ...  v  und  irgend  r  Spalten  bez.  mit  den  Indices 
/%,  h^j  ...  Icr  heraus-,  die  Zahl  r  darf  natürlich  nicht  gröfser  sein  als 
die  kleinere  der  beiden  Zahlen  m  und  n.  Auch  wollen  wir  voraus- 
setzen, dafs  die  Indices  \y  i^  ...  und  ebenso  Ä^^,  7%  ...  in  ihrer  natür- 
lichen Reihenfolge  stehen,  d.  h.  also,  dafs  ^\  <i^  <-  -  ■  und  \<Clic^<^'  -  • . 


1)  Vgl.  Frobenius  I  236—241.  (Die  beigesetzten  arabischen  Ziffern  bezeichnen 
die  Seitenzahlen  der  Arbeit,  die  im  Litteraturverzeichnis  unter  der  betreffenden 
römischen  Ziffer  aufgeführt  ist.) 


[2J 


§  1.     Systeme  linearer  Gleichungen 


a. 

ih 

a, 

1*2        • 

•     a, 

l*r 

a, 

2*1 

a, 

2*2 

.     a^ 

2*r 

a 

r*l 

a, 

r*2        • 

•     a, 

r^r 

Die  genannten  Zeilen   und  Spalten   schneiden   sich   nun  in  r^  Ele- 
menten, die  wir  zu  der  r-reihigen  Determinante 


(2) 


formiren  wollen.  Diese  Determinante  heifst  eine  ,,r- reihige  Unter- 
determinante" oder  auch  kurz:  ,,eine  r-reihige  Determinante"  der  Ma- 
trix (1).  Bilden  wir  dann  irgend  eine  r  -\-  /-reihige  Determinante 
der  Matrix  (1),  bestehend  aus  dem  (r  -\-  r'Y  Elementen,  in  denen  sich 
die  Zeilen  mit  den  Indices  i^  ...  ^V  und  irgend  /  andere  Zeilen,  sowie 
die  Spalten  mit  den  Indices  \  ...  kr  und  irgend  /  andere  Spalten 
schneiden,  so  sagen  wir,  die  letztere  Determinante  „enthält"  die  Deter- 
minante (2)  (als  ünterdeterminante). 

2.  Bemerken  wir  vorab,  dafs,  wenn  alle  r  -f-  1 -reihigen  Deter- 
minanten der  Matrix  (1)  verschwinden,  dasselbe  für  alle  r-^2,  r-\-3 ... 
reihigen  Determinanten  gilt.  Für  jede  Matrix  (1)  existirt  daher  eine 
und  nur  eine  Zahl  r  von  der  Beschaffenheit,  dafs  nicht  alle  r- reihigen 
Determinanten  des  Schemas  (1)  null  sind,  dafs  dagegen  alle  r  -f-  1- 
reihigen  Determinanten  verschwinden,  sofern  es  solche  überhaupt  giebt, 
d.  h.  sofern  nicht  r  gleich  der  kleineren  der  zwei  Zahlen  m,  n  ist. 
Diese  Zahl  r  heifst  der  „Rang''  der  Matrix  (1). 

Verschwinden  z.  B.  alle  Elemente  aikj  so  ist  r  =  O5  verschwinden 
nicht  alle  a,•^.,  dagegen  alle  Determinanten  der  Form 


(v' 


1,  2, .  .  m;  Je,  1=1,  2, 


0 


Cf'lk     etil 
ajk    ttji  I 

so  ist  r  =  1 ;  ist  wenigstens  eine  Determinante  dieser  Form  nicht  null, 
verschwinden  dagegen  alle  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix  (1), 
so  ist  r  =  2  etc.  Natürlich  ist  r  nicht  gröfser  als  die  kleinere  der 
beiden  Zahlen  m  und  n. 

Wir  bemerken  hier  ein  für  allemal,  dafs  wir  uns  zur  Bezeichnung 
einer  Matrix  der  Form  (1)  oft  auch  der  abgekürzten  Schreibweise 

II  aik  II         (^  =  1  .  .  m-,  /j  =  1  .  .  n) 

bedienen.     Ebenso  bedeutet: 


Clik 


(i,k  =  l..r) 


die  r-reihige  Determinante 
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an     «12 

0^21        0^22 


air 


3.    Wir    fragen    nunmehr    nach    dem    allgemeinsten    Wertsystem 
rTjiPg  .  .  .  Xn,  welches  die  linearen  homogenen  Gleichungen 

ttgl-^l   ~r  ^22*^2  ~r     '  '    "1      ^2n^/i  =  '-' 


befriedigt.  Die  Matrix  (1)  heifse  die  zu  dem  Gleichungensystem  (3) 
„gehörige"  Matrix,  oder  auch  kurz  ,,die  Matrix  des  Gleichungensystems 
(1)",  und  es  sei  r  ihr  Rang.  Dann  giebt  es  wenigstens  eine  Deter- 
minante der  Form  (2),  die  nicht  null  ist.  Wir  dürfen  aber  der  be- 
quemeren Bezeichnungsweise  halber  annehmen,  dafs  die  Indices  i^i^  .  .  v 
und  ebenso  kjv^  .  .  kr  mit  der  Reihe  1,  2  . .  r  übereinstimmen;  denn 
offenbar  können  wir  dies  nötigenfalls  immer  dadurch  erreichen,  dafs 
wir  die  Gleichungen  (3)  und  die  Unbekannten  x  geeignet  umnumeriren. 
Es  sei  also 

.     air 


(4) 


D 


^12 


a-i, 


nicht  null.     Dann  können  wir  die  r  ersten  Gleichungen  (3)  nach  be- 
kannten Regeln  hinsichtlich  x^,  x^  .  .  Xr  auflösen,  und  erhalten  so: 

(5)       DXi  =  —  Di^r  +  lXr^l  -    A,  r  +  2^r  +  2 An^«       (i  ==   1,  .  .  r), 

worin  gesetzt  ist: 

a,,     a. 


Dis  = 


"11        ^12 
^^21        ^22 


ö^l, /  — 1       Clls       ^1,  e-fl        •       •        ö^lr 
(^2,1  —  1       Oj2s       0^2,  Z  +  l       •       •       ^2r 


O^r^i — 1       0/rs       ^r,i-\-l 


O/rt 


SO  dafs  also  die  r- reihige  Determinante  D/,  dadurch  aus  D  entsteht, 
dafs  man  darin  die  i^"^  Spalte  durch  die  Elemente  ais,  a^s  •  •  «r«  ersetzt. 
Wir  wollen  nun  die  aus  (5)  folgenden  Werte  von  x^,  x^  .  .  Xr  in 
die  linke  Seite  irgend  einer  der  noch  übrigen  m  —  r  Gleichungen  (3) 
substituiren,  etwa  in  die  folgende: 


[^J 
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anXi  +  ai2X2  H 1-  amXn         (l  >  r) 

und  erhalten  dadurcli  das  Resultat: 

n  r  n 

(6)  —  -^  ^  ^'  auDikXk  +  ^  aikXk ; 

r  +  l        1  r-\-l 

der   mit  D   multiplizirte  Koeffizient  von  Xk  in    diesem  Ausdruck   hat 
die  Form 


D    aik—  y/auDik'-) 


es  ist  dies  aber  nichts  anderes,  als  die  nach  den  Elementen  der  letzten 
Zeile  entwickelte  r  -\-  1 -reihige  Determinante: 


a«,     flfc 


ttrl       (lr2 


02  r       Ct2k 


drr       Cf/rk 


du       Cil2       '       '       Cllr        Cllk 

welche  gleich  null  ist,  da  die  Matrix  (1)  der  Annahme  nach  den  Rang 
r  besitzt.  Der  Ausdruck  (6)  verschwindet  somit  identisch,  d.  h.  un- 
abhängig von  der  Wahl  der  Gröfsen  Xr+i,  Xr-^2  --  Xn,  und  wir  haben 
den  Satz  gewonnen: 

„Man  erhält  unter  den  gemachten  Annahmen  über  die  Matrix  (1) 
das  allgemeinste  Lösungensystem  x^  x.^  .  .  Xn  der  linearen  Gleichungen 
(3),  wenn  man  die  Gröfsen 

(7)  ^r  +  l,    Xr+2    •  .    Xn 

ganz  beliebig  wählt,  und  sodann  die  übrigen  Xi  mittels  der  Formeln 
(5)  berechnet." 

Dieses  Resultat  läfst  sich  auch  so  formuliren:  Setzen  wir  zuerst 
Xr-{.i  =  —  1,  und  die  andern  Gröfsen  (7)  gleich  null,  sodann  Xr-\-i  =  0^ 
Xr-\-2  =  —  1,  und  die  andern  Gröfsen  (7)  gleich  null  etc.  und  berechnen 
jedesmal  die  Xi  .  .  Xr  mittels  (5),  so  erhalten  wir  der  Reihe  nach 
ti  —  r  verschiedene  Lösungensysteme: 


(8) 


%r+l 


De 


D. 


D       ' 


r  +  2 


,r4-l 


^.,. 


+  2 


n     > 


n     > 


D      ' 

r,r  +  2 
J)         ' 


1,  0, 


0,     -1, 


D_ 


0, 


0,    .  .    -  1 
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und  man  erhält  jedes  beliebige  andere  Lösungensystem  von  (3),  indem 
man  die  Elemente  der  ersten  Zeile  von  (8)  mit  der  arbiträren  Kon- 
stanten —  Xr^if  die  der  2**^°  Zeile  mit  — Xr^2  u.  s.  w.  multiplizirt, 
und  sodann  die  in  derselben  Spalte  stehenden  Elemente  addirt. 

Das  soeben  erhaltene  Resultat  wollen  wir  sogleich  noch  in  etwas 
allgemeinerer  Form  aussprechen: 

„Ist  r  der  Bang  der  Matrix  (1) ,  und  bedeutet  (2)  eine  nicJd  ver- 
schmndetide  r -reihige  Determinante  von  (1),  so  Jcann  man  mittels  des 
GMcImngensystems ,  das  aus  der  i^^"^,  i^^""  .  .  ir*®°  Gleichung  (3)  besteht, 
die  Unbekannten  Xk^,  x^  . .  Xk^  als  lineare  homogene  Ausdrücke  in  den 
übrigen  x  darstellen;  indem  man  die  letsteren  beliebig  wählt,  erhält 
man  die  allgemeinste  Lösung  des  Systems  (3)." 

Die  Gleichungen  (3)  besitzen  offenbar  dann,  aber  auch  nur  dann 
aufser  dem  Lösungensysteme  x-^=  0,  x^  =  0,  ^„  =  0  kein  weiteres, 
wenn  r  ==  n  ist.  Es  mufs  dann  natürlich  die  Zahl  m  der  Gleichungen 
mindestens  gleich  n  sein.  Ist  aber  r  <  w,  so  giebt  es  stets  unbegrenzt 
viele  Lösungensysteme  x^^x^  .  .  Xn  der  Eigenschaft,  dafs  nicht  alle  x 
verschwinden. 

4.  Irgend  s  Systeme  von  je  n  Gröfsen 

feil      5i2      •      •      '1« 

§22        •        •        §2n 


(9) 


?21 


heifsen  „linear  abhängig",  wenn  es  s  Gröfsen  A^/lg  .  .  A^  giebt,  die  nicht 
alle  gleich  null  sind  und  den  Gleichungen 

(10)  Ai^i,  +  hhk  H 1-  IsU  =  0        (^  =  1,  2  . .  >o 

genügen.  Im  entgegengesetzten  Falle  heifsen  die  s  Systeme  (9)  „linear 
unabhängig".  Verlangen  wir  also,  dafs  die  Gröfsensysteme  (9)  linear 
unabhängig  seien,  so  ist  z.  B.  von  vorneherein  ausgeschlossen,  dafs 
eines  derselben  aus  lauter  Nullen  besteht,  oder  dafs  die  Gröfsen  eines 
Systems  den  entsprechenden  eines  andern  Systems  proportional  sind  etc. 
Damit  die  Gröfsensysteme  (9)  linear  unabhängig  seien,  ist  nach  der 
Definition  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  n  Gleichungen  (10) 
nur  durch  die  Annahme  A^  =  0,  . .  A«  =  0  befriedigt  werden  können, 
und  dies  kommt  nach  der  Schlufsbemerkung  des  vor.  Art.  darauf  hin- 
aus, dafs  der  Rang  der  aus  den  n  .  s  Elementen  (9)  gebildeten  Matrix 
gleich  s  ist.     Natürlich  mufs  dann  s  -^n  sein. 

Sind  also  die  Systeme  (9)  linear  unabhängig,  so  mufs  wenigstens 
eine  s-reihige  Determinante   der  Matrix   (9)  nicht  null  sein;    gilt  dies 
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insbesondere  für  die  aus  der  i^^^"^,  ?*2*®"  .  .  i*®°  Kolonne  formirte  De- 
terminante, so  sagen  wir:  Die  s  Gröfsensysteme  (9)  sind  ,,hinsichtlich 
eben  dieser  Kolonnen  von  einander  linear  unabhängig". 

Giebt  es  ein  Gröfsen System  A^,  Ag  .  .  A«,  das  die  Relationen  (10) 
erfüllt,  und  ist  insbesondere  etwa  A«  4=  ö?  ^-  ^-  kann  man  die  Elemente 
^gi  des  s^^^  Systems  durch  die  in  derselben  Spalte  stehenden  Elemente 
der  übrigen  5—1  Gröfsensysteme  wie  folgt  ausdrücken: 


^si  =  ^  ^hihi         (i  =  1,  2,  .  .  w) 


so  sagen  wir:  das  s*®  Gröfsensystem  (9^  ist  eine  „lineare  Kombination" 
der  übrigen  s  —  1  Systeme. 

5.  Mit  Hülfe  dieser  Definitionen  können  wir  das  Resultat  des 
Art.  3  folgendermafsen  aussprechen: 

Ist  der  Bang  der  Matrix  (1)  gleich  r^  und  ist  insbesondere  (4)  eine 
nicht  verschwindende  r-reihige  Determinante  derselben,  so  besitzt  das 
Gleichungensystem  (3)  n  —  r  L'ösungensysteme ,  die  hinsichtlich  der  Ko- 
lomien  mit  den  Indices  r  -\-  1,  r  -\-  2,  . .  n  voneinander  linear  unab- 
hängig sind,  und  jede  andere  Lösung  läfst  sich  als  lineare  Kombination 
der  genannten  Lösungen  darstellen. 

Statt  wie  in  Art.  3  den  Variabein  (7)  der  Reihe  nach  die  Werte 
1,  0  .  .  0;  0,  1  .  .  0-,  etc.  zu  geben,  hätten  wir  ihnen  auch  irgend  welche 
n  —  r  Wertsysteme 

(1 1)  4*).,  xf\_^ .  .  af-^         {h=\,2,..  n  -  r) 

erteilen  können;  sind  dann  x^^'^  .  .  x^j!^  die  zugehörigen,  mittels  der 
Formeln  (5)  zu  berechnenden  Werte  der  übrigen  x,  so  bilden  die 
n  —  r  Gröfsensysteme 

(12)  4^)  xf  .  .  ^W  xf]^^ .  .  xf         (h=l,2  ..n  —  r) 

n  —  r  linear  unabhängige  Lösungensysteme  von  (3),  wenn  die  n  —  r- 
reihige  Determinante 


(13) 


^{n-r)      ^{n-r)       _    ^  ^{n-r) 

r-j-1  r-f-2  /« 


nicht  null  ist,  aber  auch  nur  dann;  denn  sind  die  Systeme  (11)  von 
einander  linear  abhängig,  so  gilt  mit  Rücksicht  auf  (5)  dasselbe  offen- 
bar auch  von  den  n  —  r  Gröfsensystemen  (12).  Wir  haben  also  den  Satz: 
,,Ist  der  Bang  der  Matrix  (1)  gleich  r,  und  ist  (4)  eine  nicht  ver- 
schwindende r-reihige  Determinante  derselben,  so  sind  irgend  n  —  r  linear 
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imabhängige  Lösungen  der  Gleichungen  (3)  insbesondere  Jiinsichtlich  der 
Kolonnen  mit  den  Indices  r-\-\,  r-\-2,  ..  n  von  einander  linear 
unabhängige^. 

Wir  behaupten  ferner:  Ist 

(14)  I.  I,  .  .  in 

irgend  ein  Lösungensystem  der  Gleichungen  (3),  und  stellen  die  n  —  r 
Gröfsensysteme  (12)  ein  beliebiges  System  von  linear  unabhängigen 
Lösungen  dar,  so  ist  das  Gröfsensystem  (14)  notwendig  eine  lineare 
Kombination  der  Systeme  (12). 

Aus  der  linearen  Natur  der  Gleichungen  (3)  folgt  zunächst,  dafs 
jede  Linearkombination  irgend  welcher  Lösungensysteme  stets  wieder 
ein  Lösungensystem  liefert.  Sind  daher  die  Gröfsen  X^X^  .  .  Xn—r  be- 
liebige Konstante,  und  setzen  wir: 


ni 


11 — / 

^A.rf)        (i  =  l,2..»), 


so  ist  7}^  .  .  rjn  ein  Lösungensystem.  Da  nun  nach  dem  zuletzt  bewiesenen 
Satze  die  Determinante  (13)  nicht  null  ist,  so  können  wir  die  Gröfsen 
Aä  auf  eine  und  nur  eine  Art  so  bestimmen,  dafs  »?r+i  •  •  Vn  bezw.  mit 
^r+i  '  •  ^71  übereinstimmen.  Nun  giebt  es  aber  nach  Art.  3  nur  ein 
einziges  Lösungensystem  von  (3),  für  das  die  Gröfsen  (7)  vorgeschriebene 
Werte  haben;  es  müssen  also  jetzt  auch  die  Gröfsen  rj^^  .  .  rj^  mit  1^  .  .  Jr 
übereinstimmen,  d.  h.  das  System  (14)  ist  in  der  That  eine  Linear- 
kombination der  Gröfsensysteme  (12). 

6.  Wir  wollen  die  bisher  erhaltenen  Sätze  über  lineare  Gleichungen 
noch  einmal  zusammenfassen,  und  gleichzeitig  etwas  allgemeiner  for- 
muliren : 

1)  „Ist  r  der  Bang  der  Matrix  (1),  und  r<Cn,  so  kann  man  un- 
begrenzt viele  Systeme  von  je  n  —  r  linear  unabhängigen  Lösungen- 
Systemen  der  Gleichungen  (3)  angeben.  Hat  man  n  —  r  unabhängige 
Lösungensysteme  irgend  wie  ausgewählt,  so  ist  jede  andere  Lösung  als 
lineare  Kombination  dieser  n  —  r  Lösungen  darstellbarem. 

2)  Ist  insbesondere  (2)  eine  nicht  verschwindende  r-reihige  Deter- 
minante der  Matrix  (1),  so  sind  irgend  n  —  r  linear  unabhängige  Lö- 
sungen der  Gleichungen  (3)  hinsichtlich  der  Spalten  mit  den  Indices 
hrJf.\y  kr -{-2  •  •  kn  Unabhängig,  wenn  diese  Indices  die  aufser  Ä\  .  .  kr  in 
der  Reihe  1  bis  n  noch  vorhandenen  Zahlen  bedeuten. 

Aus  dem  Satz  1)  erhalten  wir  unmittelbar  folgendes  Korollar: 
„Besitzt    ein   System    linearer    Gleichungen   (3)    n  —  r   linear   un- 
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abhängige  Lösungensysteme,  so  ist  der  Bang  der  zugehörigen  Matrix  (1) 
höchstens  gleich  r^'. 

7.  Ist  die  Determinante  (4)  nicht  null,  verscliwinden  dagegen  alle 
diejenigen  r  -\-  l-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (1),  welche  die 
Determinante  (4)  als  Unter determinante  enthalten,  so  werden,  wie  wir 
in  Art.  3  gesehen  haben,  die  linken  Seiten  aller  Gleichungen  (3)  identisch 
null,  wenn  man  darin  für  die  Gröfsen  Xi .  .  Xr  ihre  Werte  aus  (5)  sub- 
stituirt,  also  besitzen  die  Gleichungen  (3)  die  n  —  r  linear  unab- 
hängigen Lösungensysteme  (8).  Hieraus  und  aus  dem  vorigen  Korollar 
folgt  nun  sofort  der  wichtige,  von  L.  Kronecker  herrührende  Satz: 

Ist  in  einer  Matrix  (1)  eine  r-reihige  Determinante  nicht  null,  ver- 
schwinden dagegen  alle  diejenigen  r  -\-  l-reihigen  Determinanten,  welche 
jene  r-reihige  als  Unterdeterminante  enthalten,  so  verschwinden  überhaupt 
alle  r  +  l-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (1). 

Um  darnach  den  Rang  r  einer  gegebenen  Matrix  (1)  und  gleich- 
zeitig eine  nicht  verschwindende  r-reihige  Determinante  derselben  zu 
finden,  hat  man  so  zu  verfahren:  Man  wählt  irgend  ein  nicht  ver- 
schwindendes Element  a;^],^  aus,  und  sucht  eine  Zeile  mit  dem  Index  i^ 
und  eine  Spalte  mit  dem  Index  Ic^  so  zu  bestimmen,  dafs  die  De- 
terminante 

ai^Tc^     ai^jc^ 

nicht  null  wird.  Ist  dies  unmöglich,  so  ist  r  =  l;  andernfalls  suche 
man  eine  dritte  Zeile  mit  dem  Index  i^  und  eine  dritte  Spalte  mit 
dem  Index  Jc^  so  zu  bestimmen,  dafs  die  dreireihige  Determinante,  in 
deren  Elementen  sich  die  Zeilen  ^^^^g  und  die  Spalten  \W  schneiden, 
nicht  verschwindet.  Ist  dies  unmöglich,  so  ist  r  =  2;  andernfalls  be- 
stimme man  eine  4*®  Zeile  und  Spalte,  etc. 

8.  Der  Satz  des  vorigen  Art.  läfst  sich  folgendermafsen  verall- 
gemeinern: 

„Ist  D  eine  r-reihige  Determinante  der  Matrix  (1),  und  verschwinden 
alle  diejenigen  r  -\-  r -reihigen  Determinanten  von  (1),  die  D  enthalten, 
so  verschwinden  entweder  überhaupt  alle  r  -\-  r -reihigen  Determinanten, 
oder  es  ist  D  gleich  nuW. 

Der  Satz  ist  für  r  =  1  bereits  bewiesen;  wir  wollen  zeigen,  dafs 
er  für  r  =  h  gilt,  wenn  er  für  r  =h  —  1  bewiesen  ist. 

Nehmen  wir  also  an,  dafs  alle  r  -f-  Ä;-reihigen  Determinanten  von 
(1)  verschwinden,  die  I)  enthalten,  und  sei  D'  eine  r  -\-  h  —  1-reihige 
Determinante,  welche  D  enthält.  Da  nun  u.  a.  alle  r  -\-  /^-reihigen 
Determinanten    null   sind,    die    D'    enthalten,    so    müssen  nach  Art.  7 
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entweder  alle  r  +  /c-reihigen  Determinanten  verschwinden,  oder  D' 
mufs  null  sein.  Enthält  also  die  Matrix  (1)  eine  nicht  verschwindende 
r  +  Z;-reihige  Determinante,  so  müssen  alle  Determinanten  D',  d.  h.  alle 
r  -\-lx,  —  1-reihigen  Determinanten,  die  D  enthalten,  gleich  null  sein. 
Setzen  wir  nun  in  dem  obigen  Theorem  r  =lv  —  1,  und  nehmen  wir 
an,  dafs  dasselbe  unter  dieser  Annahme  bereits  bewiesen  sei,  so  folgt, 
dafs  dann  notwendig  D  verschwindet,  da  andernfalls  alle  r  -{-  h  —  1  - 
reihigen,  und  daher  auch  alle  r  +  Ä;- reihigen  Determinanten  von  (1) 
null  wären. 

Unser  Theorem  ist  damit  allgemein  bewiesen. 

9.  Wir  nennen  die  s  linearen  Gleichungen  mit  den  n  Unbekannten 
Vi  . .  Vn: 

(15)  Yi  =  Inyi  +  1/22/2  H h  linVn  =  0         (^  =  1,  2  •  •  s) 

„linear  unabhängig",  wenn  die  s  Grröfsensysteme  (9)  es  sind,  d.  h.  also, 
wenn  es  aufser  dem  Wertsystem  0,  0,  .  .  0  kein  System  von  Kon- 
stanten Ai,  Ag  .  .  A«  giebt  von  der  Eigenschaft,  dafs  die  Identität: 

(16)  l,Y^  +  X^Y^  +  --  +  l,Y,  =  0 

für  jedes  beliebige  Wertsystem  y^  .  .yn  stattfindet.  In  der  That  folgt 
ja  aus  der  Identität  (16)  das  Bestehen  der  Relationen  (10)  und  um- 
gekehrt. Gilt  andererseits  eine  Identität  der  Form  (16),  so  heilsen 
die  Gleichungen  (15)  „linear  abhängig";  ist  dann  etwa  Xg  =H  ^7  ^^  Yi^hi 
sich  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  (15)  folgendermafsen  durch 
die  linken  Seiten  der  übrigen  darstellen: 

(17)  r,  =  ftiY;  +  ..  +  ft,_ir,_i, 

wo  die  iii  Konstante  bedeuten.  Wir  sagen  in  diesem  Falle,  die  letzte 
Gleichung  (15)  ist  eine  „lineare  Kombination",  oder  auch  eine  „Folge" 
der  übrigen.  Offenbar  wird  sie  dann  von  jedem  Lösungensystem  2/1  ••  2/« 
der  Gleichungen   ZJl  =  0  .  .  Zi_i  =  0  ebenfalls  befriedigt. 

10.  Wir  bemerken  hier  beiläufig,  dafs  der  Rang  einer  Matrix  ent- 
weder ungeändert  bleibt,  oder  sich  um  eins  erniedrigt,  wenn  man 
irgend  eine  Zeile  oder  eine  Spalte  fortläfst.  Soll  nun  die  Gleichung 
Ys  =  0  von  jedem  Lösungensystem  der  ersten  s  —  1  Gleichungen  (15) 
befriedigt  werden,  so  darf  sich  der  Rang  der  aus  den  s  •  n  Elementen 
(9)  bestehenden  Matrix  nicht  ändern,  wenn  man  die  letzte  Zeile  weg- 
läfst,  oder  anders  ausgedrückt:  ist  r  dieser  Rang,  so  mufs  sich  den 
ersten  s  —  1  Zeilen  in  (9)  eine  nicht  verschwindende  r-reihige  Deter- 
minante entnehmen  lassen,  da  andernfalls  die  ersten  s  —  1  Gleichungen 
(15)  mehr  linear  unabhängige  Lösungensysteme  besälsen  als  die  s 
Gleichungen  (15)  zusammen.  Nunmehr  aber  kann  man  nach  Art.  3  in 
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den  Gleichungen  (10)  die  Unbekannte  A«  sowie  s  —  r  —  1  von  den 
Unbekannten  X^^  .  .  Xg-i  beliebig  wählen,  worauf  die  Werte  der  übrigen 
Xi  durch  die  Relationen  (10)  bestimmt  sind;  es  giebt  sonach  wenigstens 
ein  Lösungensystem  Aj  .  .  A,  der  Gleichungen  (10),  für  das  A«  =  —  1 
ist,  d.  b.  es  besteht  eine  Identität  der  Form  (17).    Also  gilt  der  Satz: 

„Die  Gleichung  Ys  ==  0  wird  dann,  aber  auch  nur  dann  von  allen 
Lösungensystemen  der  ersten  s  —  1  Gleichungen  (15)  erfüllt,  wenn  sie 
eine  lineare  Kombination  (eine  Folge)  dieser  Gleichungen  ist;  es  ist  dazu 
notwendig  und  hinreichend,  dafs  der  Bang  der  Matrix  (9)  durch  Weg- 
lassung der  letzten  Zeile  sich  nicht  ändert^'. 

Wir  wollen  noch  die  folgende  Definition  hinzufügen: 

Zwei  lineare  Gleichungensysteme  mit  den  Unbekannten  y^^y^  -  -Vn 
heifsen  „äquivalenif\  wenn  jede  Gleichung  des  einen  Systems  eine  Folge 
der  Gleichungen  des  andern  ist,  und  umgekehrt,  d.  h.  also,  wenn  das 
erste  System  von  allen  Lösungen  des  zweiten  erfüllt  wird,  und  um- 
gekehrt. 

11.  Indem  wir  die  bisherigen  Sätze  und  Definitionen  auf  die  beiden 
folgenden  Gleichungensysteme 

n 

(18)  Xi  =  2  aaXk  =  0         (*  =  1,  2,  .  .  m) 

1 

m 

(19)  X^^^iai^x;  =  0        {l  =  l,2,..n) 

anwenden,  erkennen  wir  die  Äquivalenz  der  nachstehenden  fünf  Aussagen: 

1)  Der  Rang  der  Matrix  (1)  ist  r; 

2)  das  Gleichungensystem  (18)  besitzt  n  —  r  linear  unabhängige 
Lösungensysteme 

I»  |W  . .  I»        (s  =  1,  2, . .  «  -  *•) 

und  jedes  andere  Lösungensystem  ist  eine  lineare  Kombination  derselben ; 

3)  das  Gleichungensystem  (19)  besitzt  m  —  r  linear  unabhängige 
Lösungensysteme 

^w  ^c.)  .  .  ^w         (5  =  1,  2, .  .  m  -  r) 

und  jedes  andere  Lösungensystem  ist  eine  lineare  Kombination  derselben. 

4)  Zwischen  den  X/  bestehen  n  —  r  und  nicht  mehr  linear  un- 
abhängige Identitäten 

CT 

>f|<')X;  =  0        {s=l,2..n-r), 


16  Kap.  I.     Zur  Theorie  der  Determinanten.  [12, 13] 

d.  h.  n  —  r  von  den  Gleichungen  (19)  sind   eine  Folge  der  r  übrigen, 
welch'  letztere  linear  unabhängig  sind. 

5)  Zwischen   den  X,-  bestehen   m  —  r  und   nicht  mehr  linear  un- 
abhängige Identitäten: 


in 

1 


i  nfX.  =  0         {s  =  1,2  ..m  —  r) 

d.  h.  m  —  r  von  den  Gleichungen  (18)  sind  eine  Folge  der  r  übrigen, 
welch'  letztere  linear  unabhängig  sind. 

Wenn  also  irgend  eine  von  diesen  5  Aussagen  zutrifft,  so  gilt 
dasselbe  von  allen  übrigen. 

12.  Ersetzt  man  in  dem  Gleichungensystem  (18)  die  erste  Glei- 
chung Xi  =  0  durch  qX^  =  0,  wo  die  Konstante  q  nicht  null  ist, 
oder  durch  X-^^  -\-  ßX^  =  0,  wo  (5  irgend  eine  Konstante  bedeutet,  so 
erhält  man  beidemale  ein  mit  (18)  äquivalentes  System  (Art.  10).  Dar- 
aus folgt  ohne  weiteres: 

„Der  Mang  einer  Matrix  hleiht  ungeändert,  wenn  man  alle  Elemente 
einer  Zeile  mit  derselben  nicht  verschwindenden  Konstanten  multipli^irt, 
oder  ivenn  man  zu  den  Elementen  einer  hestimmten  Zeile  die  hez.  in  der- 
selben Spalte  stehenden,  mit  einer  Konstanten  6  midtiplizirten  Elemente 
einer  bestimmten  andern  Zeile  addirt" 

Dasselbe  gilt  offenbar  auch,  wenn  man  in  dem  vorstehenden  Satze 
die  Wörter  „Zeile^^  und  „Spalte"  vertauscht,  sowie  wenn  man  die  beiden 
darin  erwähnten  Operationen  beliebig  oft  nach  einander  ausführt. 

13.  Es  sei  wiederum  r  der  Rang  der  Matrix  (1),  und  es  möge 
die  Determinante  (4)  nicht  null  sein;  dagegen  sollen  alle  diejenigen 
r-reihigen  Determinanten  von  (1)  verschwinden,  an  deren  Bildung  die 
erste  Spalte  von  (1)  nicht  beteiligt  ist. 

Mit  andern  Worten:  wir  nehmen  an,  dafs  der  Rang  der  Matrix 
(1)  sich  durch  Weglassung  der  ersten  Spalte  um  eins  vermindert.  Da 
jetzt  die  in  Art.  3  mit  Di^r-\-i,  Di,r-{-2  •  •  Din  bezeichneten  Deter- 
minanten der  Annahme  nach  alle  verschwinden,  so  folgt  aus  den  For- 
meln (5),  dafs  für  jedes  beliebige  Lösungensystem  der  Gleichungen  (3) 
die  Gröfse  x^  verschwindet;  die  Gleichung  ^^^  =  0  ist  also  eine  Folge 
des  Systems  (3).  Umgekehrt,  soll  letzteres  der  Fall  sein,  so  mufs  sich 
der  Rang  r  von  (1)  durch  Weglassung  der  ersten  Spalte  notwendig 
vermindern;  andernfalls  könnte  man  nämlich  den  n  —  1  letzten  Ko- 
lonnen von  (1)  eine  nicht  verschwindende  r-reihige  Determinante  ent- 
nehmen, und  die  Gleichungen  (3)  besäfsen  daher  nach  Art.  3  mindestens 
ein  Lösungensystem,    für  das  die  Variabele  x^   einen   willkürlich  vor- 
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geschriebenen  Wert  annimmt.  Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen, 
von  dem  wir  noch  wiederholt  Gebrauch  machen  werden: 

„Die  Gleichung  Xk  =  0  ist  dann,  aber  auch  nur  dann  eine  Folge 
der  Gleichungen  (3),  wenn  sich  der  Rang  der  Matrix  (1)  durch  Streichung 
der  Jv^^"^  Spalte  um  eins  vermindert." 

14.  Wir  betrachten  nunmehr  ein  nicht  homogenes  lineares  Glei- 
chungensystem: 

r2Q\  ^21  2/l  "f"  ^22  2/2  ~l~  '  *  H"  ^2,  n  —  iyn  —  1  =  Ct2n 

(^miyi~\-  <^m22/2~f"  '  *  ~{~  ^m,  «  — 1^/«  — 1  = ^mn 

mit  den  Unbekannten  y^y^  .  .yn—i-  Es  sei  wiederum  r  der  Rang  der 
Matrix  (1).  Dann  ist  der  Rang  der  Matrix  (1)',  die  aus  (1)  durch 
Streichung  der  letzten  Spalte  entsteht,  entweder  gleich  r  oder  gleich 
r  —  1.     Im  letzteren  Falle  ist  die  n*®  der  Gleichungen 

(19)  auXi  +  0^2/^2'  +  •  •  +  (^mi^lCm  ==0  {i=\  .  .  n) 

keine  Folge  der  n  —  1  übrigen,  d.  h.  es  giebt  mindestens  ein  Wert- 
system Xi  .  .  Xmi  das  die  ersten  n  —  1  Gleichungen  (19),  nicht  aber 
die  letzte  befriedigt.    Daraus  schliefsen  wir  sofort,  dafs  die  Gleichungen 

(20)  durch  kein  endliches  Konstantensystem  erfüllt  werden  können. 
In  der  That,  multipliziren  wir  die  Gleichungen  (20)  bez.  mit  x-^, 
x^  .  .  Xm  und  addiren  sie,  so  folgt  im  Widerspruch  mit  der  Bedeutung 
der  x!y  dafs  auch  die  n^^  Gleichung  (19)  befriedigt  ist. 

Ben  linearen  Gleichungen  (20)  Imnn  also  nur  dann  durch  ein 
Konstantensystem  yt  .  .  yn-i  genügt  werden,  wenn  sich  der  Rang  r  der 
Matrix  (1)  hei   Weglassung  der  letzten  Spalte  nicht  ändert 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  läfst  sich  den  n  —  1  ersten  Spalten 
von  (1)  eine  r-reihige  nicht  verschwindende  Determinante  entnehmen, 
und  wir  können,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  annehmen,  dafs  (4)  diese 
Determinante  sei.  Unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  des  Art.  3 
folgt  dann  sofort,  dafs  man  das  allgemeinste  Lösungensystem  y^  ..yn-i 
der  Gleichungen  (20)  erhält,  indem  man  ^r+i,  •  •  yn—i  willkürlich 
wählt,  und  2/1^/2  •  •  2/r  ^^s  den  Formeln 

JDyi  =  —  Di,r+iyr-\-l  —  Di^n-iyn-l  —  A«  (^  =   1   .  .  r) 

berechnet.     Allgemein  gilt,   wie  man  leicht  verifizirt,  der  Satz: 
Bleibt  der  Rang  r  der  Matrix 

II  aik  II         (i  =  l  ..m;  ]v=l  ..  n) 

hei  Weglassung  der  letzten  Spalte  ungeändert,  und  hedeuten 

V.  Wobcr,  Das  rfaffsche  Problem.  2 
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irgend  n  —  r  —  1  linear'  unabhängige  Lösungensysteme  der  linearen 
homogenen  Gleichungen 

n  —  l 

^ aikVk  =  0         (i=l  ..m) 
1 
ferner 

irgend  ein  spezielles  Lösungensystem  der  nicht  homogenen  linearen 
Gleichungen 

n—l 

(21)  ^^aikyk  +  ain  =  0         (i=l..m) 

1 

so  hat  das  allgemeinste  Lösungensystem  y^  .  .  yn—i  dieser  Gleichungen 
die  Form 

n  —  r  —  l 

J',  =  #  +  ^\€'        (i=l,2..«-l) 

1 

tvorin  die  h  willkürliche  Gröfsen  bedeuten.  Im  Falle  r  =  n  —  1,  und 
nur  in  diesem  giebt  es  Mos  ein  einziges  Lösungensystem  der  Gleichungen  (21). 

15.  Wir  werden  im  Laufe  dieser  Vorlesungen  ausscMiefslicli  solche 
Matrices  (1)  zu  betrachten  haben,  deren  Elemente  aik  Funktionen 
gewisser  unabhängiger  Yariabeln  ^^^2  •  •  bedeuten.  Unter  dem  „Ba7ig^' 
einer  solchen  Matrix  verstehen  wir  dann,  wenn  nichts  anderes  bemerkt 
wird,  immer  die  Ordnung  der  höchsten,  nicht  identisch^  d.  h.  nicht  für 
jedes  beliebige  Wertsystem  0^02  .  .  verschwindenden  Unterdeterminanten. 

Doch  kann  es,  falls  eine  Matrix  (1)  in  diesem  Sinne  den  Rang  r 
besitzt,  Gleichungensysteme  der  Form 

(22)  9,(^1,  %•  0  =  0        (i  =  l,2..) 

geben  von  der  Eigenschaft,  dafs  die  Matrix  (1)  für  ein  beliebiges  Wert- 
system Zi,  Z2,  . .;  das  die  Gleichungen  (22)  erfüllt,  einen  Rang  /<r 
aufweist.  Wir  sagen  in  diesem  Fall:  „Die  Matrix  (1)  besitzt  vermöge 
der  Relationen  (22)  den  Rang  /." 

Wir  bezeichnen  s  Systeme  (9)  von  je  n  Funktionen  ^ik  der  Va- 
riabein Zj^y  Z2  .  .  als  „linear  unabhängig'' ^  wenn  zwischen  ihnen  kein 
identisches  Gleichungensystem  der  Form  (10)  bestehen  kann,  worin 
die  A/  irgend  welche  Funktionen  von  z^j  ^2  •  •  bedeuten  und  nicht  alle 
identisch  nuU  sind.  Doch  können  linear  unabhängige  Funktionen- 
systeme  vermöge    gewisser   Relationen    (22)   linear   abhängig   werden. 
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Analoges  gilt  für  linear  unabhängige  lineare  Gleichungen,  deren  Koeffi- 
zienten Funktionen  von  <2?i,  z^  .  .  bedeuten. 

Nimmt  man  die  Begriffe  ,,Rang"  und  „lineare  Unabhängigkeit" 
in  der  angegebenen  Bedeutung,  so  lassen  sich  alle  Resultate  dieses  § 
ohne  weiteres  auf  Matrices  (1)  und  lineare  Gleichungensysteme  (3) 
übertragen,  in  denen  die  a,/;  Funktionen  der  Variabein  z^^z^  . .  bedeuten. 
Dasselbe  gilt  auch  für  die  Entwickelungen  der  folgenden  beiden  Para- 
graphen, in  denen  also  die  Elemente  der  zu  betrachtenden  Matrices 
nach  Belieben  als  Konstante,  oder  als  Funktionen  gewisser  unabhängiger 
Variabein  angesehen  werden  können. 


u 

%2 

«13        • 

.       «1 

«^21 

0 

«23        • 

.       «2 

^31 

0^32 

0       . 

•       0^3 

Ö^nl 

Ö^«2 

««3       . 

.     0 

§  2.    Schiefsymmetrische  Determinanten. 

16.  Für  die  Theorie  des  Pfaffschen  Problems  sind,  wie  schon  in 
der  Einleitung  hervorgehoben  wurde,  besonders  die  sogenannten  „schief- 
symmetrischen" oder  „alternirenden"  Determinanten  und  Matrices  von 
Wichtigkeit;  es  sind  dies  quadratische  Schemata  folgender  Form: 


(1) 


deren  Elemente  den  Bedingungen 

(2)  au  =  0,     an,  =  —  a^         ii,  1=1,2,  .  .n) 

genügen. 

Die  aus  den  n^  Elementen  (1)  gebildete  schiefsymmetrische  Deter- 
minante werde  mit  D  bezeichnet.  Multipliziren  wir  alle  Elemente 
derselben  mit  —  1,  die  Determinante  selbst  also  mit  ( —  1)"^,  so  kommt 
.dies  nach  (2)  darauf  hinaus,  die  Zeilen  in  (1)  als  Spalten  zu  schreiben, 
und  umgekehrt.  Da  hierdurch  der  Wert  von  D  nicht  geändert  wird, 
hat  man 

D  =  (— l)-2); 

eine    schiefsymmetrische   Determinante    ungerader    Ordnung    verschwindet 
daher  identisch,  was  auch  ihre  Elemente  bedeuten  mögen. 

Es  sei  nun  n  einer  geraden  Zahl  2v  gleich.  Dann  verschwindet 
die  Determinante 

0  ai2  .  .     ai^n-i 

a^i  0  .  .     a^.n—i 


(3) 


«n  — 1, 1 


0 


Q* 
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identisch.     Es  werde  mit 

diejenige  n  —  2- reihige  Determinante  bezeichnet,  die  aus  (3)  durch 
Streichung  der  ^*®"  Zeile  und  der  Z:*®"  Spalte  hervorgeht.  Man  hat 
dann  bekanntlich,  wenn  i  und  h  irgend  zwei  Indices  der  Reihe  1,  .  .  n  —  1 
bedeuten : 

ßik  '  ßki  =  ßii  •  ßkk- 

Es  ist  aber  offenbar 

ßik  =  ßki, 

denn  es  entsteht  ßj^  aus  ßa  mit  Rücksicht  auf  (2)  dadurch,  dafs  man 
alle  Elemente  ars  mit  —  1,  die  Determinante  ßik  selbst  also  mit  ( —  l)""^ 
multiplizirt.     Man  hat  sonach  identisch: 

d.  h.  also 

(4)  ß>,=  {Vß^i}{Vßr,}. 

Die  geschweiften  Klammern  sollen  dabei  andeuten,  dafs  die  Quadrat- 
wurzeln mit  einem  bestimmten  Zeichen  zu  nehmen  sind;  und  zwar 
kann  das  Vorzeichen  einer  dieser  Quadratwurzeln,  etwa  das  von  Yß^ 
(sofern  /S^j^  =f=  0)  willkürlich  gewählt  werden,  worauf  die  Zeichen  aller 
andern  Quadratwurzeln  durch  die  Relationen  (4)  eindeutig  bestimmt  sind. 

Entwickelt  man  nun  die  Determinante  D  nach  den  Elementen  der 
letzten  Zeile  und  Spalte,  so  folgt: 

2  v—l  2  v—l 


-D  =  —  ^'  ^  a,-  2r  Öt2r,  k  '  ßik 
1  1 

w  — 1 

=  y^a^  j8..  +  2  •  y^'a.  a,  ß., , 

ji^      in"ti      '  j^^      in    kn"iky 

1 

worin    die    Summe   ^'    über    alle   —  (n  —  1)  {n  —  2)    verschiedenen 

Kombinationen  i,  Je  der  Zahlen  1  .  .  n~  1  zur  Klasse  zwei  zu  erstrecken 
ist.     Wegen  (4)  hat  man  daher 

(5)         D  =  K,,  {y^}    +  a2,„  {Vfe  }  +   .  •  +  an-l,n[Vßn-l,n-l}f' 

Hieraus  folgt  sofort: 

Eine  schiefsymmetrische  Determinante  von  gerader  Ordnung  n  =  2v 
läfst  sich  stets  in  der  Form  darstellen: 

D  =  F\ 

worin  P  eine  Summe  von  Gliedern  der  Gestalt 
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(6)  +  aikaijnapq . . 

bedeutet,  deren  jedes  aus  v  =  ~  n  Falttoren  aik  hesteht. 

In  der  That,  die  Gröfsen  ßn  sind  schiefsymmetrisclie  Determinanten 
der  Ordnung  2v  —  2;  ist  also  unser  Theorem  für  die  Ordnung  2v  —  2 
richtig,  so  gilt  es  wegen  (5)  auch  für  die  Ordnung  2v,  Für  n  =  2 
aber  ist  D  ^E  a\^j  also  ist  das  Theorem  allgemein  erwiesen.  Für  n  =  4 
hat  man  z.  B. 

B  ^.  {a.^a^^  —  a^^a^^  +  «14^23)1 

Wir  bezeichnen  den  Ausdruck  F ,  dessen  Quadrat  gleich  F  ist, 
als  ein  „Ffaffsches  Aggregat  der  Ordnung  2v''.  Natürlich  ist  F  nur 
bis  aufs  Vorzeichen  bestimmt;  wir  werden  über  die  Wahl  desselben 
sogleich  noch  eine  besondere  Verabredung  treffen. 

17.  Da  die  Pfaffschen  Aggregate  der  Ordnung  2v  —  2,  deren 
Quadrate  bezüglich  gleich  /3j^,  ß^^  •  .  sind,  keine  der  Gröfsen  a/„,  ani 
enthalten,  so  kann  wegen  (5)  der  Index  n  in  keinem  Term  (6)  von  F 
zweimal  auftreten-,  dasselbe  gilt  natürlich  aus  Symmetriegründen  für 
jeden  andern  Index  1,  2,  .  .  w  —  1. 

Jeder  Term  (6)  des  Ffaffschen  Aggregats  F  enthält  daher  alle 
Indices  1,  2, . .  2v  und  jeden  nur  einmal. 

Es  sei  jetzt  \,  i^  .  .  in  irgend  eine  Permutation  der  Zahlen  1,  2  . .  n. 
Das  Produkt 

bleibt  ungeändert,  wenn  man  seine  v  Faktoren  irgendwie  vertauscht, 
und  ändert  wegen  (2)  sein  Zeichen,  wenn  man  die  Indices  eines 
und  desselben  Faktors  a  umstellt.     Wir  wollen  alle  Produkte,   die  aus 

(7)  durch  wiederholte  Anwendung  der  genannten  Operationen  entstehen, 
als  äquivalent  bezeichnen.  Zu  jedem  Produkt  (7)  giebt  es  darnach 
2^  •  v\  äquivalente  Produkte,  wobei  (7)  selbst  mitgerechnet  ist. 

Setzen  wir  demnach 

i^=i?^  =  1.3.5..(«-3)(«-l) 

SO   gilt  der   Satz:    Man  kann  N  und  nicht  mehr  Produkte   der  Form 
(7)  SO  auswählen,  dafs  keine  zwei  unter  ihnen  äquivalent  sind. 
Entwickeln  wir  nun  die  Determinante 

B  =  I  au.  I         (i  /v  =  1,  2  .  .  n) 

bekannten  Regeln  zufolge  in  eine  Summe  von  n\  Gliedern,  so  erhalten 
wir  unter  anderm  folgenden  Term: 
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(8)  (-  1)"  •  a<^  ,2    •  «'2  '1  •  «'3  '4  •  %  '3  •   •  ^<n-l  'n  '  ^^n  >n-l  ' 

Dals   das  fingegebene  Vorzeichen  das  richtige  ist,  erkennt  man  daraus, 
dal's  iu  diesem  Term  die  Reihe  der  zweiten  Indices 

aus  der  Reihe  der  ersten  Indices 

iiHHH  '  •  in-iin 

durch  v-malige  Vertauschung  je  zweier  Ziffern  hervorgeht.   Wegen  (2) 
aber  schreibt  sich  das  Produkt  (8)  so: 


a; 


n  —  1  *n  ' 


da  nun  JD  durch  Quadrirung    von    P   erhalten    wird,    mufs  P   einen 
Term  der  Form 


(9)  ±S^-2%^-4   "% 


l^n 


oder  einen  dazu  äquivalenten  enthalten.     Also: 

Das  Pfa/fsche  Aggregat  P  ist  eine  Summe  von  N  Gliedern  der 
Form  (9),  von  denen  Imne  zwei  äquivalent  sind. 

18.  Es  ist  noch  das  Vorzeichen  des  einzelnen  Terms  (9)  zu  be- 
stimmen. 

Da  die  Determinante  I)  oder  P^  durch  die  gleichzeitige  Ver- 
tauschung zweier  Horizontal-  und  zweier  Vertikalreihen  un geändert 
bleibt,  so  mufs  P  bei  der  Vertauschung  zweier  Indices  i  und  h  ent- 
weder ungeändert  bleiben,  oder  das  Zeichen  wechseln.  Ersteres  aber 
ist  ausgeschlossen,  da  bei  der  genannten  Vertauschung  alle  mit  dem 
Faktor  aik  behafteten  Terme  in  P  das  Zeichen  wechseln.  Es  gilt 
somit  der  Satz: 

„Durch  Vertauschung  irgend  zweier  Indices  i,  Je,  allgemein  durch 
eine  ungerade  Zahl  solcher  Vertauschungen  wird  P  in  —  P  verwandelt, 
durch  eine  gerade  Zahl  von  Indicesvertauschungen  dagegen  nicht  geändert." 

Die  n\  Permutationen   %  .  .  in  zerfallen    nun   bekanntlich   in  zwei 

Klassen  von  je  y  '  ^*    Permutationen;    eine   Permutation    gehört    zur 
ersten    oder    zur   zweiten   Klasse,    je   nachdem    ihre   InversionenzahP) 


1)  Die  Inversionenzahl  der  Permutation  ^^  i^  ■  .  i^^  ist  gleich 

wenn  allgemein  unter  v^  die  Anzahl  derjenigen  unter  den  Indices  ig^i 
verstanden  wird,  die  kleiner  als  i    sind. 
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gerade  oder  ungerade  ist.  Da  durcli  Yertauscliung  zweier  Indices  die 
Inversionenzahl  in  jeder  Permutation  um  eine  ungerade  Zahl  geändert 
wird,  so  kann  man  von  einer  Permutation  zu  einer  andern  derselben 
Klasse  nur  durcli  eine  gerade  Zahl  von  Yertauschungen  je  zweier 
Indices,  zu  einer  Permutation  der  andern  Klasse  dagegen  nur  durch 
eine  ungerade  Zahl  solcher  Vertauschungen  übergehen. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  mit  demselben  Zeichen  behaftete 
Terme  in  P: 

(10)  +  {ük^^  •  ük^i,^  •  •  •  ak^_^ic^  +  ai^  i^  •  ai.^  i^  •  •  ai^_^  ij ; 

kann  man  nun  durch  ^  Vertauschungen  je  zweier  Indices  von  der 
Permutation 

(11)  A^j  A^2  •  •  f^n 
zu  der  Permutation 

(12)  kh-^ln 

übergehen,  so  verwandelt  sich  P  durch  diese  Vertauschungen  einerseits 
in  ( —  1)^^  .  P,  bleibt  aber  andrerseits  ungeändert,  da  der  zweite  Term 
(10)  vor  und  nach  dieser  Umformung  mit  demselben  Zeichen  erscheint. 
Also  ist  fi  eine  gerade  Zahl,  d.  h.  die  beiden  Permutationen  (11)  und 
(12)  gehören  derselben  Klasse  an.  Genau  ebenso  zeigt  man,  dafs  die 
Indicespermutationen  zweier  Terme  mit  entgegengesetztem  Zeichen  ver- 
schiedenen Klassen  angehören  müssen. 

Alle  Terme  in  P,  deren  Indices  eine  Permutation  erster  Klasse 
bilden,  haben  also  dasselbe  Zeichen,  alle  andern  das  entgegengesetzte. 
Wir  wollen  festsetzen,  dafs  die  Glieder  der  ersten  Art  das  Zeichen  +, 
alle  andern  also  das  Zeichen  —  haben  sollen.  Das  so  definirte 
Pfaffsche  Aggregat  bezeichnen  wir  durch  das  Symbol  (1,  2^  .  .  2  v)  ^), 
sodafs  identisch: 

worin  J  die  Inversionenzahl  der  Permutation  i^  .  .i^v  bedeutet,  und  die 
Summe  aus  irgend  N  Termen  besteht,  von  denen  keine  zwei  äqui- 
valent sind. 

Jeder  der  N  Terme  von  P  kann  durch  einen  äquivalenten  ersetzt 
werden,  in  dem  der  erste  Index  ?\  einen  bestimmt  vorgeschriebenen 
Wert,  etwa  1,  besitzt.  Für  i^  ergeben  sich  dann  n  —  1  Möglichkeiten. 
Jeder  Term  in  P,  der  den  Faktor  ai,/^  enthält,  kann  durch  einen 
äquivalenten  ersetzt  werden,  in  dem  der  dritte  Index  %  einen  bestimmt 


1)  Jacobi  I  Bd.  4,  pag.  25.     Mansion  I  106  fl".;  Cayley  I  Bd.  4,  pag.  361. 
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vorgeschriebenen,  von  1  und  ^  verschiedenen  Wert  %  besitzt,  worauf 
sich  für  i^  noch  n  —  3  Möglichkeiten  ergeben,  etc.  Hieraus  hätten 
wir  auch  umgekehrt  schliefsen  können,  dafs  N  die  Zahl  der  Terme 
von  F  ist.     Für  n  =  6  hat  man  z.  B. 

(1,2,3,4,5,0)- 

^12^34%6 %3^24%6   +   ^14^23  %6  ^15^23^46  +  %6^23^45 

%2^35^46  ~l~  %3^25^46  <^14^25%6  "1      %5^24%6  ^16^24^35 

+  ^12^6^45  ^13^26^45  +  %4%6%5  ^5^26^34  +  <^16^25^34- 

Natürlich  kann  man  durch  geeignete  Indicesumstellungen  erreichen, 
dafs  alle  Terme  von  P  mit  demselben  Zeichen  erscheinen.    So  ist  z.  B. 

(12  3  4)  =  0^12  %4  +  0^13  «''42  +  ^14^23  • 

Berücksichtigt  man  die  Änderung,  die  P  bei  Vertauschung  zweier 
Indices  erleidet,  so  erhält  man  leicht  die  Formel: 

(14)  i\]c,-'hr)  =  {-ir-(h2--2v) 

worin  (11)  irgend  eine  Permutation  der  Zahlen  1  .  ,n,  und  K  die  zu- 
gehörige Inversionenzahl  bedeutet. 

Ersetzt  man  in  jedem  Term  von  P,  unter  Beibehaltung  seines 
Vorzeichens,  den  Index  2  durch  1,  so  erhält  man  vermöge  (2)  einen 
identisch  verschwindenden  Ausdruck,  da  ja  die  Determinante  D  oder 
P^  null  ist,  wenn  zwei  ihrer  Zeilen  und  zwei  ihrer  Kolonnen  überein- 
stimmen.    Man  hat  also  den  Satz: 

Bas  Ffaffsche  Aggregat 

(""1  '^2  •  •  "^2  v) 

ist  nullj  wenn  irgend  zwei  der  Zahlen  Iti  einander  gleich  sind. 

19.  Die  Definition  des  Pfaffschen  Aggregats  2i/*®'^  Ordnung  ist 
natürlich  davon  ganz  unabhängig,  dafs  die  darin  vorkommenden  2v 
Indices  gerade  mit   1,  2,  .  .  2i/   bezeichnet  werden.     Es  seien  allgemein 

(15)  a,ß,y..i,t 

irgend  2v  verschiedene,  reelle,  der  Gröfse  nach  geordnete  Zahlen,  so 
dals  also  a</3<--<£<J,  so  können  wir  setzen: 

(aß..sQ  =  ^  (—  ly  ai^  ,2 .  .  ai.^_^  ,:^ 

wenn  i-^  .  .  in  eine  Permutation  der  Zahlen  (15)  und  J  die  zugehörige 
Inversionenzahl  bezeichnet;  die  Summe  erstreckt  sich  wiederum  über  N 
Terme,  von  denen  keine  zwei  äquivalent  sind.     Ferner  hat  man: 

(«'^'.•.'r)  =  (-i)^.(«^--^o 
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wenn  a  .  .  e  ^'  eine  beliebige  Permutation  der  Zahlen  (15)  und  K  die 
Inversionenzabl  dieser  Permutation  bedeutet.  Es  ist  dabei  zu  bemerken, 
dafs  in  der  Entwickelung  dieses  Aggregats  das  Produkt  a«'^'  .  a/j-  •  •  «v^ 
mit  dem  Zeichen  -f-  behaftet  ist;  wir  wollen  diesen  Term  das  „An- 
fangsgUed''  des  Pfaffschen  Aggregats  (aß'  .  .  st,')  nennen. 

Auch  bei  unserer  allgemeineren  Bezeichnungsweise  gilt  der  Satz, 
dafs  ein  Pfaffsches  Aggregat  stets  null  ist,  wenn  zwei  seiner  Indices 
einander  gleich  sind. 

20.  Aus  der  Identität  (5)  ist  ersichtlich,  dafs  der  Koeffizient  von 
tti  n  in  der  Entwickelung  von  P  dem  mit  einem  gewissen  Zeichen  ge- 
nommenen Pfaffschen  Aggregat  2v  —  2*^^  Ordnung 

(2,  3..2v  — 1) 

gleich  ist.  Aus  Symmetriegründen  ergiebt  sich  ebenso,  dafs  der  Koef- 
fizient von  ais  mit  dem  Pfaffschen  Aggregat: 

(16)  (2,  3  . .  s  —  1,  s  +  1  .  .  2i;) 

bis  aufs  Vorzeichen  übereinstimmt.  Um  letzteres  zu  ermitteln,  be- 
merken wir,  dafs  das  mit  ais  multiplizirte  Anfangsglied  von  (16)  so 
lautet: 

«18^23  .  .  Ö^2v  — 1,  2v 

und  dieses  Produkt  kommt  in  der  Entwickelung  (13)  mit  dem  Zeichen 
( —  1)*~^  vor.     Der  Koeffizient  von  ais  im  Ausdruck  P  ist  daher 

(—  1)^  (2,  3  . .  5  —  1,  5  +  1  .  .  2v) 

oder  wegen  (14)  gleich: 

(s+l,s  +  2,..2v,2,3,..s-iy, 

in  der  That  ist  ja  die  Inversionenzahl  der  zuletzt  hingeschriebenen 
Permutation  gleich  (2v  —  s)  (s  —  2),  und  man  hat 

(^_  iy2v-s)is-2)  ^  (^_  ly-^  ^  (^_  ly^ 

Also  ergiebt  sich 

2v 

(17)  (1,  2, .  ■  2v)=^.{l,  s)(s+l,s  +  2,--2v,2,3,.-s-  1) 

2 
(1,  5)EEai,. 

Der  Koeffizient  von  a^^  rechts  ist  (3,  4  .  .  2i/),  der  von  ai,  2v  ist 
(2,  3  .  .  2i/  —  1).     Allgemein  hat  man: 

2v 

(18)  {\Jc^  '  ■  Jc2r)  ''  ^  {hh)  (fc+i  •  •  fev,  fe  '  •  fc-i) 

2 

(Ulis)  ^-'^  dk^k. 
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wobei   die  /.-,•  irgend  welche   2v  reelle  Zahlen  bedeuten.     Die    Formel 

(18)  gilt  nämlich  offenbar  auch,  wenn  irgend  zwei  der  Zahlen  hi  ein- 
ander gleich  sind. 

21.  Wir  wollen  noch  den  Koeffizienten  von  aik  in  der  Entwickelung 
des  Pfaffschen  Aggregats  (1,2  .  .  2v)  bestimmen.  Nach  der  Formel 
(14)  hat  man  identisch,  falls  ^  <  /»; : 

P=(l,2--2v)  =  (r-iy-^'-'(i,lc,l,--i  —  l,i+l--lc  —  l,lc+l-'2v). 

In  der  rechtsstehenden  Indexpermutation  kommt  natürlich  die 
Zifferngruppe  1  .  .i  —  1  in  Wegfall,  wenn  1=1,  ebenso  die  Ziffern- 
gruppe i  -\-  \  .  .Ic  —  1,  wenn  i  =  lz  —  1,  endlich  die  letzte  Ziffem- 
gruppe,  wenn  'k  =  2v.  Nach  Formel  (18)  ist  also,  faUs  i^Jc,  der 
Koeffizient  von  (iJc)  oder  aik  in  der  Entwickelung  von  P  gleich: 
(_  ly+Jc+i  (i^, , i— i^i-^i., Je— l^h  +  l..  2v). 

Verstehen  wir  demnach  unter  dem  Ausdruck 

(19)  (-  iy+*+i .  Pa 

falls  i<.]Cj  dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung  2v  —  2,  das 
aus  •  F  durch  Fortlassung  der  beiden  Indices  i  und  h  entsteht,  und 
setzen  wir  allgemein 

(20)  Pi,  =  -  Pa,  Pii  =  0         {i,l=l,2..2v), 

so  ist  der  Koeffizient  von  aik  in  dem  Aggregat  P  unter  allen  Um- 
ständen gleich  Fik. 

Es  werde  nun  wie  üblich  mit 

(-  1)'+* .  A, 

diejenige  n — 1- reihige  Determinante  bezeichnet,  deren  Elementen- 
system aus  (1)  durch  Weglassung  der  i*®""  Zeile  und  der  l^^^"^  Spalte 
entsteht;  Aik  ist  demnach  der  zu  dem  Element  ai^  gehörige  Minor 
der  Determinante  (1).  Nach  bekannten  Sätzen  über  adjungirte  Deter- 
minanten ist  dann  identisch: 

(21)  Au  '  Akk  -  Aik '  Aki  =  D  .  JDik 

wo  D  die  Determinante  (1)  und  Dik  diejenige  n  —  2 -reihige  Unter- 
determinante bezeichnet,  die  aus  D  durch  Streichung  der  ^*®^  und  ¥^^ 
Zeile  und  Spalte  hervorgeht.     Da  aber  n  =  2vy  so  ist  identisch 

(22)  Aik^  —  Aki,    A-.=  0-, 

denn  Au  entsteht  aus  Aik  dadurch,  dafs  man  alle  Elemente  ars  mit 
—  1,  Aik  selber  also  mit  ( —  1)"-^  multiplizirt.  Die  Identität  (21) 
wird  daher: 

(23)  A^.^P^.Pl. 
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In  der  That  ist  ja  Du,  eine  schiefsymmetrische  n  —  2 -reihige 
Determinante  und  als  solche  das  Quadrat  eines  Pfaffschen  Aggregats 
der  Ordnung  2v  —  2,  das  nach  der  Definition  von  Pik  mit  diesem 
übereinstimmen  mufs. 

Aus  (23)  folgt  nun,  wie  wir  behaupten 

(24)  ^a=  +  -P--Pa; 

dafs  in   der  That  das  Vorzeichen   richtig  gewählt  ist,  ergiebt  sich  un- 
mittelbar aus  der  Gleichung 


P'='^aaA,> 


wenn  wir  darin  für  Ai^  seinen  Wert  (24)  substituiren  und  beachten, 
dafs  Pik  der  Koeffizient  von  a/^  in  dem  Ausdruck  P  ist. 

22.  Unter  einer  „Hauptunterdeterminante^^  einer  Determinante  D 
versteht  man  bekanntlich  eine  solche,  deren  Elemente  in  D  symmetrisch 
zu  beiden  Seiten  der  „Hauptdiagonale",  d.  i.  der  von  links  oben  nach 
rechts  unten  laufenden  Diagonale  verteilt  sind.  Ist  nun  n  =  2vy  und 
haben  die  Aik  die  vorhin  angegebene  Bedeutung,  so  ist  die  zu  D  =  P^ 
adjungirte  Determinante 

(25)  I  Aik  I        {i,h  =  l"2v) 

wegen  (22)  wiederum  schiefsymmetrisch.  Es  seien  «,  /3,  y^  d  irgend 
vier  verschiedene  Indices  der  Reihe  1  ..  2i/,  und  zwar  möge  a</3<y<d 
sein.  Wir  betrachten  jetzt  diejenige  vierreihige  Hauptunterdeterminante 
von  (25),  in  deren  Elementen  sich  die  Zeilen  und  die  Kolonnen  mit 
den  Indices  aßyd  schneiden.  Diese  Determinante  ist  nach  Art.  18 
einerseits  gleich 

(26)  {AaßAyö  +  AayAöß  +  AaöA^yf 

andererseits  aber  gleich  D^  .Daiiyö,  wenn  unter  Da^y$  diejenige  2v — 4- 
reihige  schiefsymmetrische  Determinante  verstanden  wird,  die  aus  7) 
durch  Streichung  der  Zeilen  und  der  Spalten  mit  den  Indices  aßyd 
entsteht.     Versteht  man  daher  unter 

dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung  2v  —  4,  das  aus  P  durch 
Weglassung  der  Indices  aßyö  entsteht,  so  ergiebt  sich: 

Aus  der  Grleichheit  der  Ausdrücke  {2^)  und  B^Dafiyö  folgt   nun, 
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wie  wir  behaupten,  mit  Rücksiclit  auf  (24)  und  (27)  durch  beider- 
seitiges Ausziehen  der  Quadratwurzel: 

(28)  PaßPyö  +  P«yPj^  +  PaöPßy  =  P  •  Pafiyö') 

Dafs  in  der  That  die  Zeichen  richtig  gewählt  sind,  erhellt  daraus,  dafs 
sowohl  auf  der  linken  als  auch  auf  der  rechten  Seite  von  (28)  der 
Koeffizient  des  Produkts  ci^ß  •  a  ^  gleich  PL  ^^  ist. 

Die  Identität  (28)  ist  zunächst  nur  für  a  <i  ß  <Cy  <i8  bewiesen. 
Bemerken  wir  aber,  dafs  die  linke  Seite  von  (28)  wegen  (20)  jedes- 
mal das  Zeichen  wechselt,  wenn  man  zwei  der  Indices  aß  yd  ver- 
tauscht, und  verschwindet,  wenn  zwei  dieser  Indices  gleich  sind,  und 
erteilen  wir  dem  Symbol  Paß  yd  dieselben  beiden  Eigenschaften  ^  so  gilt  die 
Gleichung  (28)  für  vier  ganz  beliebige  Indices  der  Reihe  1,2  .  .2v . 

23.  Es  sei  jetzt  die  schiefsymmetrische  Determinante  Z)  des  Art.  16 
von  ungerader  Ordnung  n  =  2v  -\-  1.     Setzen  wir 

(29)  (-  !)•■ .  P,  =  (1,  2, .  .  *  -  1,  i  +  1  . .  2,;,  2v  +  1) 

und  verstehen  wir  unter  ( —  1)'+*^/;^  wiederum  die  n  —  1 -reihige 
Unterdeterminante,  die  aus  B  durch  Streichung  der  i*®"^  Zeile  und  der 
U^"^  Kolonne  hervorgeht,  so  ist  offenbar 

(30)  Au  =  P^^         (^  =  l,2..w). 
Ferner  hat  man  identisch: 

n  n 

^^aaP,  =  -^{ih)  (/c  +  1  . .  21/  +  1,  1,  2,  .  .  Ä;  —  1) 
1  1 

_  =-ftl,2..2i'  +  l)EsO, 

da  in  dem  zuletzt  hingeschriebenen  Pfaffschen  Aggregat  der  Ordnung 
2v  -\-  2  zwei  Indices  gleich  sind.  Verschwinden  also  nicht  alle  Fk,  so 
sind  die  Minoren  An,  Ä-2  •  •  Ain  bez.  den  Ausdrücken  P^,  P^  .  .  P„ 
proportional,  woraus  mit  Rücksicht  auf  (30)  folgt: 

(31)  Ai,^A^i  =  Fi  .P,        (i,lc  =  l,2..2v  +  1). 

Es  seien  jetzt  a,  /3,  y  drei  verschiedene  Indices  der  Reihe  1,  .  .  n, 
und  zwar  sei  zunächst  cc  <C  ß  <  y-  Wir  verstehen  dann  unter  dem 
Symbol 

(-  iy-^fi  +  y  +  '  .  Paßy 

dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung  2v  —  2,  das  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Symbol: 


1)  Vgl.  Vivanti  I  7. 
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(1,2  ..a  —  l,a+1..2v  +  l) 

die  Ziffern  ß  und  y  wegläfst.  Es  ist  dann  P«^/  der  Koeffizient  des 
Elements  a^^^y  in  der  Entwickelung  von  P«^  ferner  auch  der  Koeffizient 
von  ttay  in  der  Entwickelung  von  P^,  endlich  der  Koeffizient  von  aaß 
in  Py.  Wir  setzen  ferner  fest,  dafs  Paßy  sein  Zeichen  wechseln  soll, 
wenn  irgend  zwei  seiner  Indices  vertauscht  werden,  und  verschwinde, 
wenn  zwei  von  den  Indices  gleich  sind.  Hierdurch  ist  das  Symbol 
Pa^y  für  drei  ganz  beliebige  Indices  der  Reihe  1  .  .n  definirt. 

24.  Dies  vorausgeschickt,  seien  nun  aß  yd  vier  verschiedene  Indices 
der  Reihe  1  .  .n.  Ferner  sei  D  für  den  Augenblick  eine  beliebige 
w-reihige  Determinante,  und  die  Äik  ihre  Minoren.  Wir  betrachten 
dann  die  folgende  vierreihige  Hauptunterdeterminante  des  zu  D  ad- 
jungirten  Schemas: 


(32) 


Diese  Determinante  hat  nach  bekannten  Sätzen  den  Wert: 

worin  Daßyd  diejenige  n  —  4 -reihige  Hauptunter  de  terminante  bedeutet, 
die  aus  D  durch  Streichung  der  Zeilen  und  Spalten  mit  den  Indices 
aßyd  entsteht.  Entwickeln  wir  aber  (32)  nach  den  Elementen  der 
ersten  Zeile,  so  erhalten  wir  den  Ausdruck 

darin  bedeuten  A,  B,  f,  V  gewisse  n  —  3 -reihige  Unterdeterminanten 
von  Dy  und  zwar  entsteht: 

A  aus  D  durch  Streichung  der  Zeilen  ßyd  und  der  Spalten  ßyd 


Aaa 

Accß 

■^ay 

Aaö 

Aßa 

Aßß 

Aßy 

Aßd 

■A.yct 

Ayß 

Ayy 

Ayd 

Asa 

Aes 

Asy 

Aöö 

(-l)«+^B    „ 

V 

V 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

ayd 

(-l)«  +  rr    „ 

V 

V 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

aßd 

(-  1)«+*V   „ 

?? 

V 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

aßy 

Man  hat  daher  die  für  jede  beliebige  Determinante  B  gültige 
Identität: 

(33)  A«A  —  AaßB  +  AayV  —   Aaö"^  ^  B  .  Baßyd. 

Ist  jetzt  B  eine  schiefsymmetrische  Determinante  der  Ordnung 
2v  -\-  1,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  von  (33)  identisch,  und  mau 
hat  nach  dem  vor.  Art.: 
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A  =  T^yd]  B  =  F^iys  .  Pyj«;  T  =  F^yö^Saß'-,  V  ,—  P^y^Fa 


i^yy 


denn  es  ist  z.  B.  B  niclits  anderes  als  der  Koeffizient  von  a^  ^  in  dem 
Ausdruck  A^a  oder  P^  .  Pa.     Setzt  man  demnacli 

Q  ^  PaPßyd  P(iPyda  +  PyPdaß  PdPaßy, 

SO  verwandelt  sich  (33)  in  die  erste  der  4  folgenden  Identitäten 

PaPßyö^Q==0,       -PßPyöa.Q  =  0 
PyPSaß  .0  =  0;       -  PsPaßy  •  Q  =  0, 

von  denen  die  3  letzten  aus  der  ersten  durch  cyclische  Permutation 
der  Indices  aßyd  erhalten  werden.  Durch  Addition  folgt  hieraus 
Q^  ^0  oder  also 

(34)  PaPßye  —  PßPyöa  +  PyPßaß  —  PöPaßy  =  0^) 

für  4  beliebige  Indices  der  Reihe  1  .  .  2v  -|-  1;  denn  offenbar  gilt  diese 
Identität  auch  noch,  wenn  irgend  zwei  Indices  gleich  sind. 


§  3.    Die  Grassmann-Frobenius'schen  Sätze  über  schiefsymmetrisclie 

Matrices.  ^) 

25.  Wie  in  Art.  16  betrachten  wir  wiederum  ein  schiefsymmetrisches 
quadratisches  Schema  der  Form: 


(1) 


0 


"12 


0 


ani      a„2 


Cf'ln 

0 


{ai, 


aki) 


wobei  n  gerade  oder  ungerade  sein  kann.  Bezeichnen  wir  dann  mit 
^i,  ^2  •  ■  beliebige  Indices  der  Reihe  1  .  .n,  so  mufs  es  eine  und  nur 
eine  ganze  Zahl  21  geben  von  der  Eigenschaft,  dafs  sämtliche  aus 
den  aik  zu  bildenden  Pfaffschen  Aggregate  der  Ordnung  21  -\-  2: 

(2)  (^lfl2   ..fi2i  +  2); 

dagegen  nicht  sämtliche  Aggregate  der  Ordnung  21: 

(3)  (fll  ..^2l) 

verschwinden.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  folgt  unmittelbar 
daraus,  dafs,  wenn  alle  Aggregate  (2)  null  sind,  nach  Art.  20  Gl.  (18) 
dasselbe  von  allen  Aggregaten  von  höherer  als  der  21  -\-  2*^*^  Ord- 
nung gilt. 

1)  Vivanti  I  9. 

2)  Vgl.  die  Note  von  Engel  bei  Grassmann  I  483  ff.;    Frobenius  I  242  —  245. 
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Es  versteht  sich  von  selbst^  dafs  die  soeben  definirte  Zahl  21  ^n 
ist.     Im  Falle  21  =  n  ist  notwendig  das  Pfaffsche  Aggregat 

(1,2..«) 

von  Null  verschieden,  da  es  das  einzige  Aggregat  der  Form  (3)  ist, 
das  keine  zwei  gleichen  Indices  enthält.  Da  das  Quadrat  dieses  Aus- 
drucks der  aus  den  Elementen  (1)  gebildeten  Determinante  w*®""  Ordnung 
gleich  ist  (Art.  18),  so  ist  21  der  Bang  der  Matrix  (1). 

Es  sei  jetzt  21  <Zn.     Wir  dürfen  dann ,  um  die  Ideen  zu  fixiren, 
annehmen,  dafs  insbesondere  das  Pfaffsche  Aggregat 

(4)  (1,2,..  20 

nicht  null  ist.  Es  mögen  nun  die  linken  Seiten  der  linearen  homo- 
genen Gleichungen  mit  den  Unbekannten  Xii 

(5)  anXi  +  a/2^2  +  •  •  +  cbin^n  =  0         (i  =  1^2  • '  n) 

bez.  mit  X.^X^  .  .  Xn  bezeichnet  werden.  Verstehen  wir  dann  unter 
21  -{-  h  irgend  eine  Zahl  der  Reihe  21  -\-  1,  .  .  w,  und  unter  27^^)  eine 
Summe,  die  erhalten  wird,  wenn  man  in  dem  rechts  von  U  stehenden 
Ausdruck  die  Indices  1,  2,  .  .  2?,  21  -\-  h  nullmal,  einmal,  zweimal, 
.  .  2Z-mal  cyclisch  vertauscht  und  die  entstehenden  Terme  addirt,  so 
erhält  man  für  jedes  beliebige  Wertsystem  x^  .  .  Xn  die  Identität: 

(6)  ZWXi (2,  3, . .  2?,  2?  +  /i)  EEE  0. 

In  der  That,  der  Koeffizient  der  Variabein  Xk  in  dem  links  stehen- 
den Ausdruck  ist: 

2:(^)(1,Ä^)(2,3..2Z,  2?  +  /^) 

oder  also  mit  Rücksicht  auf  Art.  20  gleich: 

(7)  -  (*,  1,  2  . .  21,  21  +  70; 

und    dieses    Pfaffsche   Aggregat    ist   von    der    Ordnung    2Z  -f-  2,    ver- 
schwindet daher  der  Annahme  nach  identisch. 
Die  Summe  (6)  enthält  nun  aber  den  Term 

Xa.+Ä  .  (1,  2  .  .  21) 

und  da  das  Aggregat  (4)  nicht  null  ist,  kann  man  sonach  X^i^u  mittels 
(6)  als  ganzlineare  homogene  Funktion  von  X^, .  .  X2/  darstellen.  Von 
den  Gleichungen  (5)  sind  daher  die  n  —  21  letzten  eine  Folge  der 
21  ersten,  und  diese  sind  offenbar  linear  unabhängig,  da  die  Determinante 

0         %2       •  •     '^i.s; 


0^2^,1     0^2^,2      •    •      0 
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dem  Quadrat  des  Aggregats  (4)  gleich  ist.  Nacli  Art.  1 1  ist  daher  der 
Rang  der  Matrix  (1)  gleich  21  und  wir  haben  die  folgenden  Sätze 
bewiesen: 

yjDer  Rang  einer  schiefsymmetrischen  Matrix  ist  stets  eine  gerade  Zahl." 

„Ist  21  der  Mang  einer  schiefsymmetrischen  Matrix,  so  befindet  sich 
unter  den  nicht  verschivindenden  21- reihigen  Determinanten  derselben 
mindestens  eine  Hauptunterdeterminante  (Art.  22).^^ 

„Verschtvinden  alle  21  -\-  2-reihigen  Hauptunterdeterminanten  einer 
schiefsymmetrischen  Matrix,  so  sind  ihre  sämtlichen  21  -\-  2-  und  2?+  1- 
reihigen  Unterdeterminanten  gleich  null" 

26.  Ist  das  Pfaffsche  Aggregat  (4)  nicht  nuU^  verschwinden  da- 
gegen alle  Aggregate  der  Form  (7),  oder  was  dasselbe  ist,  alle  Aggregate 

il,2..2l,Q,0),    {Q,a  =  2l+l,2l  +  2,..n) 

SO  sind  nach  dem  vor.  Art.  die  letzten  n  —  21  Grleichungen  (5)  eine 
Folge  der  21  ersten,  welch'  letztere  linear  unabhängig  sind.  Nach 
Art.  11  können  wir  also  den  Satz  aussprechen: 

j,Ist  eine  21- reihige  Hauptunterdeterminante  der  schiefsymmetrischen 
Matrix  (1)  nicht  null,  verschwinden  dagegen  alle  21  +  2-reihigen  Haupt- 
unterdeterminanten, welche  jene  21- reihige  enthalten,  so  sind  alle  2l-\-2- 
reihigen  Hauptunterdeterminanten  von  (1)  null,  und  der  Rang  der  Matrix 
(1)  ist  demnach  21. 

Um  darnach  den  Rang  21  einer  gegebenen  schiefsymmetrischen 
Matrix  [1)  und  gleichzeitig  eine  nicht  verschwindende  2?- reihige  Haupt- 
unterdeterminante zu  finden,  wähle  man  zunächst  ein  nicht  verschwin- 
dendes Element  (ih)  =  aik  aus,  und  suche  zwei  weitere  Indices  r,  s 
zu  ermitteln,  derart,  dafs  das  Pfaffsche  Aggregat  (ihrs)  nicht  null  ist. 
Ist  dies  unmöglich,  so  ist  21  =  2-^  andernfalls  bestimme  man  zwei 
weitere  Indices  u,  v,  derart,  dafs  das  Aggregat  (ihrsuv)  nicht  null  ist; 
ist  dies  unmöglich,  so  ist  2Z  =  4;  andernfalls  suche  man  zwei  weitere 
Indices  etc. 

Das  vorige  Theorem  läfst  sich  folgendermafsen  verallgemeinern: 

Sind 
(8)  \Jc^  . .  hl 

irgend  21  Indices  der  Reihe  1  .  .  n,  und  verschwinden  alle  Pfaff sehen 
Aggregate  der  Ordnung  21  -j-  2V,  welche  die  Ziffern  (8)  enthalten, 
so  verschwinden  entweder  überhaupt  alle  Pfaffschen  Aggregate  der  Ord- 
nung 21 -{-  2V,  die  aus  dem  System  (1)  gebildet  werden  können,  oder  es 
ist  das  Aggregat 

[W  .  .fei) 
gleich  null. 
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Dieser  Satz,  der  für  V  =  1  schon  bewiesen  ist,  kann  genau  so 
wie  das  Theorem  des  Art.  8  durch  den  Schlufs  von  V —  1  auf  V  be- 
gründet werden,  weshalb  wir  die  nähere  Ausführung  des  Beweises 
übergehen. 

Aus  dem  vorhergehenden  Satze  ergiebt  sich  folgendes  KoroUar: 
„Verschwinden  in  einer  scJiiefsymmetrischen  Matrix  (1)  alle  die- 
jenigen 21  -\-  2-reiJiigen  Hauptunterdeterminanten  ^  die  Elemente  der  c?*^" 
Zäle  und  Kolonne  enthalten,  so  verschtvinden  entweder  alle  21 -\- 2- 
reihigen  Hauptunterdeterminanten  von  (1)  oder  alle  Elemente  der  0*®" 
Zeile  und  SpaW^. 

Wir  wollen  diesen  Satz  indes  auch  noch  direkt  nachweisen.^) 
Natürlich   können    wir  annehmen,    dafs    2  <  2?  +  ^  <  ^^7    da   der 
Satz    in    allen    andern   Fällen    trivial    ist.     Auch    wollen    wir,    um    die 
Ideen   zu  fixiren,   6=1  setzen.     Dann  sind  also   der  Annahme  nach 
alle  Aggregate  der  Form 

null,  und  es  ist  zu  zeigen,  dafs  entweder  alle  Elemente  (1,  i)  oder 
alle  Ausdrücke  der  Form 

(9)  (^1^2 . .  ^21+2) 

verschwinden,  wenn  unter  den  ^  beliebige  Indices  der  Reihe  1  .  .  n 
verstanden  werden.  Es  seien  nun  ^^^  .  .  ^21+2  bestimmte  Indices,  und 
Q  irgend  eine  der  Zahlen 

dann  ist  nach  Art.  19  und  20: 

0  EE  (q,  1,  /ii  .  .  ^21+2) 
21+2 

=  fe  1)  (^1  '  '  ^21  +  2)  +  ^'  ((>,  ^s)  {^s  +  l  .  .  ^2l+2y  1,  ^1  .  .  ^s-l)  ; 

1 

da  die  Summe  rechts  der  Annahme  nach  verschwindet,  so  folgt 

(10)  (q,   1)  (^i^2  •  •  ^2^  +  2)  =  0       (9  =   1,  ^i   .  .  ^2^  +  2). 

Giebt  es  nun  in  der  Reihe  1  .  .  n  ein  System  von  21  -\-  2  unter 
sich  und  von  1  verschiedenen  Indices  ^i  derart,  dafs  das  Aggregat  (9) 
nicht  null  ist,  so  folgt  aus  (10): 

(11)  (^„  1)  =  0,    (^2,  1)  =  0,    (il2l+2,  1)  =  0. 

Im  Falle  n  =  21  -{-  S  verschwinden  dann  also  alle  Elemente  der 


1)  Vgl.  die  Note  Engel's  bei  Grassmann  I  488. 

V.  Weher,  Das  Pfaffscho  Problem. 
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ersten  Zeile  und  Spalte  von  (1)  und  der  Satz  ist  bewiesen.  Ist 
9i  >  2Z  +  3  und  /it2/+3  ein  von  1,  f^i  .  .  ^121+2  verschiedener  Index,  so 
wähle  man  aus  den  Zahlen  ft^  .  .  ^12^+2  2?  Zahlen  v^  .  V21  so  aus,  dafs 
das  Pfaffsche  Aggregat 

(12)  (1/1 . .  V21) 

nicht  null  ist;  dies  ist  natürlich  stets  möglich,  wenn  (9)  nicht  ver- 
schwindet.    Dann  hat  man  der  Annahme  nach 

21 

=  (1,  ^2l  +  s)  K  .  .  V21)  +  ^*  (1,  V,)  (Vs+i      .  V21,  ^2^+3,  Vi  .  .  Vs-i). 

1 

Da  aber  die  Elemente  (1,  v^)  wegen  (11)  alle  null  sind,  während  (12) 
nicht  verschwindet,  so  folgt  hieraus: 

(1,  ^21+3)  =  0 

und  es  sind  also  in  der  That  alle  Elemente  an  null,  falls  (9)  nicht 
verschwindet,  was  zu  zeigen  war. 

27.    Wir   betrachten    nunmehr   nebeneinander    die    drei    folgenden 
Matrices,  von  denen  die  dritte  mit  (1)  übereinstimmt: 


(A) 


«Ol    «02    • 

.  aon 

0     a,,  . 

.  ain 

a,,  0    .. 

•    «2n 

•,(B) 

a„i  an2  ■ 

.  0 

U     aoi  . 

.  aon 

«10   0       . 

•  «1« 

«20  «21  • 

.    Ci2n 

anOClnl    . 

.    0 

5(0) 


0     a^ 
«21  ö 


ünl   Cin2   ■  •    0 


«25 


Die  Matrix  (A)  entsteht  aus  (C)  durch  Hinzufügung  einer  neuen  Zeile 
%!  •  •  «on*,  die  Matrix  (B)  aus  (C)  durch  Hinzufügung  einer  neuen  Zeile 
und  Spalte.  Die  Matrices  (B)  und  (C)  sind  quadratisch  und  werden 
beide  als  schiefsymmetrisch  vorausgesetzt,  d.  h.  man  hat: 

aik  =  —  aki        (^,  Ä;  ==  0,  1,  2  . .  n). 

Wir  wollen  nun  die  für  die  Theorie  des  Pfaffschen  Problems 
wichtige  Frage  beantworten,  wie  die  Rangzahlen  der  drei  Matrices 
(A)  (B)  C)  unter  sich  zusammenhängen. 

Es  sei  K  der  Rang  von  (A),  ferner  x^  derjenige  von  (B),  endlich 
X.2  der  Rang  von  (C).  Nach  Art.  25  sind  dann  x^  und  x^  gerade 
Zahlen,  und  man  hat  offenbar 

(13)  ^i^^^^2' 

Da  ferner  durch  Weglassen  einer  Zeile  oder  Spalte  der  Rang  einer 
Matrix    entweder    ungeändert    bleibt    oder   um    eins    vermindert    wird 
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(Art.  10),  so  ist  jede  der  beiden  Differenzen 

entweder  gleich  eins  oder  gleich  null. 

Wir  setzen  nun  x^  =  2/1;  dann  ist  ^2  entweder  21  oder  2A  —  2, 
und  wir  haben  demnach  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  die  wir  mit  I 
und  n  bezeichnen  wollen: 

I.  Xj  =  2A,  ^2  ==  2A,  dann  ist  wegen  (13)  auch  x  =  2X* 

IL  x^  =  2Xj  ^2  =  2A  —  2,  dann  ist  wegen  (13)  x  =  2X  —  1; 
denn  x  kann  höchstens  um  1  kleiner  als  x^  und  höchstens  um  1 
gröfser  als  Xg  sein. 

Demnach  findet  der  Fall  I  oder  II  statt,  je  nachdem  x  gerade 
oder  ungerade  ist,  und  die  Werte  von  x^^  und  Zg  sind  durch  Angabe 
von  X  schon  mitbestimmt;  ist  nämlich  x  gerade,  so  ist  Xj_  =  x^  ==  x- 
ist  aber  x  ungerade,  so  ist  Xi  =  x  -j-  Ij  und  x^  ==  x  —  1.  In  allen 
FäUen  hat  man 

^  =  Y  K  +  ^2)- 

28.  Im  Falle  I  können  wir  nach  Art.  25,  ohne  die  Allgemeinheit 
zu  beschränken,  annehmen,  dafs  das  Pfaffsche  Aggregat 

(14)  (1,2,..2A) 

nicht  null    sei.     Damit    dann    der  Fall  I  wirklich  stattfinde,    ist  nach 
Art.  26  das  Bestehen  folgender  Gleichungen 

(1,2,  ..2A,  (>,(?)  =  0 

(15)  ^  '    '  '^'    ^ 

((),  ^  =  0,  2A  +  1,  2  /l  +  2, .  .  n) 

notwendig  und  hinreichend. 

Im  Falle  II  können  wir  annehmen,   dafs  das  Pfaffsche  Aggregat: 

(i;2,..2A-2) 

nicht   null  sei.     Damit  dann  der  Fall  II  stattfinde,   ist   nach  Art.  2Q 
notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  Gleichungen: 

(1,2,..2A  — 2,0,  a)  =  0 

(16)  ^  '    '  '^'    ^ 
(Q,ö  =  2X—l,2X,..n) 

bestehen,  während  nicht  aUe  Pfaffschen  Aggregate  der  Form 

(17)  {O,l,2,..2X-2,0) 

verschwinden.     Da  es  uns  freisteht,   die  Zeilen  und  Kolonnen  von  (C) 
nötigenfalls  anders  zu  numeriren,  so  können  wir  demnach  im  Falle  II, 
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ohne  die  AUgemeiulieit  zu  beschränken,  annehmen,  dafs  die  beiden 
Pfaffschen  Aggregate 

(18)  (1,  2, . .  2A  —  2),  (0, 1,  2, . .  2A  —  2,  21  —  1) 

von  Null  verschieden  seien. 

29.  Ist  im  Falle  I  n  =  21,  so  kommen  die  Bedingungsgleichungen 
(15)  natürlich  in  Wegfall;  ebenso  treten  im  Falle  11,  wenn  n  =  2X  —  1 
sein  soll,  die  Bedingungsgleichungen  (16)  nicht  auf.  Sind  also  die 
Elemente  aik  unserer  drei  Matrices  (A)  (B)  (C)  nur  den  Bedingungen 
aik  =  —  üki  unterworfen,  im  übrigen  aber  willkürlich,  so  wird,  falls 
n  gerade  ist,  der  Fall  I,  falls  dagegen  n  ungerade,  der  Fall  II  statt- 
finden, und  beidemale  die  vorhin  mit  x  bezeichnete  Zahl  gleich  n  sein. 

30.  Aus  den  bisherigen  Entwickelungen  ergiebt  sich,  falls  die  Ele- 
mente «/*  unserer  drei  Matrices  irgendwie  gegeben  sind,  folgende  Regel, 
um  zu  entscheiden,  ob  der  Fall  I  oder  II  stattfindet,  und  gleichzeitig 
die  Zahlen  x  und  A  zu  bestimmen. 

Man  ermittele  nach  der  Methode  des  Art.  26  den  Rang  21  der 
Matrix  (C),  und  gleichzeitig  eine  nicht  verschwindende  2?- reihige 
Hauptunterdeterminante 

derselben.    Dann  liegt  der  Fall  I  oder  II  vor,  je  nachdem  alle  Aggregate 

(0,  Ai,^2--fez;^)         ((?=1,  2,  ..w) 

verschwinden  oder  nicht,  und  es  ist  in  dem  einen  Falle  %  =  21,  X  =  l, 
und  in  dem  andern  x  =  21  -{-  1,  X  =  1  -\-  1.  Hinterher  kann  man 
dann,  um  mit  den  Bezeichnungen  der  vorigen  Nummern  in  Einklang 
zu  bleiben,  die  Zeilen  und  Spalten  in  den  3  Matrices  so  umordnen, 
dafs  die  Zahlen  h^lc^  .  .  fez  bez.  mit  1,  2, , .  .  2?  übereinstimmen. 

31.  Wir  nehmen  zunächst  an,  dafs  die  oben  mit  x  bezeichnete 
Zahl  gleich  2A  sei,  dafs  also  die  Elemente  aik  unserer  drei  Matrices 
(A),  (B)  und  (C)  den  Bedingungen  des  Falles  I  genügen;  nach  Nr.  28 
dürfen  wir  dann  insbesondere  voraussetzen,  dafs  das  Pfaff'sche  Aggregat 

P=(1,2,..2A) 
nicht    null  ist.     Betrachten  wir  jetzt  die  n  -\-  1  linearen  Gleichungen 

(19)  *  ö^oi^l   +0^02^2   H \-CtOnin  =  0 

«10^0+        *       +«12l2H \-ainin  =  0 

^20^0  +  «21^1  +        *       H f-  <^2nL  =  0 


(20) 


Clnoio  +  anl^l  +  an2l2 -\ H        *         =0 


[31] 
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mit  den  Unbekannten  h,^,  |i  .  .  |„,  so  sind  die  Gleichung  (19)  und  die 
letzten  n  —  2/1  Gleichungen  (20)  eine  Folge  der  2  X  ersten  Gleichungen 
(20),  welch'  letztere  linear  unabhängig  sind,  und  nach  J^,  Jg  •  •  hx  auf- 
gelöst werden  können. 

Wir  betrachten  zu  diesem  Zwecke  die  Determinante: 


i)  = 


0 


"12 


«21  0 


0^2,22 


eeeP' 


«22,1      Ci2X,2      •    •       0 

und  bezeichnen  mit  Äik  ihre  Minoren,  ferner  mit  Dkv  diejenige  2A- 
reihige  Determinante,  die  aus  2)  entsteht,  indem  man  darin  die  Ele- 
mente der  /^*^°  Spalte  durch  aiva2v  -  -  Ci2k,v  ersetzt;  dann  folgt: 

(21)    D  •  Ia:  =  Dk,2X-{-li2X  +  l  Djc^2X  +  2hx-h2 Dkn^n  DkO^O 

(Ä;  =  1,  2, . .  2A). 
Verstehen  wir  jetzt,  ähnlich  wie  in  Art.  21,  unter  dem  Symbol 

falls  r  <  5,  dasjenige  PfafiPsche  Aggregat  der  Ordnung  2  A  —  2,  das 
aus  P  durch  Weglassung  der  Ziffern  r  und  s  entsteht,  und  setzen  wir 
allgemein  Fsr  =  —  Prs,  so  hat  man  nach  Art.  21 : 

2X  21 

T>kv  =  ^^aiyAik  ^  P  •  ^^aivPik . 
1  1 

Nun  ist  für  ^  <  Ä;: 

(_  l)'+*+ip,,  =  (1  .  .  ^  —  1,  i  +  1  . .  /^  —  1,  Zc  +  1  .  .  2A) 

oder  also  nach  Art.  18 

P,,  =  (_  1)*  (^  +  1  .  .  7,  _  1^  Aj  +  1  .  .  2A,  1  .  .  ^  —  1); 

femer  hat  man  für  i^  Je 

Pik  =  -  Pki  =  (-  iy+^- .  (1  . .  /^  -  1,  /o  +  1  . .  ^  -  1,  ^  +  1  •  •  2A) 
=  (_  l)i  (^  _j_  1  . .  2/1,  1  .  .  /^  —  1,  /c  +  1  . .  i  —  1). 

Setzt  man   diese  Werte  in   den   obigen  Ausdruck  für  Dkv  ein,  so 
erhält  man  eine  2A-glieclrige  Summe 

2X 
1 

die  Ziffemfolge  in  dem  Koeffizienten  von  (vi)  ergiebt  sich,  indem  man 
zuerst  diejenigen  Zahlen  in  der  Folge: 
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1,  2,  .  .  /^  —  1,  /j  +  1  .  .  2  A 

die  >  i,  sodann  diejenigen,  die  <,i  sind,  der  Reihenfolge  nach  hin- 
schreibt. 

Nach  Art.  20  ist  also: 

=  (1,  2, . .  7o  —  1, 1/,  7^  +  1  .  .  2A) .  P. 
Setzen  wir  demnach 

n,,^  (1,  2, . .  7c  —  1,  v,h  +  1  . .  2X) 

d.  h.  ist  Ilkv  dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung  2A,  das  aus  P 
entsteht,  indem  man  die  Ziffer  Je  durch  v  ersetzt,  so  können  wir  sofort 
die  n  —  2A  +  1  linear  unabhängigen  Lösungensysteme  der  linearen 
Gleichungen  (19)  (20)  in  der  Form  schreiben 


li 


& 


(22) 


-TIl,  2  2  +  2-772,2^  +  2 


(23) 


-7l2;i,22+i  —  P 
-772;i,2;i+2         0 


0 
P 


172n  ..il2;i,n  0  0  ..—  P  0 

7720  ..  i72;,o  0  0         ..         0  —  P. 

Hieraus  folgt,  wenn  n  >*  2A  vorausgesetzt  wird: 
Das  lineare  Gleichungensystem 

(24)  anii  +  «.2 S2  H f-  a^n  =  0         (^  =  1,  2  •  •  ^) 

(25)  aoili+ 0^02^2  H ]r(^onl^==0 

besitzt  die  n  -^  2X  linear  unabhängigen  Lösungensysteme  {22)^  wobei 
natürlich  die  letzte,  aus  Nullen  bestehende  Spalte  jetzt  wegzulassen  ist. 

Anm.  Es  ist  für  spätere  Anwendungen  nützlich  noch  einmal  her- 
vorzuheben, dafs  im  Falle  I  die  Gleichung  (25)  stets  eine  Folge  der 
Gleichungen  (20)  und  ebenso  eine  Folge  der  Gleichungen  (24)  ist. 

32.  Indem  wir  uns  nunmehr  der  Betrachtung  des  Falles  II  zu- 
wenden, setzen  wir  wie  in  Nr.  28  voraus,  dafs  k  ==  2X  —  1  und  dafs 
die  beiden  PfafPschen  Aggregate  (18)  nicht  null  seien.  Da  der  Rang 
der  Matrix  (Ä)  jetzt  durch  Streichung  der  ersten  Zeile  sich  ändert, 
so  können  nach  Art.  13  die  n  linearen  Gleichungen  (20)  nur  durch 
die  Annahme  ^0  =  ^  erfüllt  werden.  Wir  haben  also  folgendes  Glei- 
chungensystem zu  untersuchen: 

(24)  an^i  +  at^h  H h  (^inln  =  0         {i  =  1  .  .  n). 

Da    die    letzten  n  —  2  A  +  2   dieser   Gleichungen    eine  Folge    der 
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2  A  —  2  ersten  sind,  so  ergiebt  sicli  ein  System  von  oz  —  2X  -\-  2  linear 
unabhängigen  Lösungen  wie  in  der  vor.  Nr.     Setzt  man  also 

P'    =(l,2,..2A-2) 

77,;  =  (1,  2,..],—  l,v,h+1..2X  —  2) 

so  stellen  die  Gröfsensysteme : 

-^l',2;i  — 1-^2, 2/1  —  1    ••    -^22  —  2,2/1  —  1    P  0       ..  0 


(26) 


nL 


n^x 


0 


0 


—  P' 


nin  JJ2n  •  •    ^■^2X  —  2,n 

n  —  21  -\-  2  linear  unabhängige  Lösungen  von  (24)  dar. 

Betrachten  wir  andererseits,  immer  noch  unter  der  Anuahme 
X  =  21  —  1,  das  System  der  n  -\-  1  linearen  Gleichungen  (19)  (20). 
Da  hieraus  auch  jetzt  wieder  |q  =  0  folgt,  so  nimmt  dies  System  die 
Form  (24)  (25)  an,  und  die  Gleichung  (25)  ist  offenbar  keine  Folge 
von  (24).  Natürlich  besitzen  die  Gleichungen  (24)  (25)  jetzt  nur  dann 
Lösungensysteme,  für  welche  die  |/  nicht  alle  verschwinden,  wenn  jc<w 
ist,  was  wir  fortan  annehmen  wollen.     Setzen  wir  nun 

Ö  =  (0;1  ..2A  — 2,2A  — 1) 

und  verstehen  wir  unter  Kkv  dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung 
21,  das  aus  Q  hervorgeht,  wenn  darin  die  Ziffer  li  durch  v  ersetzt 
wird,  so  besitzt  das  Gleichungensystem  (24)  (25)  die  folgenden  n — 2X-\-l 
linear  unabhängigen  Lösungensysteme:  > 

-^1,2/1      ^2,2;i       . .  -£2;i— 1,22       —~Q        0    .  .        0 

-S'i,2>l  +  l-S'2,2yl  +  l     •  •    ^22  —  1,22+1  0    Q     '  •  0 


(27) 


n) 


Kin  K^n  .  •     ^22  —  1,71  0  0     .  .    Q 

In  der  That  hat  man  im  Falle  II  nach  Art.  28  identisch 
(Ä;,  0,  1,  2  .  .  2A  —  1,  i;)  =  0        (Ä;  =  0,  1,  .  .  n;  2/  =  1,  2,  . 
oder  also  nach  Art.  20: 

(28)        0e:z:(ä;,0)(1,2..2A  — 1,1/)  + 

22  —  1 

+  '2'{M){i+\..2l-l,v,0,\..i-l)  + 

1 

+  {hv){(d,1..2X  —  l). 
Da  nun  (1,  2  .  .  2A  —  1,  v)  der  Voraussetzung  nach  null  ist,  ferner 
{i  +  1, . .  2/1  —  1, 7.,  0,  1  .  .  ^  —  1)  ~  —  7C>, 
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SO  drückt  wegen  aik  =  (?7^)  die  Identität  (28)  in  der  That  aus,  dafs 
jedes  der  Gröfsen Systeme  (27)  alle  Gleicliungen  (24)  (25)  erfüllt. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Rechnung  hätten  wir  natürlich  auch 
erweisen  können,  dafs  die  Systeme  (2Q)  den  Gleichungen  (24),  und 
dafs  im  Falle  I  die  Systeme  (22)  und  (23)  den  Relationen  (19)  (20) 
genügen. 

33.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dafs  jedes  der  Systeme  (27)  eine 
lineare  Kombination  der  n  —  2^  +  2  Gröfsensysteme  (2Q)  sein  mufs, 
und  zwar  kann,  wie  der  Anblick  der  beiden  Schemata  lehrt,  die  i  —  1*^ 
Zeile  in  (27)  nur  durch  lineare  Kombination  der  ersten  und  der  i'^"^ 
Zeile  in  (26)  entstehen. 

Man  mufs  also  haben: 

(29)  Kj,^2x+s         =Qsn;^2X+s  +  &sTI,:^2X-i     (s  =  0,  1  ..  w  — 2A; 
Ku-i,  2X+S  =  -  (?.P'  /*  =  1,  2  . .  2A  —  2) 

Die  zwei  letzten  Gleichungen  bestimmen  die  Werte  q^  und  6s\ 
durch  deren  Substitution  in  (29)  wird  die  folgende  Gleichung  erhalten: 

(30)  Y  ■  Kh^2X  +  s  =  Q  •  nh,2X-\-s  K2X  —  l,2X-\-s  I/ä',2/1  — 1 

die  für  alle  Indices 

/^  =  1,  2,  .  .  2/1  —  2;   5  =  0,  1,  .  .  ^  —  2A 

identisch  erfüllt  sein  mufs.  Dies  folgt  aber  auch  unmittelbar  aus  dem 
Satz  des  Art.  24.  In  der  That,  betrachten  wir  die  2A  -]-  1  Indices 

(31)  0,  1,2,  ..2/1  — 2,  2A  — 1,  2A  +  S 

und  bezeichnen  wir  mit  ( —  l)"Pa  dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der 
Ordnung  2A,  dessen  Indices  mit  der  Reihe  (31)  übereinstimmen,  nach- 
dem daraus  die  Zahl  a  fortgelassen  ist,  ferner  mit 

(—  l)«+/^+y+i  .  P,^y         (a<ß<y) 

das  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung  2A  —  2,  dessen  Indicesreihe  aus 
(31)  durch  Streichung  der  Zahlen  cf,  /3,  y  entsteht,  und  setzen  wir  wie 
früher  fest,  dafs  der  Ausdruck  Paßy  jedesmal  sein  Zeichen  wechsele, 
wenn  zwei  seiner  Indices  vertauscht  werden,  so  gilt  nach  dem  citirten 
Art.  folgende  Identität: 

PaPßY^  Pß^Y^a  +  PyTsaß  PsPaßy  =  ^^ 

Setzen  wir  hierin  a  =  0,  ß  =  h^  y  =  2X  —  1,  d  =  2  X  -\-  s  und 
beachten,  dafs  unter  den  Voraussetzungen  des  Falles  II  das  Pfaffsche 
Aggregat  Pq  gleich  null  ist,  so  ergiebt  sich  ohne  weiteres  die  Iden- 
tität (30). 


[34,  35] 
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34.  Das   erste   der  Gröfsensysteme   (26)  erfüllt  ojßPenbar   die  Glei- 
chung (25)  nicht;  denn  der  Ausdruck 

0^01-^1,2/1  —  1  +  0^02-^2,  2^  —  1  +  •  •  +  ^0,  2/1  — 2-^2A  — 2,2A— 1 Ö^0,2A  — 1  "  P' 

ist  mit  —  Q  identisch.  Wir  können  daher  statt  des  Schemas  (26) 
auch  das  erste  der  Systeme  (26)  und  die  7Z  —  2X  -\-  1  Gröfsensysteme 
(27)  als  linear  unabhängige  Lösungensysteme  der  Gleichungen  (24) 
benutzen,  und  man  erhält  das  allgemeinste  Lösungensystem  von  (24), 
das  der  Bedingung  (25)  nicht  genügt,  in  der  Form: 

n  —  2X 

(Ä  =  l,2..2X-2) 

0 

hx+s=  —  QsQ 

worin  p,  q^^^  q^  .  .  Qn—21  willkürliche  Gröfsen  bedeuten,  von  denen  die 
erste  nicht  verschwindet. 

§  4.     Ein  Determinantensatz  von  Sylvester.^) 

35.  Wir  betrachten  eine  >^-reihige  Determinante: 

^11     ^12     •  •     ^1« 
Sl=       

ö^ral      C(/n2      •    '       ^nn 

und  eine  v- reihige  Unterdeterminante  derselben: 

^11     ^12     •  •     ^iv 


CD 


(v  <  n). 


d-f/X       (^v2       '    '       0/vv 

Es  werde  nun  ^  =  n  —  v  gesetzt  und  mit   Wik  die  nachstehende 
V  -\-  1-  reihige  Unterdeterminante  von  fl  bezeichnet : 


Wa  = 


"11 


cti 


eil,  v  +  k 


üvl  .     .        Q/yv  (^v,v-\-k 

Ö^V  +  ii,    1  •      .  tty-^i^l  av-^l^v-\-k 

dann  gilt  nach  Sylvester  folgende  Identität: 


{i,  /v  =  1,  2  .  .  ^); 


1)  Sylvester  I;  Frobenius  III. 
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[35] 


(ö^'-i  •  Sl. 


Bedeutet  nämlich  ( —  l)*+*c3u-  die  v  —  l-reihige  Determinante,  die 
aus  CO  durch  Streichung  der  i^"^  Zeile  und  Ä;*^"  Spalte  hervorgeht,  und 
entwickelt  man  die  Determinante  Wik  nach  den  Elementen  der  letzten 
Zeile  und  Spalte,  so  folgt: 


Wik  =  av  +  ,>  +  ytö  2j2j  ^itO'v^i,  t  '  ««,r  +  A. 


1         1 


Schreibt  man  daher  zur  Abkürzung: 

Saß  =  03laCil,v-\-ß  +  G)2aCI'2,v+ß  +  *  '  +  (OvaClr,v-^ß 

(«  =  1  .  .  1/;  /3  =  1  .  .  ^), 
und  berücksichtigt  man  die  Identitäten: 


X?  (^CC,V-\-YÄaß   CO    •    üy^ß^vJ^y    ^    Wßy 


^üadÄa^ 


CO     •    üy-^ß^S  =    0 


<v), 


so  liefert  die  spaltenweise  Komposition^)  der  Matrix  5i  mit  dem  Schema: 


(2) 


^11 

^12       • 

•        Wlv 

^11 

^12        • 

-^i/< 

-Ovi 

Ör2       . 

.        OJvi' 

Al 

A.V2 

■^V/il 

0 

0 

.     0 

—  ca 

0        . 

.       0 

0       0 


0         0         0 


CO 


1)  Sind 

zwei  w-reihige  Determinanten,   so  ist  ihr  Produkt  jeder  der  nachstehenden  4  De- 
terminanten gleich 


Hk 


"ik    '     \^ik\^       "-ik 


wenn  gesetzt  wird: 

n  n  n  n 

^ik  =  ^'^ishs'^   <k  =  ^'^is^sk-^   <k  -  ^'^sihs'^   <k  =  ^'^siKk^ 

1111 
und  man  sagt,  die  erste  dieser  4  Determinanten  entsteht  durch  zeilenweise,   die 
letzte  durch  spaltenweise  Komposition  der  beiden  Determinanten  I  a.^  1  |  h.^^  1 . 
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43 


CO 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

to 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

o 

0 

0 

0 

^n 

^21         • 

Byl 

-w,. 

-w,,    . 

.      —W,n 

Ä, 

B,,     . 

Bvfi 

-TTi,, 

-W2,       . 

.   -w,. 

(3) 


Da  nun  die  Determinanten  (2)  und  (3)  bezw.  folgenden  Ausdrücken 
gleich  sind: 

(—  1)^03—1+/' ;     (—  1)^  .  I  Wi,  I  .  OS- 
SO  ist  die  Richtigkeit  der  Identität  (1)  nachgewiesen. 

36.  Wir  nehmen  jetzt  an,  dafs  die  Determinante  Sl  schiefsym- 
metrisch sei,  und  schreiben  2w,  2^,  2v  bezw.  statt  n,  ft,  v.  Ferner 
setzen  wir: 

Peee(1,  2..2i/) 

[iJc]  =  (1,  2, . .  2v,  2v  +  i,  2v  +  Je)  =  —  [M]. 
Man  hat  dann,  wie  leicht  ersichtlich: 

und  die  Identität  (1)  nimmt  folgende  Form  an: 
0         [12]     .  .  [1,2 [,] 
[21]        0       .  .  [2,2^] 


(4)  P'" 


=  pi^-2 (1, ..  2v,2v  +  l,..2n)' 


[2ftl]  [2^,2]  .  .      0 

Bezeichnen  wir  jetzt  dasjenige  Pfaffsche  Aggregat  der  Ordnung  2|Lt, 
das  aus  den  Elementen  [ih]  genau  ebenso  gebildet  wird,  wie  der  Aus- 
druck (1  . .  2'r)  aus  den  Gröfsen  (^Ä;),  mit  dem  Symbol: 

[1,2..2H, 

so  ist  die  in  (4)  links  stehende  Determinante  dem  Quadrat  dieses  Aus- 
drucks gleich,  und  die  Identität  (4)  liefert  daher  nach  Ausziehung  der 
Quadratwurzel  die  Relation: 

(5)  [1,  2, .  •  2^]    -  P^-i .  (1,  2  • .  2i/,  21/  +  1  •  •  2n). 

Dafs  das  Vorzeichen  richtig  gewählt  wurde,  erkennt  man  daraus,  dafs 
der  Koeffizient  des  Ausdrucks  (2v  -\-  l/2v  -\-  2  .  .2n)  auf  beiden  Seiten 
gleich  P/'  ist. 
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Kapitel  IL 

Lineare  partielle  üifFerentialgleicliungeii  erster  Ordnung  und 
Systeme  Pfaffsclier  Gleichungen. 

§  1.     Zur  Theorie  der  Funktionen  von  n  Veränderlichen. 

37.  Wir  wollen  in  diesem  §  einige  fundamentale  Definitionen  und 
Sätze  aus  der  Theorie  der  Funktionen  mehrerer  komplexer  Veränder- 
licher zusammenstellen,   ohne  indes  auf  die  Beweise  näher  einzugehen. 

Es  sei  eine  w-fach  unendliche  Reihe  der  Form 

00  OD  CO 

0  0  0 

vorgelegt,  in  der  die  Caß..y  und  die  x^  .  .  Xn  irgend  welche  komplexe 
Konstante,  die  x^  .  .  Xn  komplexe  Variable  bedeuten.  Dann  lassen  sich 
immer  n  reelle  positive  Zahlen  q^q^  .  .  Qn  angeben,  derart,  dafs  die 
Reihe  (1)  für  jedes  komplexe  Wertsystem  x^x^..Xn,  das  den  Be- 
dingungen 

(2)       \X^—X^^\<  ()i-,       I  ^Tg  —  ^2^  I  <  ?2  •  •  5       \0Cn  —  Xn^\<  Qn       ^) 

genügt,  konvergirt,  dagegen  für  jedes  Wertsystem  x^  .  .Xn,  das  eine 
der  Ungleichungen 

\Xi  —  Xi^\>Qi 

erfüllt,  divergirt.  Die  qi  können  teilweise  oder  alle  gleich  -f"  00  sein; 
in  dem  letzteren  Falle  konvergirt  die  Reihe  (1)  „deständig^'j  d.  h.  für 
jedes  endliche  Wertsystem  der  Xi.  Verschwinden  einige  Qi,  so  sind 
die  zugehörigen  Ungleichungen  (2)  durch  Gleichungen  zu  ersetzen.  Ist 
keine  der  Zahlen  qi  null,  so  nennen  wir  die  Reihe  (1)  „eme  gewöhnliche 
Fotenzreihe  der  n  Gröfsen  x^  —  x^  .  .  Xn  —  Xn-''  Eine  solche  Reihe 
werden  wir  häufig  durch  das  Symbol 

Sic  ( r(>        /y«    0         /VI        /y>    0  /y.         /y»     0\ 

/4J   \^\  tAj-l     ,      t^o  "^2        *     '  '*  '^     ) 

bezeichnen. 

Anstatt:  „das  Wertsystem" 

\p)  X^   X2     '  •  Xn 

sagen  wir  auch  j,die  Stelle  x^  .  .  ^„^".    Den  Inbegriff  aller  Wertsysteme 


1)  Ist  X  eine  komplexe  Gröfse  von  der  Form  ^  -\-  r]  y—  1 ,  so  wird  die 
positive  Quadratwurzel  l/^^H-"^^  ^^^  „absolute  Betrag"  von  x  genannt,  und  mit 
I X  I  bezeichnet. 


[38]  §  1.    Zur  Theorie  der  Funktionen  von  n  Veränderlichen.  45 

x^  .  .  Xn,   die   den   Ungleichungen   (2)   genügen,   nennt   man   den   j,Kon- 

vergen0hezir]t"   der  Reihe   (1)   oder  auch  „die  Umgehung  der  Stelle  (3)". 

Wir  sagen  ferner:    ,jDie  Funktion  f{x^x^  .  .  Xn)    ist   an   der  Stelle 

(3)  regulär"^  wenn  sie  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  (3)  durch 
eine  gewöhnliche  Potenzreihe  der  n  Gröfsen  Xi  —  xP  „darstellen"  läfst, 
oder  anders  ausgedrückt,  wenn  sie  sich  in  eine  gewöhnliche  Potenz- 
reihe dieser  n  Gröfsen  „entwickeln"  läfst;  damit  soll  gesagt  sein,  dafs 
eine  gewöhnliche  Potenzreihe  (1)  existirt,  die  für  jedes  Wertsystem 
Ä'j  . .  Xn  ihres  Konvergenzbereichs  die  Summe  /'(x-,^  x<^  . .  x^)  besitzt.  Es 
giebt  dann  auch,  falls  /'  in  dem  genannten  Bereich  eindeutig  ist,  nur  eine 
einzige  Potenzreihe  dieser  Art.  Der  erste  Koeffizient  Coo .  •  o  der  Reihe 
(1)   stimmt  mit   dem  Wert  überein,   den  f  an  der  Stelle  (3)  annimmt. 

Sind  mehrere  Funktionen 

(4)  /;-(^i^2  •  •  ^n)         (*  ==  1,  2  .  .  r) 

gegeben,  die  alle  an  der  Stelle  (3)  regulär  sind,  wird  ferner  der  Kon- 
vergenzbereich der  Reihe 

(5)  ^1(X,   —  X,^,  ..Xn-  Xn"") 

welche  die  Funktion  fi  darstellt,  durch  die  Ungleichungen 

i  ^1  —  ^i'  I  <  Qi^'^  .  .  1  ^«  —  ^«^  I  <  9/^ 
definirt,  und  ist  Qk  die  kleinste  der  positiven  Zahlen 

so  bezeichnen  wir  als  „den  gemeinsamen  Konvergenzbezirh  der  Beihen 
(b)"  oder  auch  als  die  Umgebung  der  Stelle  (3)  wiederum  den  Inbegriff" 
aller  Wertsysteme  x-^^  .  .  Xn,  die  den  Ungleichungen  (2)  genügen. 

Wo  immer  wir  im  Lauf  dieser  Vorlesungen  mehrere  Funktionen 
(4)  gleichzeitig  betrachten,  machen  wir  jedesmal  implicite  oder  ex- 
plicite  die  Annahme,  dafs  eine  Stelle  (3)  existirt,  an  der  alle  fi  re- 
gulär sind. 

38.  Wir  bringen  noch  folgende  Thatsachen  in  Erinnerung. 

1)  Eine  Funktion  f(Xj^  .  .  ^„),  die  an  der  Stelle  (3)  regulär  ist, 
verschwindet  dann  und  nur  dann  „identisch^',  d.  h.  für  jedes  Wertsystem 
Xi  in  der  Umgebung  von  (3),  wenn  in  der  Potenzreihe  (1),  durch  die 
/■  dargestellt  wird,  alle  Koeffizienten  Caß ..  y  null  sind. 

2)  Ist  /'  an  der  Stelle  (3)  regulär,  so  gilt  dasselbe  von  jeder 
Stelle  x^'  .  .  Xn,  die  der  Umgebung  von  (3)  angehört. 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  folgt  leicht: 

3)  Sind  mehrere  Funktionen  /^  .  .  /r  vorgelegt,  die  alle  an  der  Stelle 
(3j  regulär  sind,  und  von  denen  keine  identisch  verschwindet,  so  läfst 
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[39] 


_      1       /_a^ 


sich  in  der  Umgebung  von  (3)  (und  zwar  auf  unbegrenzt  viele  Arten) 
eine  Stelle  x^'  .  .  Xn  ausvrählen,  an  der  alle  fi  regulär  sind  und  lieine 
verschwindet. 

4)  Ist  eine  Funktion  f  an  der  Stelle  (3)  regulär,   so  gilt  dasselbe 

von  allen  Ableitungen  -p-^?  5 — ^   ®*^-?    ^^^   ^^^   erhält   die  Reihen- 

entwickelungen  dieser  Ableitungen  einfach  durch  gliedweise  Differen- 
tiation der  Reihe  (1),  durch  die  die  Funktion  f  in  der  Umgebung  von 
(3)  dargestellt  wird;  die  Koeffizienten  Caß-.y  dieser  Reihe  sind  dann 
durch  die  Formel 

gegeben. 

5)  Sind  die  Funktionen  f  und  cp  an  der  Stelle  (3)  regulär,  und 
verschwindet  g)  daselbst  nicht,  so  ist  auch  die  Funktion 

an  der  Stelle  (3)  regulär. 

Dieser  Satz  ist  ein  Spezialfall  des  folgenden: 

6)  Bedeutet 

0  =  ^(f,-f^'>,f,-f,O,..f,-fO) 

eine  gewöhnliche  Potenzreihe  der  r  eingeklammerten  Gröfsen,  und  er- 
setzt man  die  fi  durch  Funktionen  der  Yariabeln  x,  die  an  der  Stelle 
(3)  alle  regulär  sind  und  daselbst  bezw.  die  Werte  f^^  .  .  fn^  besitzen, 
so  verwandelt  sich  0  in  eine  Funktion  der  x,  die  an  der  Stelle  (3) 
gleichfalls  regulär  ist. 

Beispielsweise  ist  jede  ganzrationale  Funktion  der  f  mit  konstanten 
Koeffizienten  wiederum  eine  an  der  Stelle  (3)  reguläre  Funktion  der  x. 

39.  Die  Funktionen  fif^--  fn  heifsen  j^unahhängig",  wenn  keine 
Relation  der  Form 

fi  =  fP{fl  "fl-lyfi+l  --fn) 

identisch,  d.  h.  für  alle  Wertsysteme  x^^  .  .  Xn  eines  gewissen  Bereiches 
(2)  besteht.  Dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  Determinante : 


(6) 


8fr 

dx-^ 

dx^ 


dfj_ 

dx.. 


dx^ 
dx„ 


nicht  identisch  verschwinde.    Diese  Determinante  heifst  die  ^^Funktional- 


[59] 
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determinante  der  Funktionen  f^  .  .  fn  hinsichtlich  x^  .  .  x^^  und  soll  ge- 
legentlich durch  das  Symbol 

\i//<  Xa    ,    •    Xji 

bezeichnet  werden.  Sind  die  unabhängigen  Funktionen  fi  alle  an  der 
Stelle  (3)  regulär,  so  gilt  nach  den  Sätzen  4)  und  6)  des  vor.  Art. 
dasselbe  von  ihrer  Funktionaldeterminante,  und  nach  Satz  3)  dürfen 
wir  annehmen,  dafs  die  letztere  an  der  Stelle  (3)  nicht  verschwindet. 
Schreiben  wir  jetzt  ff  statt  fi(Xj^  .  .  Xn^)y  so  lälst  sich  das  Gleichungen- 
system 

fi=ff         (i=l..n) 

in  folgender  Weise  auflösen: 

X,  -  xP  =  5ß,(/;  -  /■.», . .  /;  -  /■„«)        (i  =  1  . .  n). 

Die  ^/  sind  dabei  gewöhnliche  Potenzreihen,  die  an  der  Stelle  /i^ . .  fj^ 
alle  verschwinden. 

Die  r  Funktionen  f-^..fr(y'^  ^)  heifsen  „unabhängige^ ^  wenn  keines 
der  f  sich  als  Funktion  der  übrigen  fi  allein  ausdrücken  läfst.  Dazu 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  in  der  r  zeiligen  Matrix: 

^    iA    ..    1^ 


C?) 


K 

dx^ 


Ml 

dx^ 


K 

dx„ 


nicht  alle  r- reihigen  Determinanten  identisch  verschwinden.  Die  Matrix 

(7)  heifst  die  „FunMionalmatrix  der  Funktionen  f  hinsichtlich  x^  .  .  Xn^. 
Ist  insbesondere  diejenige  Determinante  von  (7),  die  aus  den  ersten  r 
Spalten  besteht,  nicht  null,  so  sagen  wir:  j,die  Funktionen  /i  . . /v-  sind 
hinsichtlich  der  Variabein  x^  .  .  Xr  unabhängige^. 

Es  sei  nun  allgemeiner  q  der  Rang  der  Matrix  (7),  d.  h.  die 
Ordnung  der  höchsten  nicht  identisch  verschwindenden  Unterdeter- 
minanten ;  die  Zahl  r  darf  jetzt  auch  >  n  sein.  Wir  können  dann,  ohne 
die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  annehmen,  dafs  insbesondere  die 
Determinante 

(8)  JA       (i,fc=i,2..p) 


cx. 


nicht  identisch  null  sei;  in  der  That  läfst  sich  dies  immer  dadurch 
erreichen,  dals  wir  die  fi  und  die  Xi  von  vorneherein  geeignet  numeriren. 
Ist  dann  x^  . .  Xj^  eine  Stelle,  an  der  alle  /i  regulär  sind,  so  können 
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wir  nach  dem  Satz  3)  des  Art.  38  annehmen,  dafs  die  Determinante 
(8)  an  dieser  Stelle  nicht  verschwinde.     Ist  dann  wieder 

f,»  =  ftix,"  . .  xj>) 

so  lassen  sicli  die  Gleichungen 

f,  =  ffi        (i=l,2.,p) 

in  folgender  Form  auflösen: 

(9)    X,  -  xt>  =  %(f,  -  f,", . .  /;  -  /;»,  x^^  ^-x^^,..x^-  xj>) 

(i=l,2..p) 
worin  die  ^j-  gewöhnliche  Potenzreihen  der  n  Gröfsen 

(10)        f^  -f,'-.f,-  f;,  ^,+ ,  -  ^»+ . . .  «„  -  ^: 

bedeuten  und  an  der  Stelle  fJ^  .  .  f\  x^,^..x^  alle  verschwinden. 
Substituiren  wir  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  (9)  für  x^  .  .  Xq  in  die 
noch  übrigen  Funktionen  f^^i  .  .  fr,  so  verwandeln  sich  diese  nach 
Satz  6)  Art.  38  in  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Gröfsen  (10),  aus 
denen  aber  die  x^^i  .  .  Xn  vollständig  herausfallen,  d.  h.  man  hat  Re- 
lationen der  Form: 

worin  die  ^/  an  der  Stelle  f^^  .  .  f^^  verschwinden;  diese  Relationen 
bestehen  identisch  für  alle  Wertsysteme  x^  .  .  Xn  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (3);  d.  h.  von  den  Funktionen  fi-.fr  lassen  sich  die  r  —  q  letzten 
als  Funktionen  der  q  ersten  ausdrücken,  und  diese  sind  hinsichtlich 
Xj^  .  .  Xq  unabhängig.  Diesen  Sachverhalt  drücken  wir  dadurch  aus,  dass 
wir  sagen :  ,,Die  r  Funldionen  fi-.fr  reduziren  sich  auf  q  unabhängige^^. 

Damit  letzteres  der  Fall  sei,  ist  übrigens  nicht  nur  hinreichend, 
sondern  auch  notwendig,  dafs  der  Rang  der  Funktionalmatrix  (7) 
gleich  Q   sei. 

40.  Wir  sagen,  ein  Wertsystem  x^  .  .  Xr!^  „genügf^  den  Gleichungen 

(11)  /l-(i^i^2  •  .  ^n)  =  0         (i=l  .  .r-^  r<.n) 

oder  es  „erfüllt'^  („befriedigt")  diese  Relationen,  wenn  alle  /v  an  der 
Stelle  x^^  .  .  XrP  regulär  sind  und  daselbst  verschwinden.  Wenn  wir  im 
Folgenden  ein  Gleichungensystem  der  Form  (11)  betrachten,  so  setzen 
wir  jedesmal  implicite  die  Existenz  wenigstens  eines  Wertsystems 
Xj^  .  .  Xn^  voraus,  das  die  Relationen  (11)  befriedigt,  und  für  welches 
nicht  alle  r-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (7)  null  sind. 

Wir  sagen  in  diesem  Falle,  das  Gleichungensystem  ist  an  der  Stelle 
Xi^  regulär. 
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Erfüllen  die  r  Relationen  (11)  die  genannte  Bedingung,  so  be- 
zeichnen wir  sie  kurz  als  „em  r-gliedriges  Gleiclmngensystem^^j  oder  auch 
als  ,^ein  System  von  r  unabhängigen  Gleichungen".^) 

Betrachten  wir  z.  B.  eine  Gleichung 

(12)  9)  (^1^2  •  •  ^«)  =  ö 

so  nehmen  wir  immer  implicite  an,  dafs  ein  Wertsjstem  x^^  . .  x^P  existirt, 
das  (12)  erfüllt,  ohne  dafs  alle  Ableitungen  ■—-  für  x^^Xj^ ..Xn=Xn^ 

verschwinden.  Durch  diese  Festsetzung  werden  Gleichungen  wie  die 
folgende : 

x^^  =  0 

die  nicht  auf  ihre  einfachste  Form  x^=^  0  gebracht  ist,  von  der  Be- 
trachtung prinzipiell  ausgeschlossen. 

Die  eben  genannte  Bedingung  ist  natürlich  für  jede  einzelne  der 
Gleichungen  (11)  erfüllt,  wenn  die  letzteren  nach  unserer  Bezeichnungs- 
weise ein  r-gliedriges  Gleichungensjstem  bilden. 

Ist  das  System  (11)  an  der  Stelle  X-^  .  .  Xn  regulär,  und  ist  ins- 
besondere diejenige  Determinante  des  Schemas  (7),  die  aus  den  r  ersten 
Spalten  besteht,  an  dieser  Stelle  nicht  null,  so  kann  man  die  Relationen 
(11)  wie  folgt  auflösen: 

(n)  X.  —  x^  =  '%.ix  ,,  —  x"",,,  X  ,,  —  x^,^  .  .X   —x"^)  (i=l..r) 

WO  die  ^.  für  x  .  ^  =  x^  .  ,  .  .  x  =  x^  alle  verschwinden.  Substituirt 
man  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  für  x^  .  .  Xr  in  die  Funktionen  /i-,  so 
verwandeln  sich  diese  in  identisch  verschwindende  Funktionen. 

Im  Falle  r  <in  giebt  es  daher  unter  den  gemachten  Annahmen 
n  —  r-fach  unendlich  viele  Stellen  x^  .  .  Xn,  an  denen  das  gegebene 
Gleichungensystem  regulär  ist,  und  zwar  können  die  Gröfsen  Xr^i  .  .  Xn 
innerhalb  des  gemeinsamen  Konvergenzbezirks  der  Potenzreihen  ^i 
willkürlich    gewählt    werden,    worauf   die   X-^^  .  .  Xr  durch    die    Formeln 

(13)  bestimmt  sind. 

Im  Falle  r  =  n  liefert  die  eben  genannte  Auflösung  einfach  die 
Werte 

/VI       ___    /v>    0              ry       ___    /y>    0 
tAy-^    tX/j        .    .    i^fi    >^n    ' 

41.  Wird  eine  Gleichung  (12)  von  allen  Wertsystemen  x^  .  .  Xr? 
erfüllt,  die  dem  r-gliedrigen  Gleichungensystem  (11)  genügen  and 
einem  gewissen  Bereich  (2)   angehören,  so  sagen  wir:   jßie  Gleichung 

1)  Vgl.  Lie  II  35. 

V.  Wob  er,  Das  Pfaffacho  Problem.  4 
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(12)  ist  in  dem  System  (11)  enthalten",  oder:  „das  System  (11)  umfafst 
die  Belation  (12)^',  oder  aucL :  y,die  Eelation  (12)  ist  eine  Folge  des 
Systems  (11)"  oder  endlicli:  „die  Funktion  (p  verschwindet  vermöge  der 
Gleichungen  (U)". 

Die  Bedingung,  die  wir  oben  dem  Gleichungensystem  (11)  auf- 
erlegten, läfst  sich  demnach  dahin  aussprechen,  dafs  nicht  alle  r-reihigeu 
Determinanten  der  Matrix  (7)  vermöge  des  Systems  (11)  verschwinden 
sollen. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dafs  diese  Bedingung  erfüllt  ist, 
dafs  aber  eine  von  den  r-reihigen  Determinanten  (7),  etwa  diese: 

'^'-        (^,/.=  l,2..r) 


(14) 


dxj^ 


vermöge  des  gegebenen  Systems  verschwindet;  natürlich  mufs  dann 
r  <  w  sein.  Es  sei  q  der  Rang,  den  diese  Determinante  vermöge  (11) 
besitzt,  d.  h.  die  Ordnung  der  höchsten,  vermöge  (11)  nicht  ver- 
schwindenden Unterdeterminanten.  Insbesondere  möge  die  Determinante 
(8)  vermöge  unseres  Gleichungensystems  nicht  verschwinden.  Nach 
Art.  38,  Satz  6)  giebt  es  dann  immer  eine  Stelle  x^^ .  .  ic/,  derart, 
dafs  das  System  (11)  daselbst  regulär  und  die  Determinante  (8)  nicht 
null  ist.  Die  Gleichungen  /"i  =  0  .  .  /^  ^  0  lassen  sich  jetzt  wie  folgt 
auflösen : 


X. 


T^t\     Q-j-l  C  +  1  ^t  «^  ^ 


Substituirt  man  die  erhaltenen  Ausdrücke  für  x^  .  .  Xo  in  die  r  —  q 
noch  übrigen  Gleichungen  des  gegebenen  Systems,  so  fallen  aus  diesen 
die  Variabein  x^^i,  ^^+2  •  •  ^r  vollständig  heraus,  und  man  erhält 
r  —  Q  Relationen  in  den  Yariabeln  Xr-^  i  .  .  Xn  allein.  Demnach  können 
wir  sagen:  Verschwinden  in  der  Determinante  (14)  alle  q  -\-  1-reihigen, 
nicht  aber  alle  ^-reihigen  Unterdeterminanten  vermöge  des  Systems 
(11),  dann  und  nur  dann  umfafst  das  r-gliedrige  Gleichungensystem 
(11)  r  —  Q  und  nicht  mehr  unabhängige  Gleichungen  in  den  Variabein 

(15)  Xr-^lXr+'2.  .Xn 

allein.  M.  a.  W.:  Die  Variabein  x-^^X2  .  .  Xr  lassen  sich  unter  den  ge- 
machten Annahmen  aus  dem  System  (11)  eliminiren^  und  diese  Eli- 
mination liefert  genau  r  —  q  unabhängige  Gleichungen  in  den  Va- 
riabein (15). 

42.  Das  r-gliedrige  Gleichungensystem 

(16)  q>i(x^x^  ,  ,Xn)  =  0     (^  ==  1,  2  .  .  r) 

heilst  „äquivalent'   oder  „gleichbedeutend"  mit  dem  System  (11),  wenn 
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jede  Gleichung  des  einen  Systems  eine  Folge  des  andern  ist,  und  um- 
gekehrt; oder  anders  ausgedrückt:  wenn  jedes  Wertsystem  x/^  eines  ge- 
wissen Bereichs  (2),  das  dem  System  (11)  genügt,  auch  die  Relationen 

(16)  befriedigt  und  umgekehrt.  Es  giebt  dann  cx)"~^  Stellen  xp,  an 
denen  beide  Gleichungensysteme  regulär  sind.  Gestattet  dann  das  eine 
der  beiden  Systeme  eine  Auflösung  der  Form  (13),  so  gilt  dasselbe  von 
dem  andern,  und  beide  Auflösungen  sind  identisch. 

43.  Wir  werden  uns  in  diesen  Vorlesungen  häufig  einer  geo- 
metrischen Ausdrucksweise ^)  bedienen,  die  darauf  hinauskommt,  die 
Gröfsen  x-^^  .  .  Xn  als  cartesische  Koordinaten  der  Punkte  eines  w-fach 
ausgedehnten  Raumes  zu  interpretiren.  Diesen  Raum  bezeichnen  wir 
kurz  mit  Rn  oder,  wenn  nötig,  mit  Ttn^^iOC^  •  •  ^n)-  Jedes  Wertsystem 
x^^  .  .  Xn^  definirt  einen  ^^Punkt'^  P  desselben;  wir  sprechen  kurz  von 
dem  „Punkt  P(x^^  .  .  Xn^)".  Den  Inbegriff  aller  n  —  r-fach  unendlich 
vielen  Wertsysteme  Xi,  die  einem  r-gliedrigen  Gleichungensystem  der 
Form  (11)  genügen,  nennen  wir  eine  „n  —  r-fach  ausgedehnte  Punht- 
mannigfaltigheit  des  Rn'  und  bezeichnen  sie  kurz  als  eine  ^n—r'-,  die 
Zahl  n  —  r  heifst  die  „Dimensions^aJd"  der  Mannigfaltigkeit,  die  Glei- 
chungen (11)  sind  ihre  „Definitionsgleichungen".  Eine  ^n—i  wird  auch 
als  eine  „Fläche'^  des  Rn  bezeichnet;  eine  solche  ist  demnach  durch 
eine  Gleichung 

(17)  (p{x^x^  , ,  x„)  =  0 

definirt.  Eine  {i^  heifst  eine  „Kurve"  des  J?„.  Sind  die  Relationen 
(11)  in  den  Xi  ganzlinear,  so  wird  die  durch  sie  definirte  ^n—r  eine 
„lineare''  oder  „ebene  PunUmannig faltigkeit",  im  Falle  r  ^  1  insbesondere 
eine  „Ebene",  im  Falle  r  =  n  —  1  eine  „Gerade"  des  Rn  genannt.  In 
Analogie  mit  dem  Fall  w  =  3,  d.  h.  mit  dem  gewöhnlichen  drei- 
dimensionalen  Raum,   bezeichnen  wir  die  durch  die  7t  —  1  Relationen 

0^1  =  0,    .  .   Xi—  1  =  0,    Xi^i  =  0,    .  .    Xn  =  0 

definirte  Gerade  des  Rn  als  die  „XrAxe"  des  in  unserem  Raum  an- 
genommenen Koordinatensystems. 

Wir  sagen,  „der  Punkt  P{x^  .  .  Xn^)  liegt  auf  der  ^n-r/^  die  durch 
(11)  definirt  ist,  wenn  das  Wertsystem  x/^  dem  System  (11)  genügt. 
Verschwinden  nicht  alle  r-reihigen  Determinanten  des  Sehemas  (7)  an 
der  Stelle  xp,  so  sagen  wir,   P  ist  ein  regidärer  PunJct  unserer  ^n-r- 

Ferner  sagen  wir:  „Eine  ^k  ist  auf  einer  ^i  Q^k)  gelegen"  (oder: 
„enthalten"),  oder  auch:  die  ^i  enthält  die  ^ky  wenn  jeder  Punkt  der 
fik  auch  auf  der  ^i  gelegen  ist,  m.  a.  W.  wenn  die  n  —  l  Definitions- 
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gleichungen  der  ^ii  eine  Folge  von  den  n  —  k  Definitionsgleichungen 
der  ^k  sind. 

Zwei  äquivalente  r-gliedrige  Gleichungensysteme  definiren  (inner- 
halb eines  gewissen  Bereichs)  dieselbe  ^n—r- 

44.  Ist  P(Xj^  .  .  Xn)  ein  regulärer  Punkt  der  Punktmannigfaltigkeit 
(11),  so  giebt  es  n  —  r  —  1-fach  unendlich  viele,  zu  P  benachbarte 
und  gleichfalls  auf  unserer  ^n—r  gelegene  Punkte  mit  den  Koordinaten 

entsprechend  den  oo""^—^  Wertsystemen,  welche  sich  für  die  Verhält- 
nisse der  dXi  aus  den  Gleichungen 


^l^dxa  =  0         (^  =  1  .  .  r) 


0 

1 


ergeben.  Alle  diese  Nachbarpunkte  sind,  ebenso  wie  P  selbst,  auf  der 
ebenen  iin—r  gelegen,  die  in  laufenden  Koordinaten  J^  . ,  5„  durch  die 
r  linearen  Gleichungen 

dargestellt  wird.  Diese  ebene  iin—r  bezeichnen  wir  daher  als  die 
„Tangential-^n—/  der  Punktmannigfaltigkeit  (11)  im  Punkte  P.  Jede 
Ebene  des  P„,  welche  die  Tangential-ft„_,.  im  Punkte  P  enthält,  heilst 
eine  „Tangentialebene^^  der  Mannigfaltigkeit  (11)  im  Punkte  P.  Die 
allgemeinste  Tangentialebene  dieser  Mannigfaltigkeit  ist  sonach  durch 
eine  Gleichung  der  Form 


dargestellt,  wo  die  X  willkürliche  Gröfsen  bedeuten.  In  jedem  regulären 
Punkte  P  einer  ^n—r  giebt  es  demnach  n  —  r — 1-fach  unendlich 
viele  Tangentialebenen.  Eine  Fläche  (17)  besitzt  in  jedem  ihrer  regu- 
lären Punkte  P(x^  .  .  Xn)  nur  eine  einzige  Tangentialebene: 


2r|^(i»--.)  =  o 


eine  Kurve  dagegen  n  —  2 -fach  unendlich  viele,  die  alle  die  durch  P 
gehende  ebene  Tangential -ft^  enthalten.  Die  zuletzt  genannte  Gerade 
wird  auch  kurz  die  ^,Tangente''  der  Kurve  im  Punkte  P  genannt;  sie 
ist  definirt  durch  die  n  —  1  Relationen 
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(18) 


dx^  dx.2  dx^ 


wenn  darin   die  Verhältnisse  der  dxi  durch  ihre  aus  den  Gleichungen 
dt\  =  0,  .  .  dfn-i  =  0 

folgenden  Werte  ersetzt  werden. 

Unsere  Definitionen  stimmen  unter  der  Annahme  n  =  3,  also  für 
den  Fall  des  gewöhnlichen,  dreidimensionalen  Raumes  mit  den  be- 
kannten Begriffen  „Tangentialebene  einer  Fläche",  bezw.  „Tangente, 
Tangentialebene  einer  Raumkurve"  überein. 

45.  Giebt  es  eine  Stelle  x^^  . .  ^„^,  an  der  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen 

(19)  yi  =  (pi{xiX2 . .  Xn)        (i==lj2  ..n) 

alle  regulär  sind,  und  die  Funktionaldeterminante  derselben  nicht  ver- 
schwindet, und  bezeichnen  wir  die  Konstante  q)i(xi^  .  .  Xn^)  mit  yP,  so 
lassen  sich  die  Relationen  (19)  folgendermafsen  auflösen: 

(20)  oci  =  ti(yiy2  •  •  yn)       (i  =  i^2..n) 

die  ipi  sind  an  der  Stelle  y^^  .  .  yrP  regulär  und  nehmen  daselbst  bez. 
die  Werte  x^^  .  .  Xn^  an-,  ihre  Funktionaldeterminante  ist  an  der  ge- 
nannten Stelle  nicht  null. 

Ein  Gleichungensystem  (19)  dieser  Art  läfst  sich  auf  zwei  ver- 
schiedene Weisen  auffassen. 

Einmal  können  wir  die  Gleichungen  (19)  .als  die  Definitions- 
gleichungen einer  Variaheintransformation  deuten,  vermöge  deren  statt 
der  Xi  die  neuen  unabhängigen  Variabein  y^  .  yn  eingeführt  werden; 
dabei  verwandelt  sich  vermöge  (19)  (nach  Art.  38,  6))  jede  an  der 
Stelle  x^^ .  .  Xn^  reguläre  Funktion  der  Xi  in  eine  an  der  Stelle  y^^ . .  y^P 
reguläre  Funktion  der  yr^  umgekehrt  geht  vermöge  (20)  jede  Funktion 
der  letzteren  Art  in  eine  der  ersteren  Art  über;  oder  geometrisch  aus- 
gedrückt: Die  Gleichungen  (19)  oder  (20)  vermitteln  eine  Abbildung 
des  Raumes  BJxi  .  .  Xn)  auf  einen  Raum  Bn{y^y^  .  .  yr),  derart,  dafs 
jedem  Punkt  P  von  Rn  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  ein  und  nur 
ein  Punkt  P'  von  P„'  zugewiesen  ist  und  umgekehrt;  hei  dieser  Ah- 
hüdung  entspricJit  dann  jeder  ^k,  ctuf  welcher  F{x^  .  .  XrP)  ein  regulärer 
PunJct  ist,  eine  ^k  des  Rn  mit  dem  regulären  PunJct  y^ . .  yrP,  und  um- 
gelcehrt. 

In  der  That,  ist  die  ^k  im  Räume  Rn  durch  die  Gleichungen 

(21)  Fi(x,x^ .  .  Xn)  =  0        (i=l,2..n  —  Jc) 

definirt,    und    geht    Fi    vermöge   unserer   Variabeintransformation    in 
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^'(^1  ••y>i)   tiber,  so   sind  die  ^i  an   der   Stelle  y^   ..y,!^  regulär  und 
gleich  null,   und  man   hat  vermöge  (20)  identisch: 


cF, 


dx^ 


Darnach  entsteht  die  Matrix 


{22) 


dF, 


(i  =\  .  .n  —  /v-,  ?  =  1  .  .  >^) 


durch  zeilenweise  Komposition  der  folgenden  beiden: 


(23) 


(24) 


1^ 
dx, 


(«  =  i. 


/c;  Z,  s  ==  1  .  .,')i) 


Ic) 


also  ist  jede  n  —  ä:- reihige  Determinante  von  (22)  gleich  einer  Summe 
von  Produkten  aus  je  einer  n  —  A;- reihigen  Determinante  von  (24)  in 
eine  n  —  yl*-reihige  Determinante  von  (23);  die  Determinanten  der 
letztern  Art  können  mithin  an  der  Stelle  y-^^  .  .  «/„^  nicht  alle  null  sein, 
da  sonst  in  der  Matrix  (22)  an  der  Stelle  x^^  .  .  xj^  alle  n  —  ä;- reihigen 
Determinanten  verschwänden.  Die  Umkehrung  unserer  Behauptung 
wird  ebenso  bewiesen.  Das  vorstehende  Resultat  läfst  sich  offenbar 
auch  so  formuliren: 

„Sind  die  n  Funktionen  q)i(Xj^  .  .  Xn)  an  der  Stelle  x^^  .  .  Xn  regulär, 
und  nehmen  sie  daselbst  bez.  die  Werte  yP  an,  ist  ferner  ihre  Funktional- 
determinante an  der  genannten  Stelle  nicht  null,  so  verwandelt  sich 
das  n  —  /c-gliedrige  Gleichungensystem 

^liViVi  ■'yn)  =  0         (i  =  1,2  .  .11 

vermöge  der  Substitution  yj^  =  cpk  dann  und 
chungensystem  in  den  Xi,  das  an  der  Stelle  x-^^ 
es  selber  an  der  Stelle  y^^  .  .  yn    regulär  ist." 

Deuten  wir  andrerseits  die  y^  .  .  yn  als  Koordinaten  eines  Punktes 
in  dem  Räume  Rn(xj^  •  •  oCn)  bezogen  auf  das  ursprüngliche  Koordinaten- 
system, so  liefern  uns  die  Gleichungen  (19)  eine  Funkttransformation 
des  Raumes  Bn ,  bei  der  jeder  Punkt  P(x^  .  .  Xn)  in  der  Umgebung 
von  x^^  .  .  Xn^  in  einen  Punkt  y^  .  .  yn  desselben  Raumes ,  ebenso  jede 
^n—r  mit  dem  regulären  Punkt  x^^  .  .  xj^  in  eine  andere  ^„—r  mit  dem 
regulären  Punkt  y^^  .  .  ^/«^  transformirt  wird. 

.Wir  werden  bald  der  einen,  bald  der  andern  dieser  beiden  Auf- 
fassungsweisen den  Vorzug  geben. 

Die  Begriffe  „Funktionensystem,  Gleichungensystem,  Variabein- 
transformation" etc.  sollen  künftig  immer  in  der  Bedeutung  gebraucht 
werden,  die  wir  in  diesem  §  auseinandergesetzt  haben.    Um  jedoch  die 


nur  dann  in  ein   Glei- 
;^  regulär  ist,  wenn 


•  Xr. 
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DurchfühiTing  der  Beweise  uud  den  Wortlaut  der  Resultate  niclit  allzu 
schwerfällig  zu  gestalten,  wollen  wir  uns  meist  einer  auch  sonst  üblichen 
freieren  Ausdrucks  weise  bedienen  und  die  Formulirung  der  funktionen- 
theoretischen Einschränkungen,  unter  denen  die  genannten  Begriffe 
nach  den  Entwickelungen  dieses  §  zu  handhaben  sind,  vielfach  dem 
Leser  überlassen. 


§  2.     Lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

46.   Unter  einem  ^^IntegraV'   (einer  „Lösung^'')   der  linearen   homo- 
genen partiellen  Differentialgleichung: 

versteht  man  bekanntlich  jede  Funktion  /'  der  unabhängigen  Variabein 
x^  .  .  Xn,    die    die    Gleichung    (1)    identisch    erfüllt.      Wir    setzen    nun 
folgendes  Theorem^)  als  bekannt  voraus: 
Siml  alle  Funktionen 

^11^     (i=l,2...-l) 

an  der  Stelle  x^x^  .  .  x^  regulär,  so  hesitd  die  lineare  partielle  Bifferential- 
gleiclmng  (1)  ein  und  nur  ein  Integral  C3k,  das  an  der  genannten  Stelle 
ebenfalls  regulär  ist  und  sich  für  Xn  =  Xn  ctuf  Xk  reduzirtj  also  folgende 
Form  besitzt: 

(2)  Oic  ^E  Xk  +  {Xn  —  Xn^)  ^A;(^i  — .  ^/,  ^2  —  ^2^  •  -  ^n  —  OC,,^). 

Die  n  —  1  Funktionen 

sind  offenbar  unabhängig  und  werden  „die  Hauptintegrale  der  Gleichung 
(1)  hinsichtlich  Xn  =  Xn^^  genannt. 
Es  gelten  die  Identitäten: 

Eliminirt  man  hieraus  und  aus  (1)  die  a«,  so  folgt: 
(la)  p<»>-»-.,/\       0 

\X^X>^  .  .   Xfi  _  1 ,    Xn^ 

d.  h.  jede  andere  Lösung  von  (1)  ist  eine  Funktion  der  coi  allein 
(Art.  39).     Da  nun  die  Funktion  (p{c3^  .  .  (On—i)  an  der  Stelle  x^  .  .  x.P 

1)  Über  die  Sätze,  die  in  diesem  und  dem  vorigen  §  ohne  Beweise  gegeben 
werden  vgl.  die  Lehrbücher  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
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regulär  ist,  wenn  dies  von  der  Funktion  (p(x^  .  .  Xn—i)  gilt  (Art.  38, 
Satz  6)),  so  folgt  sofort: 

Sind  die  Quotienten  —  an  der  Stelle  x^  . .  Xn    odle  regulär,  so  he- 

n 

sitzt  die  Gleichung  (1)  eine  und  nur  eine,  an  dieser  Stelle  reguläre 
Lösumj,  die  sich  vermöge  Xn  =  x,!^  auf  die  willhürlich  vorgeschriebene 
Funktion  (p^x^^x^  -  -  Xn—i)  reduzirt,  vorausgesetzt^  daß  (p  an  der  Stelle 
^i^ ' '  ^n-i   ^^^^^ß^^^  regulär  ist.    Die  genannte  Lösung  hat  die  Form: 

Cp{(0^G3^  .  .  a9„_i). 

Wir  bezeichnen  dieselbe  als  das  „allgemeine  Integral"  der  gegebenen 
Gleichung. 

Irgend  n  —  1  Funktionen  der  Form 

(4)  (pi{co^G)^  .  .  GJn-i)         (i=lj2  .  .n—1) 

sind  offenbar  nur  dann  hinsichtlich  der  x  unabhängig,  wenn  sie  es 
hinsichtlich  der  (Oi  sind.     Man  hat  nun: 


und  hieraus,  nach  dem  Satze  über  die  Komposition  der  Determinanten^) 

/(p^(p2  .  •  (Pn  —  l\  /9l92  •  •  9^«  — 1\    /Ol«>2  •  •  ^n-i\ 

\X^X.^  .  .  Xn  —  J  \G3^(x)^  .  .  G)n  —  V     yX^X^  .  .   Xn—J 

Die  Hauptintegrale  coi  sind  nun  hinsichtlich   der  Variabein  x^  .  .  Xn—i 
unabhängig.     Da  ferner  die  Quotienten  —  nach  Art.  38,  5  an  der  Stelle 


x^  .  .  Tn^  regulär  sind,  wenn  alle  ai  es  sind,  und  an(x^^X2^  .  .  Xn^)  nicht 
verschwindet,  so  gilt  der  Satz: 

„Sind  alle  Koeffizienten  der  Gleichung  (1)  an  der  Stelle  x^^  .  .  XrP 
regulär,  und  verschivindet  an  daselbst  nicht,  so  sind  irgend  n  —  1  un- 
abhängige, an  der  Stelle  xp  reguläre  Lösungen  der  Gleichung  (1)  ins- 
besondere hinsichtlich  der  Variabein  x^x^  .  .Xn—i  unabhängig.'^ 

47.  Es  seien  jetzt  irgend  n  —  1  unabhängige,  an  der  §telle  xP 
reguläre  Integrale  f^f^  .  .  fn—\  von  (1)  gegeben;  sie  haben  dann,  wie 
wir  wissen,  die  Form  (4);  ersetzt  man  darin  Xn  durch  Xn,  so  ver- 
wandeln sich  die  Funjitionen  (4)  in  die  folgenden 

(pi(x^  .  .  Xn-i)         {i  =  l  .  .  n  ~  1). 

Man  hat  daher  identisch: 

fi{x^  .  .  Xn-l,    XrP)  ^  (pi(x^  .  .  Xn-l). 

1)  Vgl.  die  Anm.  pag.  42. 


[48] 
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Die    Form    der   FiinktioneH    cpi    ist    also    bekannt,    und    es   gelten    die 
Identitäten: 

fi{x^  .  .  Xn-U  ^nj  ^  fi{G)i  •  •  ««-1,  ^/)       (j  =  1  .  .  «  —  1). 

Demnacli  hat  man  den  Satz: 

Sind  fif2  ■  '  fn—i  irgend  n  —  1  imahliängige,  an  der  Stelle  x^  . .  Xn 
reguläre  Lösungen  von  (1),  und  hedeiUet 

[pj  X^  X2    •  .  Xfi  Xn 

ein  der  Umgebung  jener  Stelle  angehörendes  Wertsystem,  für  das  a^  nicht 
verschtvindet  (Art.  38,  3),  50  lassen  sich  die  Gleichungen 

(6)  /K^l-^2  •  •  ^«)  =  fi(^l    •  •  ^n-lOCn^)       ('*  =  1  .  .  n  —   1) 

in  der  Form  * 

x'i  =  (Dl     (i  ==  1  .  .  n  —  1) 

auflösen.     Die  rechten  Seiten  dieser  Auflösung  sind  die  Hauptintegrale 
hinsichtlich  Xn  =  Xn^.^^ 

Die  Gleichung  (1)  läfst  sich  offenbar  in  der  Form 

^  ^       ^fn-i     df 


(7) 


//l--  fn-lf\ 

\X^  .  .  Xfi  —  iXfi/ 


dx^      dx^ 
du     ^U         dfn-i     df 


dx„    dx^ 


d  x^     d  x^ 


==0 


schreiben,  d.h.  ai  ist  der  mit  ( —  1)*  multiplizirten  n — 1 -reihigen 
Determinante  proportional,  die  aus  der  eben  hingeschriebenen  durch 
Streichung  der  i-*®'^  Zeile  und  letzten  Spalte  entsteht-,  daraus  folgt 
wiederum  der  Schlufssatz  des  vor.  Art. 

48.  Die  Gleichungen  (6)  können  auch  in  der  Form: 

(8)  x^=x;+{xi-x;)\{x;—x^',x;-x^\..x;^_^-~xi_^,xj^—x;) 

{h^.l..n—l) 

aufgelöst  werden.  Die  rechten  Seiten  entstehen  aus  den  rechten  Seiten 
von  (2)  dadurch,  dafs  man  die  Variabein  x^  .^  Xn  bez.  mit  den  Gröfsen 
(5)  vertauscht;  denn  das  System  (6)  ist  in  Bezug  auf  diese  zwei 
Variabeingruppen  symmetrisch.  Die  durch  (8)  definirten  Funktionen 
x^  .  .  Xn—i  der  unabhängigen  Variabein  Xn  reduziren  sich  vermöge 
Xji  =  Xn  auf  die  vorgeschriebenen  Konstanten  x^  .  .  Xn—\  und  erfüllen 
das  simultane  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 


(ö) 


dx^ 
dx„ 


«/(«^•l^2  .  .  ^n) 


«n(^: 


1*^2 


.) 


(i  =  1,  2  .  .  »  —  1) 
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identiscli  für  alle  Werte  von  x^  und  der  Konstanten  x^  .  .  x^—i,  sind 
also  die  allgemeinsten,  an  der  Stelle  Xn^  regulären  Integralfunktionen 
dieses  Systems.  Denn  werden  die  Ausdrücke  (8)  in  (6)  eingesetzt, 
und  die  so  erhaltenen  Identitäten  nach  Xn  differentiirt ,  so  folgen  aus 
den  entstehenden  Gleichungen 

(10)  4^  dx,  +  i--  dx,-\ \-  ^'-  dxn  =  0     {i=l.,n  —  l) 

nach  dem,  was  am  Schlufs  des  vor.  Art.  über  die  a,-  bemerkt  wurde, 
ohne  weiteres  die  Relationen  (9).  Aus  der  Theorie  der  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  ist  überdies  bekannt,  dafs  das  simultane  System 
(9),  falls  seine  rechten  Seiten  an  der  Stelle  (5)  regulär  sind,  nur  ein 
einziges  System  von  Integralfunktionen  x^  .  .  x^—i  besitzt,  die  an  der 
Stelle  Xn  regulär  sind  und  daselbst  die  vorgeschriebenen  Werte  x-^  ..  xü—i 
annehmen.     Die  Gleichungen  (6)  können  wir  auch  in  der  Form 

(11)  f,{x,x^ . .  Xn)  =  Ci        (i  =  l,2..n—  1) 

schreiben,  wo  die  C,;  arbiträre  Konstante  bedeuten;  sie  werden  als 
die  „allgemeinen  Integralgleichungen^^,  die  f]  selbst  als  „Integrale"  des 
simultanen  Systems  (9)  bezeichnet.  Kennt  man  von  dem  letzteren  alle 
an  der  Stelle  Xn^  regulären  Integralfunktionen,  oder  auch  die  allge- 
meinen Integralgleichungen,  so  kennt  man  auch  alle  an  der  Stelle 
x^^  .  .  Xn^  regulären  Lösungen  von  (1),  und  umgekehrt.  Die  beiden 
Integrationsprobleme  (1)  und  (9)  sind  also  vollkommen  äquivalent; 
wir  wollen  (9)  das  zu  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (1) 
„gehörige"  oder  „adjungirte"  simultane  System  nennen. 

49.  Die  Konstanten  x-^^  .  .  XrP  und  die  Funktionen  coi  seien  wie  in 
Art.  4ß  definirt.     Wenn  dann  in  dem   r-gliedrigen  Gleichungensystem 

(12)  cji  =  (pi(a)r^i,  cjr+2  •  •  «n-i)     (i  =  1;  2  .  .  r;  r  <n  —  1) 

die  rechten  Seiten  an  der  Stelle  w^,^  =  ^^ij^  regulär  sind  und  bez. 
die  Werte  x^^  .  .  x,.^  annehmen,  so  lassen  sich  die.  Gleichungen  (12),  wie 
leicht  ersichtlich,  folgendermafsen  auflösen: 

(13)  Xi  =  ii(Xr+ly  Xr-^2  "  OCn-lXn)       {i  =1,2  .  .t) 

wobei  die  ^.  an  der  Stelle  x\^  .  .  regulär  sind  und  vermöge  x^  =  x^ 
bez.  in  die  Funktionen  ^)i{xr-\-\  .  .  Xn—\)  übergehen.  Wir  behaupten, 
dafs  die  linken  Seiten  der  Gleichungen: 

ex.  dx,  dx^ 

(14)  ar+i  ^^--  +  a,+  2  -^-^—  -\ H  ««  ^^  —  «^-  =  ^)  (^=  1,2  --r) 


1)  Jacobi  I  Band  4,  p,  7  ff. 
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vermöge  (lo)  verschwinden.  Substitniren  wir  nämlicli  die  Ausdrücke 
(13)  in  (12),  und  diiferentiiren  die  erhaltenen  Identitäten  nach  XrJ^hi 
so  folgt: 

r      ^           r,  n—r—1     ^  /^  r      ^  q  \ 

reo.  "STT«?«,:     CX^^      '^       C^).      i^^r-\-Sj>       ^^^r^s      ^-^a       \ 

Multipliziren  wir  diese  Gleichung  mit  ar-\.h  und  summiren  wir  nach  h 
von  1  bis  n  —  r,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (3)  nach  kurzer 
Rechnung: 

r 

worin  ^,-  die  linke  Seite  der  Gleichung  (14)  bedeutet.  Da  aber  die 
Determinante 


dx^ 


(i,  h  =  1  .  .  r) 


vermöge  (13)  nicht  null  ist^  so  verschwinden  in  der  That  alle  3*/  ver- 
möge (13).  Die  r  Funktionen  (13)  werden  daher  als  „Integralfunktionen'^ 
oder  auch  als  „ein  Integral"  des  simultanen  Systems  (14)  partieller 
Differentialgleichungen  bezeichnet.  Darin  sind  die  x^  .  .  Xr  als  un- 
bekannte Funktionen,  die  Xr-\-iXr-\-2  ■  -  als  Independente  zu  betrachten. 
Umgekehrt,  verschwinden  die  Ä  vermöge  (13),  sind  ferner  die  |/ 
an  der  Stelle  x^^.^  .  .  regulär  und  nehmen  sie  daselbst  bez.  die  Werte 
x^^ .  .  Xr^  an,  so  können  wir  in  das  Gleichungensystem  (13)  statt 
x^  .  .  Xn—i  die  neuen  Variabein  co^  .  .  (On—i  einführen,  und  erhalten  so, 
wie  man  leicht  erkennt,  Relationen  der  Form 

Oi  =  (pi{cOr^i  .  .  On-l,  X«)  (^  =  1  .  .  r) 

worin  die  (p.  an  der  Stelle  a?^  ,  ^  .  .  xj^  regulär  sind.  Diese  Gleichungen 
reduziren  sich  vermöge  (13)  auf  Identitäten,  durch  deren  Differentiation 
nach  Xr-\-i .  .  Xn  man  erhält: 

^"^i        ■       X!    ^"^i      ^^«      --"yi^     ^^i      (^"^r  +  s     ,       ^J'^r  +  s     ^  ^a    \ 

cx^j^f^~^  ^  cx^dx^j^j^       .^^  dx^    dx^^j^J 

{h=\/2..n  —  r—\) 

dx^  -^ ^  cx^   dx^  "-^'d^o.^.y  dx,^  -^ ^    dx^    dx^  J 


+  dx, 


Multipliziren  wir  diese  Gleichungen  bez.  mit  a^+i  •  •  ein  und  summiren 
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sie,  so  folgt  wegen  (3)  und  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  alle  &  null  sind: 

^9i 


dx^ 


=  0     (^=l..r) 


Da  an  vermöge  (13)  nicht  null  ist,  so  sind  die  (pi  von  Xn  frei,  d.  h, 
die  betrachteten  Integralfunktionen  (13)  sind  durch  ein  Gleichungen 
System  (12)  definirt. 

Damit  ist  gezeigt: 

„Ist  x^  . .  Xn  Äe  Stelle,  an  der  alle  Funktionen  a^  .  .  an  regulär 
sind  und  an  nicht  verschwindet,  bedeuten  ferner 

(pi{Xr^i,  Xr+2  .  .  oon-i)     (i  =  1,  2  .  .  r;  r  <  n  —  1) 

arbiträre  Funldionen,  die  an  der  Stelle  x\^  . .  regulär  sind  und  daselbst 
bez.  die  Werte  x^  . .  x^  annehmen,  so  besitzen  die  simtdtanen  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  (14)  ein  und  nur  ein  System  von  Integral- 
funldionen  (13),  die  an  der  Stelle  x^^,^  . .  regulär  sind  und  vermöge 
Xn  =  Xn  bez.  in  die  vorgeschriebenen  Funktionen  (p^  .  .  (pr  übergehen; 
diese  Integralfunldionen  sind  durch  das  Gleichungensystem  (12)  definirt, 
wenn  die  coi  die  Hauptintegrale  von  (1)  hinsichtlich  Xn  =  Xn^  bedeuten.'' 

Für  r  =  1  folgt  insbesondere: 

„Ist  die  Stelle  xP  wie  vorhin  definirt,  bedeutet  ferner 

(p{x^X,^  .  .  Xn-l) 

eine  an  dieser  Stelle  reguläre  Funktion,  die  daselbst  den  Wert  x^  hat, 
so  besitzt  die  nicht  homogene,  lineare  partielle  Differentialgleichung  1.  Ordnung 

dxj^  dx^  dx^ 

eine  und  nur  eine  an  der  Stelle  x^  .  .  Xn  reguläre  Integralfunktion  x^, 
die  sich  vermöge  Xn  =  Xn    auf  die  vorgeschriebene  Funktion  cp  reduzirtJ^ 

Die  Integration  eines  jeden  Systems  partieller  Differentialgleichungen 
von  der  Form  (14) ,  sowie  jeder  nicht  homogenen  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (15)  kommt  darnach  auf  die  Integration  eines  simul- 
tanen Systems  (9)  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  hinaus. 

50.  Sind  f\  .  .  fn—i  irgend  n  —  1,  an  der  Stelle  x^^  .  .  Xn  reguläre 
Lösungen  von  (1),  die  an  dieser  Stelle  bez.  die  Werte 

(16)  mr-fL, 

besitzen,  so  können  wir  annehmen  (Art.  38,  3))  dafs  die  Funktional- 
determinante 

(17)  (^^^^  •  •  ^'•) 
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an    der   genannten    Stelle    nicht    null    sei.      Ist    dann    das   r-gliedrige 

Gleicliungensystem 

(18)  Mfif,--fn-i)  =  0        (»  =  !..,•) 

an  der  Stelle  (16)  regulär  und  nach  fi-.fr  auflösbar,  im  übrigen  be- 
liebig, so  sind  auch  durch  die  Relationen  (18)  die  allgemeinsten,  an 
der  Stelle  x^^  .  .  Xn^  regulären  Integralfunktionen  von  (14)  definirt.  Die 
Gleichungen  (18)  heifsen  daher  die  allgemeinen  Integralgleichungen 
von  (14);  so  folgt  z.  B.  für  r  =  1,  dafs  die  allgemeine  Integralgleichung 
der  partiellen  Differentialgleichung  (15)  durch: 

dargestellt  wird.  Die  Annahme  r  =  w  —  1  führt  auf  den  Satz  des 
x\i*t.  48  zurück,  wonach  die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  simul- 
tanen Systems  (9)  die  Form  (11)  haben. 

Wir  wollen  r  Funktionen  (13)  nur  dann  ein  Integral  von  (14) 
nennen,  wenn  eine  Stelle  x-^^  .  .  Xn  existirt,  an  der  die  Gleichungen 
(13)  und  aUe  ai  regulär  sind.  Sind  an  dieser  Stelle  nicht  alle  a,;  null, 
so  können  wir,  wie  leicht  ersichtlich,  immer  annehmen,  dafs  an  daselbst 
nicht  verschwindet.  Äufser  den  Integralen,  die  nach  der  Methode  des 
rm\  Art.  erhalten  werden,  Mnnen  also  nur  noch  Integrale  (13)  von 
solcher  Art  existiren,  dafs  alle  ai  vermöge  (13)  verschwinden. 

51.  Von  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  seien  r  unab- 
hängige Lösungen  fi.-fr  von  vornherein  bekannt;  wir  können  dann 
annehmen,  dafs  an  der  (wie  bisher  definirten)  Stelle  xP  die  Determinante 
1 17)  nicht  verschwinde. 

Führt  man  jetzt  in  die  Gleichung  (1)  mittels  der  Formeln: 

Vf  =  fi{^i^2  '  ■  ^n)'-,  00k  =  Xk         (i  =  1  .  .  r-^  Ic  =  r  -{-  1  .  .  n) 
die  neuen  Variabein  ^/i  ..  ^r^r+i  ••  ^w  ein,  und  beachtet  die  Identitäten 

of        ^  cf  cf^     cf        ^,(^f  ^fh    ,    ^f  r       1  7  11        ^ 

-0  erhält  unsere  Gleichung  (1)  folgende  Form: 

n  —  r 
'  1^)  y}Qr  +  h{yi  .  .  VrXr+l  •  •  Xn)   ^ =  0. 

Der  Koeffizient  Qr^h  entsteht  durch  die  obige  Variabeintransformation 
aus  a  ,  , ,  ist  also  an  der  Stelle  f,^  .  .  f^x^,,  .  .  x^  regulär;  die  Funktion 

r-f-  h'  '1  1  r       r-\-l  «O  7 

Qn  ist  daselbst  nicht  null.  Bei  der  Integration  von  (19)  sind  die  yi 
als  Konstante  zu  behandeln;  die  n  —  r  —  1  unabhängigen  Lösungen 
von  (19)  liefern,  wenn  man  darin  die  yi  durch  die  fi  ersetzt,  die  noch 
fehlenden  Lösungen  von  (1). 
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Die  Bestimmung  einer  nicht  konstanten  Lösung  einer  linearen 
homogenen  Gleichung  (1)  mit  n  Independenten  werde  eine  „Operation 
der  Ordnung  n  —  1"  oder  kürzer  eine  ,,Operation  n  —  1"  genannt. 
Indem  man  dann  das  obige  Resultat  auf  den  Fall  r  =  1  anwendet, 
folgt:  Die  Integration  von  (1),  d.  h.  die  Ermittelung  von  n  —  1  unab- 
hängigen Lösungen  dieser  Gleichung,  erfordert  je  eine  Operation  n  —  1, 
n  —  2,..3,2,1.  Sind  r  Integrale  schon  bekannt  (verschwinden  z.  B. 
r  von  den  Koeffizienten  a,;  identisch)^  so  erfordert  die  Integration  von 
(1)  die  Operationen  n  —  r  —  1,  n  —  r  —  2^ .  .2,1. 

52.  Ist  die  Gleichung  (1)  integrirt^  so  erfordert  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichung: 

worin  t  eine  n  -\-  1*®  Independente  bedeutet^  nur  noch  eine  Quadratur. 
In  der  That,  wendet  man  die  Transformation  der  vor.  Nr.  unter  der 
Annahme  r  ^  n  —  1  an,  so  erhält  (20)  die  Form 

Bezeichnet  man  mit  Sl^x^x^  .  .  Xn)  die  Funktion^   die  aus   dem  Integral] 


n 


QniVl  .  .Vn-l^^n) 


hervorgeht,  wenn  man  nach  ausgeführter  Integration  die  Konstanten  yi 
wieder  durch  die  fi  ersetzt,  so  bilden  f^  .  .  fn—i,  ^  —  ^  ein  System  von 
n  unabhängigen  Lösungen  der  Gleichung  (20).  Da  Qn  nach  der  vor. 
Nr.  an  der  Stelle  f^^.  .f^_^x^  regulär  und  nicht  null  ist,  so  ist  1:q^ 
daselbst  regulär  (Art.  38,  5),  das  Integral  (21)  hat  also  einen  eindeutig 
bestimmten  Sinn,  wenn  der  Integrationsweg  ganz  innerhalb  des  Kon- 
vergenzbezirks der  Potenzreihe  für  1  :  9„,  im  übrigen  beliebig  gewählt 
wird,  und  ^  ist  an  der  Stelle  X-^^  .  .  xj^  regulär.  Bedeutet  x^^x^  .  •  Xn 
ein  Wertsystem,  das  der  Umgebung  dieser  Stelle  angehört  und  für 
welches  nicht  alle  a»  null  sind,  so  kann  man  die  Gleichungen: 

(22)  I  Mx,x,..Xn)=f,(x,'x,\.x:)     .._i   2...^-l) 

^       ^      \—t+£l{x,X,,.Xn)  =  ^{x,'..X:)  ^  '  ^ 

folgendermafsen  auflösen : 

(23)  X;  =  X;  +  ^^,(^1  —X^''..Xn  —  XrP,  t)       (i  =   1   .  .  n) 

oder  auch  so: 


I 
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(24)  x;  =  x!  —  t%  {x;  —  r^i^  .  x:  —  XrPy  —  t)     {i=\  ..  n) 

wobei  die  ^/  beidemale  dieselbe  Bedeutung  haben.  Die  Gleichungen 
(23)  schreiben  wir  so: 

ihre  rechten  Seiten  sind  die  Hauptintegrale  der  Gleichung  (20)  hin- 
sichtlich ^  =  0.  Die  Existenz  dieser  Hauptintegrale  steht  nach  Art.  46 
a  priori  fest;  dafs  sich  die  Relationen  (22)  nach  den  Xi  und  nach  den 
Xi  auflösen  lassen,  ergiebt  sich,  wenn  man  den  Schlufssatz  des  Art.  46 
auf  die  Gleichung  (20)   anwendet,  und  beachtet,   dafs   der  Koeffizient 

von  Kl  gleich  eins  ist. 

Die  Gleichungen  (24)  definiren  diejenigen  an  der  Stelle  ^=0 
regulären  Funktionen  von  t,  die  dem  simultanen  System 

(25)  -^  =  ai{XiX2 .  .  Xn)         (i  =  l  .  .n) 

genügen  und  sich  vermöge  ^  =  0  bezw.  auf  die  vorgeschriebenen  Kon- 
stanten ij?/  .  .  Xn    reduziren. 

Die  Methode,  durch  die  wir  im  Vorstehenden  die  Hauptintegrale 
hj^  .  .  hn  erhielten,  ist  natürlich  mutatis  mutandis  auch  anwendbar,  wenn 
zwar  nicht  a„,  aber  irgend  ein  anderer  Koeffizient  ai  an  der  Stelle 
x^' .  .  Xn  von  null  verschieden  ist,  und  wird  nur  dann  hinfällig,  wenn 
alle  ai  daselbst  verschwinden,  ohne  dafs  jedoch  in  diesem  Falle  die 
Hauptintegrale  hi  selber,  oder  die  Gleichungen  (24)  zu  existiren  auf- 
hörten. Ersetzt  man  unter  der  soeben  gemachten  Annahme  die  x[ 
durch  x-^j  so  verschwinden  die  Fotenzreihen  ^,;,  die  auf  den  rechten 
Seiten  von  (24)  auftreten,  für  jedes  beliebige  t;  letzteres  findet  auch 
statt,  wenn  die  Stelle  Xi^  wie  in  Art.  46  definirt  ist,  aber  x^  .  .  Xn  ein 
der  Umgebung  dieser  Stelle  angehörendes  Wertsystem  bedeutet,  für 
das  alle  O/  null  sind.  Denn  die  durch  (24)  definirten  Funktionen 
Xj^  .  .  Xn  erfüllen  das  System  (25);  man  hat  also: 

/dx\  /d^x.\  /  ^^--^  da.  dx,\ 

(w),=„=  <<  ■  ■  -« )  =  0;  (l7^),^=  (^  8^,  wU-  0  etc. 

d.  h.  die  Funktionen  (24)  reduziren  sich  dann  und  nur  dann  auf  die 
Konstanten  Xi  y  wenn  letztere  die  n  Relationen  ai  =  0  befriedigen. 

53.  Um  die  bisherigen  Resultate  dieses  §  nach  Art.  43  geometrisch 
zu  interpretiren^),  nennen  wir  den  Punkt  P(x-^'  .  .  x^)  einen  „Punkt 
allgemeiner  Lage'^   des  Raums  i?„,   wenn   an   der  Stelle   Xj^  . .  Xn    alle 


1)  Lie  I  Kap.  G. 
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Koeffizienten  a,-  regulär  sind,  aber  nicht  alle  verschwinden.  Ist  F{x^..Xn) 
ein  solcher  Punkt,  so  definiren  die  Gleichungen  (24),  entsprechend  den 
oo^  Werten  des  Parameters  t,  einfach  unendlich  viele  Punkte,  d.  h. 
also  eine  Kurve  des  i?«,  die  den  Punkt  x^  .  .  Xn  enthält.  Die  n  —  1 
Definitionsgleichungen  dieser  Kurve  können  auch  in  der  Form 

{2Q)  fi{x^ x^  .  .  rr„)  ==  fiixl  .  .  Xn)     (^  =  1,  2, .  .  ^  —  1) 

geschrieben  werden.     Demnach  definiren  die  Relationen 

(27)  fiix^x^,  .Xr)-=Gi 

wenn  man  unter  den  d  arbiträre  Konstante  versteht,  eine  ,jZerlegung 
des  Raums  B/  in  n — 1-fach  unendlich  viele  Kurven  derart,  dafs 
durch  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  eine  und  nur  eine  dieser  Kurven 
hindurchgeht.  Wir  bezeichnen  diese  00"—^  Kurven  als  die  ^jCjiaralc- 
teristischen  Kurvenf^  oder  kurz  als  die  ,filiardkteristihen^^  der  linearen 
homogenen  partiellen  Differentialgleichung  (1)  oder  auch  der  nicht 
homogenen  Gleichung  (15).  Mitunter  bezeichnen  wir  sie  auch  als  die 
,,Integral]curven^'  des  zugehörigen  simultanen  Systems  (9).  Stellt  die 
Gleichung 

(28)  x,  =  ^{x,..Xn) 

eine  Integralfunktion  x^  von  (15)  dar,  so  nennen  wir  die  durch  (28) 
definirte  Fläche  des  i?„  eine  Integralfläche  der  Gleichung  (15)  oder 
(1).  Wenn  wir  von  dem  Falle  absehen,  dafs  alle  ai  vermöge  (28) 
verschwinden,  so  können  wir  nach  Art.  49  behaupten:  Jede  Integral- 
fläche von  (1)  enthält  n  —  2 -fach  unendlich  viele  Charakteristiken! 
oder  „wird  von  (X)"^—^  Charakteristiken  erzeugt";  m.  a.  W.:  enthält j 
eine  Integralfläche  den  Punkt  allgemeiner  Lage  P{x^'  .  .  Xn) ,  so  ent- 
hält sie  die  ganze  durch  P  gehende  charakteristische  Kurve,  oder  end- 
lich: Man  gewinnt  die  allgemeinste  Integralfläche,  indem  man  aus  den 
n  —  1-fach  unendlich  vielen  Charakteristiken  irgend  oü"—^  nach  einem 
willkürlichen  Gesetz  herausgreift.  Dies  ist  der  geometrische  Ausdruck 
der  Thatsache,  dafs  die  Gleichung  jeder  Integralfläche  die  Form 

t(fj,..fn-l)  =  0 

erhalten  kann. 

Eine  Funkt- ^n-r^  die  durch  r  Relationen  der  Form  (18)  definirt 
wird,  heifse  eine  ^^charakteristische  ^n-/^  der  Gleichung  (1)  oder  (15), 
oder  auch  eine  ,,Integral-^n—r'  des  simultanen  Systems  partieller 
Differentialgleichungen  (14).  Jede  solche  Mannigfaltigkeit  ist  darnach 
von  00"-^-^  Charakteristiken  erzeugt^). 

1)  Lie  IV  516. 
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Wählt  man  eine  ^n—2  des  Raums  B^  beliebig,  doch  so,  dafs  sie 
oo"~-  Punkte  allgemeiner  Lage  enthält,  und  bestimmt  man  alle  Cha- 
rakteristiken, die  bezw.  durch  die  Punkte  dieser  ^n—2  bindurcbgehn, 
so  erzeugen  diese  oü"~-  Kurven  die  allgemeinste  Integralfläche  von 
(1);  die  beliebig  gewählte  Ausgangs-fi„_2  darf  natürlich  keine  charak- 
teristische ft„_2  sein,  da  vrir  sonst  durch  das  geschilderte  Verfahren 
nur  oo"~^  charakteristische  Kurven  erhielten,  und  auf  die  ^n—2  zurück- 
kämen.    Ist  die  Ausgangs-ft„_2  durch  die  beiden  Gleichungen 

(29)  (p(x^X^'  .  .  Xn)  =  0,    l^(^/,  X^'  .  .  Xn)  ==  0 

gegeben,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  durch  sie  bestimmten  Inte- 
gralfläche durch  Elimination  der  x/  aus  den  n  -{-  1  Gleichungen 
(26)  (29). 

Wählt  man  z.  B.  als  Ausgangs-^„_2  die  folgende: 

Xfi    —  Xfi  5   X^  ^\p^2  "^3    •  •  "^«  —  1/ ; 

so  gelangt  man  zu  der  im  vorletzten  Satz  des  Art.  49  definirten 
Integralfläche. 

54.  Wir  bezeichnen  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (24)  zur 
Abkürzung  mit  Fi{x^  .  .  x^ ,  t)  und  vertauschen  die  beiden  Variabein- 
gruppen X  und  x']  die  so  gewonnenen  Gleichungen 

(30)  x/ ==  Fi(x^X2  .  .  Xnt)         (i  =  lj2..n) 

definiren,  den  c3o^  Werten  von  t  entsprechend,  eine  Schar  von  einfach 
unendlich  vielen  Punkttransformationen  (Art.  45).  Die  Funktionen  Fi 
sind  ofi'enbar  nichts  anderes  als  die  Hauptintegrale  der  partiellen 
Differentialgleichung 

hinsichtlich  ^  =  0;  sie  entstehen  nämlich  aus  den  rechten  Seiten  von 
(23),  wenn  man  t  durch  —  t  ersetzt-,  ferner  sind  die  Funktionen  jP/, 
wenn  man  darin  x^  .  .  Xn  als  Konstante  betrachtet,  diejenigen  Integral- 
funktionen des  simultanen  Systems 

dx-' 

-j^  =  üiix^x^  .  .  Xn)      (?:  =  1,  2  .  .  n) 

die  sich  für  t  =  0  auf  x^^  .  .  Xn  reduziren.  Es  sei  t  ein  bestimmter 
numerischer  Wert;  dann  wird  vermöge  (30)  der  Punkt  allgemeiner 
Lage  P{x^..Xn)  in  den  Punkt  P' {x^  .  .  Xn)  der  durch  P  gehenden 
Charakteristik  übergeführt.     Übt  man  jetzt  auf  P'  die  Transformation 

(31)  x!'  =  F.i{x^x^  .  .  Xa,  r) 

V.  Wobor,   Das  PfafTsclio  rrohl  em.  5 


()(j  Kap.  II.     Lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.        [54] 

aus,  die  ebenfalls  in  der  Schar  (30)  enthalten  ist,  so  nimmt  P'  die 
Lage  P"  (a;/'  .  .  Xn')  an.  Da  aber  die  Relationen  (30)  mit  den  folgenden 
äquivalent  sind: 

/  /  \X-j^  X^   .  ,  Xji  j  —  /  / \X\  x^  .  .  Xfi) 
t  -{-  SI(X^'X.2   .  .  Xn)  =  ^{X^X^  .  .  Xn) 

und  die  Gleichungen  (31)  mit  den  nachstehenden: 

I i.\X^    X^      '  •  X,i    J  =  I i\X^  X^     .  .  Xn  ) 
—  r  +  ^{x^' X^'  .  .  Xn')  =  Sl(XiX2    .  .  Xn)j 

so  ergiebt  die  Elimination  der  x/  aus  (30)  und  (31)  die  Gleichungen: 

(32)  xr  =-  Fi(x^x^  .  .  Xn,  t  +  r)         {i=l,2,..  n) 

d.  h.  irgend  zwei  Punkttransformationen  (30)  und  (31)  unserer  Schar 
liefern,  nach  einander  ausgeübt,  eine  Transformation  (32),  die  wiederum 
der  Schar  angehört.  Eine  Schar  von  Transformationen,  der  diese 
Eigenschaft  zukommt,  heifst  nach  Lie^)  eine  ,^liontinuirliche  Gruppe^'. 
Darnach  definiren  die  Gleichungen  (30)  eine  „eingliedrige^),  liontinuir- 
UcJie  Gruppe  von  PunhUransformationen".  Dem  Wert  ^  =  0  entspricht 
die  „identische  Transformation^^ 

/y*        --— —    ^  ^         =^    ^ 

t/y-t       — —    tAy-i     •    •    tA/ji      — —    vl/ji 

die  jeden  Punkt  an  seiner  Stelle  läfst.  Ersetzt  man  t  durch  öt,  d.  h. 
durch  einen  von  Null  sehr  wenig  verschiedenen  Wert,  so  erhalten  wir 
aus  (30)  eine  Transformation,  die  jeden  Punkt  P(Xj^  ,  .  Xn)  in  einen 
unendlich  benachbarten  P\x^  -\-  d  x^  .  .  Xn  -{-  dXn)  überführt,  wobei  die 
öxi  durch  die  Formeln: 

^-'  =  (wh-^'        (*=1,2,.») 

bestimmt  werden.  Nun  hat  man  aber  nach  einer  Bemerkung  zu  An- 
fang dieser  Nr.: 

(33)  '-^EEEa;{:E,F,.,Fn)       (^  =  1  .  .  >^), 


mithin,  da  (-F,),=<,  ^  a;,- : 

und  es  folgt 

.Xn) 

(34)                   dXi  =  ai{x,x,..Xn).dt 

{i  = 

i 


1  .  .  n\ 


1)  Lie  I;  Einleitung. 

2)  Lie  I,  Kap,  3,  Kap.  6. 
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Der  Nachbarpunkt  P'  liegt  natürlich  auf  der  durch  P  gehenden 
Charakteristik.  Eine  Transformation,  die  jeden  Punkt  P  in  einen 
durch  (34)  definirten  Nachbarpunkt  P'  überführt,  heifst  eine  „infini- 
tesimale Transformation'^'^  den  Ausdruck 

df    .        df    ,        ,        df 

^  ex.    ^      ^  cx^    ^  '       "^  dx 

bezeichnen  wir  mit  Xf  und  nennen  ihn  das  ,ßymhoV'  der  infinitesimalen 
Transformation  (34).  Die  eingliedrige  Gruppe  (30)  ist  durch  Angabe 
der  infinitesimalen  Transformation  X/*  vollständig  bestimmt;  wir  sagen 
daher:  die  Gruppe  (30)  wird  von  der  infinitesimalen  Transformation 
Xf  ,,erzeugif'. 

Da  bei  jeder  Transformation  der  Gruppe  (30)  der  Punkt  P  auf 
der  durch  ihn  gehenden  Charakteristik  verschoben  wird,  so  bezeichnen 
wir  die  oo"^—^  Charakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichung 
Xf  =  0  auch  als  die  „Bahnlcurven"  der  Gruppe  (30)  oder  der  infini- 
tesimalen Transformation  Xf.  Zu  allen  infinitesimalen  Transformationen 
der  Form  q(x^  .  .  Xn)  .  Xf,  bezw.  zu  den  von  ihnen  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppen  gehört  das  gleiche  System  von  oü"-i  Bahnkurven. 

55.  Der  Ausdruck  Xf .  dt  giebt  den  Zuwachs  an,  den  die  Funktion 
f  erleidet,  wenn  die  Xi  die  Inkremente  (34)  erhalten.  Wir  sagen  nun: 
„die  Funktion  f  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Xf",  wenn 
Xf  ^E  0,  wenn  also  f  eine  Lösung  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung (1)  ist. 

Wir  sagen  ferner,  die  Funktion  /'  „gestattet  alle  Transformationen 
der  eingliedrigen  Gruppe  (30)"  wenn  vermöge  (30)  für  jedes  beliebige 
Wertsystem  x^x^  .  .  Xnjt  die  Identität 

/  Kp^i  .  .  Xfi )  '-'-~  f  {X-^ x^  .  .  Xfi) 

stattfindet.  Dazu  ist  offenbar  notwendig,  dafs  f  die  infinitesimale 
Transformation  Xf  gestattet;  umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  so  hat 
man  wegen  (33): 

d.  h.  die  Funktion  f{F^  .  .  F^)  ist  von  t  unabhängig,  also  mit  f(x^ . .  x^) 
.  identisch. 

Damit  eine  Funktion  f  alle  Transformationen  der  von  Xf  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe  gestatte,  ist  sonach  notivendig  und  hinreichend,  .dafs 
sie  die  infinitesimale  Transfmmation  Xf  gestatte,  also  eine  Lösung  der 
Gleichung  Xf  =  0  sei. 

Durch  das  r-gliedrige  Gleichungeusystem ; 

6* 
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(35)  Sl,(x^x.^..Xn)  =  0         (i=l..r) 

sei  eine  Hn—r  des  Bn  definirt,  die  oü"~''  Punkte  allgemeiner  Lage  ent- 
hält; es  wird  also  angenommen,  dafs  nicht  alle  cii  vermöge  (35)  ver- 
schwinden. Wir  sagen  dann,  diese  ^n—?^  (oder  das  Gleichungensystem 
(35))  gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  (30),  wenn 
die  Relationen 

SI;{X^'X2    .  .  Xn)  =  0  (i  =  l   .  .r) 

eine  Folge  von  (35)  sind,  wenn  also  jeder  auf  der  ^n-r  gelegene 
Punkt  allgemeiner  Lage  durch  die  Transformationen  (30)  wiederum  in 
Punkte  der  ft„_,.  übergeführt  wird. 

Dazu  ist  offenbar  notwendig  und  hinreichend,  dafs  unsere  ^n—r 
von  n  —  r — 1-fach  unendlich  vielen  Bahnkurven  der  eingliedrigen 
Gruppe  (30)  erzeugt  wird,  d.  h.  also  eine  charakteristische  ^n—r  der 
partiellen  Differentialgleichung  Xf  =  0  darstellt  (Art.  53). 

Wir  sagen,  das  Gleichungensystem  (35)  gestattet  die  infinitesimale 
Transformation  Xf,  wenn  die  Relationen 


(36) 


dSl 


ah 


ex 


':  =  0-        (i=l..r) 


eine  Folge  von  (35)  sind.  Wir  nehmen,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  an, 
dafs  die  Relationen  (35)  nach  x^x^  . .  Xr  auflösbar  seien,  d.  h.  dafs  die 
r  -  reihige  Determinante 

I  dSl. 

(.•,7.-=l,2..r) 


(37) 


dX,, 


vermöge  (35)  nicht  verschwinde.  Denkt  man  sich  X-^  .  ,  Xr  aus  (35) 
als  Funktionen  der  andern  x  berechnet  und  wieder  in  (35)  eingesetzt, 
so  erhält  man   durch  Differentiation   der   so  entstehenden  Indentitäten: 


cSl, 


ox. 


r-{-h 


+  2 


d  Sl.     0  X, 


C  Xr,      V  X 


+  h 


=  0    (i  =  1 


rj  h  =  1  .  .n 


r). 


Ersetzt    man    in    (36)    die  Ableitungen 


dSl: 


d  X 


durch    ihre   soeben   er- 


r+A 


haltenen  Werte,  so  folgt: 


dxi. 


dx. 


r-\-h 


a,     =  0     (i  =  1  .  .  r). 


Da  nun   die  Determinante  (37)   vermöge   (35)   nicht  null  ist,   so  mufs 
man  vermöge  dieses  Systems  identisch  haben: 


_o6j 
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n  —  / 

2 


dx. 


f  ar  +  k 


cx 


Clk 


r-\-h 


0     (/j=l..r); 


nacli  Artikel  49  ist  also  die  Mannigfaltigkeit  iin—r  notwendig  eine 
charakteristisclie  Hn—r  der  Gleichung  Xf  ^  0^  m.  a.  W.  das  Gleichungen- 
system (35)  kann  auf  die  Form  (18)  gebracht  werden.  Damit  ist  gezeigt: 

Damit  ein  Gleichungensystem  (35),  vermöge  dessen  nicht  alle  ai  ver- 
schwinden, alle  Transformationen  der  von  Xf  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe  gestatte,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  es  die  infinitesimale 
Iransformation  Xf  gestatte;  es  definirt  dann  eine  charakteristische  Mannig- 
faltigJieit  der  partiellen  Differentialgleichung  Xf  =  0. 

Beiläufig  folgt  noch  der  wichtige  Satz: 

Gestattet  ein  Gleichungensystem  die  infinitesimale  Tränsforriiation 
Xfj  so  gestattet  au^h  jedes  äquivalente  Gleichungensystem  diese  infini- 
tesimale Transformation. 

Dieser  Satz  gilt  offenbar  auch  für  solche  Gleichungensysteme, 
vermöge  deren  alle  ai  null  sind. 

56.  Sind  fJ'q,..fn—\  irgend  n  —  1  unabhängige  Lösungen  der 
partiellen  Differentialgleichung  Xf  =0,  so  besteht  nach  der  Schlufs- 
bemerkung  des  Art.  47  für  jedes  f  eine  Identität  der  Form 


m 


(»(«1«2  ••«»)•  -X/'^ 


dx^  dx^ 

^4-1  df 

dx^     dx^ 

€h     ^/2 

'^fn-l     df 

dx„  dx^ 


dx^     dx^, 


Bezeichnet   man    mit  D    die    rechtsstehende  Determinante,    ferner   mit 

dfi 
Dik  den  Koeffizienten,  mit  dem  die  Ableitung  ^~  ^)  in  der  Entwickelung 

von  D  behaftet  ist,  so  hat  man  identisch 

(39)  Qa,~iD,,,        {h  =  l,2..n). 

Die  Funktion  q,  deren  Beschaffenheit  natürlich  von  der  Wahl  der 
Lösungen  f^  .  .  f^-i  abhängt,  heilst  ein  „Jacobischer  Multiplikator^^  der 
partiellen  Differentialgleichung  Xf  =  0.  Bezüglich  dieses  Multiplikators 
gelten  folgende  Sätze. 

1)  Jeder  Multiplikator   q   der  Gleichung  (1)   genügt  identisch  der 
nicht  homogenen,  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 


^)    fn^f- 
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[56] 


dx^ 


c  x\ 


oder  also: 

In  der  That,  ist  Du,  der  Koeffizient,  mit  dem  das  Produkt 


1  * 


in  der  Entwickelung  von  D  multiplizirt  auftritt,  so  hat  man: 


(41) 


n  n         n         n 


111 


dx^dx^ 


Der  Koeffizient,   mit   dem  auf  der  rechten  Seite  die  Ableitung 


^Y. 


dxj^dx^ 


multiplizirt  ist,  hat  die  Form: 


Dik  -\-  Disj 


rk 


verschwindet  also  nach  einem  bekannten,  von  Laplace  herrührenden 
Determinantensatz  identisch;  jede  Summe  der  Form  (41)  ist  daher  identisch 
null,  und  unser  Satz  folgt  jetzt  unmittelbar  aus  (39). 

2)  Sind  9,  Q    zwei  Multiplikatoren  der  Gleichung  Xf  =  0,   so  ist 

der  Quotient  -^  konstant  oder  ein  Integral  dieser  Gleichung. 

In  der  That,   multiplizirt  man   die  Gleichung  (40)  mit  q,  ferner 
die  analoge  Gleichung,  der  q    genügt,  mit  q  und  subtrahirt,   so  folgt: 


2*Ä,©=»- 


3)  Ist  Q  ein  Multiplikator  von  Xf  =  0  und  co  eine  beliebige 
Lösung  dieser  Gleichung,  so  ist  auch  qco  ein  Multiplikator,  und  jeder 
Multiplikator  läfst  sich  in  dieser  Form  darstellen. 

Der  letzte  Teil  des  Satzes  folgt  aus  2);  der  erste  ergiebt  sich, 
indem  man  die  Identität  (38)  mit  co  multiplizirt,  und  beachtet,  dafs 
ö  eine  Funktion  der  fi  allein  ist,  und  dafs  identisch: 

wenn  mit  ^  die  Funktion 


bezeichnet  wird. 


Jß(/i/,../-„-i)rfA 
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4)  Genügt   eine  Funktion    q  identisch   der  partiellen  Differential- 
gleichung (40),  so  ist  sie  ein  Multiplikator  der  Gleichung  Xf  =  0. 

In  der  That,  ist  g'  ein  Multiplikator  und  setzen  wir  q  =  g}q\  so 
folgen  aus   den  gemachten  Annahmen   der  Reihe  nach  die  Identitäten: 

0^     >    7^ =  CO     y    -^ \-  Q   XCO  =r.  Q  XCO, 

^         CX.  jLJ       CX.  ^     "^  V  y 

d.  h.   09   ist   ein  Integral  von  Xf  =  0,   und  infolge   dessen  nach   3 j  q 
ein  Multiplikator. 

5)  Verwandelt  sich  vermöge  der  Variabeintransformation 

(42)  yi  =  qp,(^iX2 .  .  Xn)         (^  =  1  . .  n) 

der  Ausdruck  Xf  in  den  folgenden: 


Yf=^h,{i),y.,..yn)^^^ 


1  Vh 


und  ist  Q  ein  Multiplikator  von  Xf  =  Oj  so  ist  der  Quotient: 

Q 


/Vi  2/2  •  -^nV 

\Xj^  X^   .  .  X^J 


wenn    man    ihn    durch    die  yi  allein  ausdrückt,   ein  Multiplikator  der 
partiellen  DiflPerentialgleichung   Yf  =  0. 

Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus   den  vermöge  (42)  bestehenden 
Identitäten: 

,xf^  (A  A .  •  /;.-.A  ^^  //;/.  •  •  f\  ßf^y.  •  •  M  ^  p .  Yf. 

6)  Kennt  man  einen  Multiplikator  q^x^x^)  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

(43)  a,  (x^  oc^)^  +  a^  (^1  x^)j^  =  0, 

1  2 

so  erhält  man  durch  eine  Quadratur  ein  Integral  (o(x^X2)  derselben. 
In  der  That,  man  hat  der  Annahme  nach: 

dx^  dx^     ' 

also  ist  der  Ausdruck 

Qa.^dx^  —  Qa^dx., 

das    exakte   Differential   einer  Funktion   co,    die   durch  eine   Quadratur 
ermittelt  wird  und  offenbar  die  Gleichung  (43)  befriedigt. 

7)  Kennt    man    n  —  2    unabhängige    Integrale    fj\  .  .  fn—2    von 
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X/"=0  und  eine  Funktion  q,  die  der  Bedingung  (40)  genügt  (d.  h. 
also  nach  4)  einen  Multiplikator),  so  läl'st  sich  durch  eine  Quadratur 
eine  n —  1**^  Lösung  /'„_i  bestimmen,  und  zwar  so,  dafs  die  Identität 
(38)  stattfindet. 

Denn  vermöge  der  Variabeintransformation 

(44)  y^=f\,,  i^,^_2  =  /;_2-,    ?/«_i  =  Xa-l'^    yn  =  Xn 

nimmt  Xf  nach  Art.  51  die  Gestalt: 


an,  und  der  Quotient 


1(2/1 2/2  •  •  Vn)  -7^  +   Qn(:V,t/2  '  -  V n)     ^^ 


(^Vn- 


^Vr 


\x^x^  .  .  X  J  \x^     .  x^_J 


verwandelt  sich  vermöge  (44)  in  einen  Multiplikator  0  von  F/*=0; 
bestimmt  man  jetzt  nach  6)  mittels  einer  Quadratur  eine  Funktion 
^{Vi  •  •  Vn)  derart,  dafs 


^y. 


<^Qn-\ 


SO  hat  man,  wie  leicht  zu  ersehen,  vermöge  (44)  die  Identitäten 

Yf=(^^  •  -^/A     /«       /'\  ^  /2/1  •  •  yn\  /2/1  . .  yn-^co      f  \ 

\x^ . . xj    \yn-i yj        Va-i . .  Xn)  \yi .  .yn-^yn-iyJ  ' 

Nennt  man  also  fn—i(x^  .  .  Xn)  das,  was  aus  (o  wird,  wenn  man 
die  y  durch  ihre  Werte  (44)  ersetzt,  so  erhält  man  die  Identitäten, 
die  beim  Beweis  von  Satz  5)  benutzt  wurden,  in  umgekehrter  Reihen-; 
folge,  womit  unsere  Behauptung  nachgewiesen  ist. 

Genügen   z.  B.    die    Koeffizienten    a,;    der    Gleichung    Xf  =  0    der 
Bedingung : 


dx^~^  dx^~^       ~^  dx^ 


0 


d.  h.  besitzt  Xf  =  0  den  Multiplikator  1 ,  und  kennt  man  n  —  2  un- 
abhängige Lösungen  von  Xf  =  0,  so  erhält  man  durch  eine  Quadratur 
das  noch  fehlende  n  —  1*®  Integral. 

Solches  ist  z.  B.  der  Fall  bei  der  Gleichung 

/'cjb dc\  d_f    .     /dc^ da\  df    ,     /^a  ^\  df ^ 

\dz        dy)dx*\dx        dz]  dy~^  \dy        dx]  dz 

mit  den  Independenten  xy^,  ferner  bei  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung 
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d 

worin  die  2  m  —  1  Independenten  mit  x^  x^,  .  .  x,ap2  •  •  Pm  bezeiclinet 
sind,  und  H  irgend  eine  Funktion  derselben  bedeutet. 

§  3.    Systeme  linearer  partieller  Differentialgleichungen. 
57.  Wir  nennen  die  partiellen  Differentialgleichungen 

n 

(1)  ^  luix^x, . .  ^„)  ^  =  0        {h=l,2..  p) 

ein  p-gliedriges  System  partieller  Differentialgleichungen,  wenn  sie 
linear  unabhängig  sind,  d.  h.  wenn  nicht  alle  j>- reihigen  Determinanten 
der  Matrix 

feil        bl2       •    •        bl« 

(2) 


'spn 


bj5l       5^2 


identisch  verschwinden.  Ist  x^^  .  .  xj^  eine  Stelle,  an  der  alle  Funktionen 
^kg  regulär  sind,  so  können  wir  (Art.  38,  3),  6))  immer  annehmen,  dafs 
die  Determinante 

(3)  li.-.  I        {i,Jc  =  l,2..p) 

an  jener  Stelle  nicht  null  sei;  der  Punkt  F(x-i^  .  .  x^^)  heifse  dann  ein 
„Punkt  allgemeiner  Lage"  des  JR„  (hinsichtlich  der  Gleichungen  (1)). 

Es  erhebt  sich  die  Frage,  ob  die  Gleichungen  (1)  Integrale  gemein 
haben  können,  und  wie  man  alle  etwaigen  gemeinsamen  Integrale  findet. 

Setzen  wir 


^kf=^hs-~^ 


und   ist  /'  eine  gemeinsame  Lösung  von   (1),   d.  h.  verschwinden   alle 
Ausdrücke  Xkf  identisch',   so  gilt  dasselbe  von  den  beiden  Ausdrücken 

Xi{X,f)     und     X,(X/'). 

Man   hat    nun    aber,    wenn    9^,  (p^  -  -    irgend    welche    Funktionen 
bedeuten: 

^ii^i  +%  +  ••)  ^''  Xi(pi  +  Xicp.,  +  .  • 
Xi((pi(p.,)  Ell  (p^Xi(p^  +  (PtXiq).^- 

Daraus  folgt: 
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Die  zweiten  Summen  rechts  sind  aber,  wie  die  Ausrechnung  lehrt, 
identisch,  und  es  folgt: 

n 

SO  dafs  also  die  rechte  Seite  keine  zweiten  Ableitungen  von  f  enthält. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(X,X,)  =£  X{X,f)  -  x,ix,n, 

so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Jede  gemeinsame  Lösung  der  Gleichungen  (1)  genügt  auch  den  folgenden  J 
linearen  Iwmogenen  iiartiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

(4)  (X..X,)  =  0         {i,k=l,2..i,). 

Ist  jede  dieser  Gleichungen  eine  Folge  des  Systems  (1)  (Art.  9),  d.  h. 
giebt  es  Funktionen  qi^s  derart,  dafs: 

{XiXj)  EZE  QikiXif  +  Qik2X2f  +  •  •  +  QikpXpf    (^,  Ä;  =  1  •  •  li) 

für  jedes  beliebige  /*,  d.  h.  also,  dafs  identisch: 

p 

^Xilks  —  Xklis  ^  ^  Qikihs        {i,h=  1  . .  p) 

1 

so  nennt  man  die  Gleichungen  (1)  ein  „p-gliedriges  vollständiges  System^'. 
Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  die  Vollständig- 
keit des  Systems  (1)  bestehen  also  in  dem  identischen  Verschwinden 
aller  p  -\-  1-zeiligen  Determinanten  sämtlicher  Matrices  der  Form: 


(:i,k  =  l,2..p). 


Ein  j^-gliedriges  System  ist  natürlich  stets  vollständig. 

58.  Ist  das  System  (1)  unvollständig,  so  bilden  die  Relationen  (1) 
(4)  zusammen  mehr  als  p  linear  unabhängige  Gleichungen,  die  wir  so 
schreiben: 

X,/'=  0,  X,/  =  0,  x,+,/-=  0,  . .  X,+,f  =  0. 
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Dieses  System  ist  entweder  vollständig,  oder  man  erhält  durch  Bildung 
der  Relationen 

neue,  von  den  vorigen  unabhängige  Relationen.  Da  es  nun  ein  mehr 
als  «-gliedriges  System  nicht  giebt,  so  gelangt  man  durch  Wieder- 
holung dieses  Verfahrens  in  allen  Fällen  zu  einem  r-gliedrigen  voll- 
ständigen System,  dem  alle  etwaigen  gemeinsamen  Lösungen  von  (1) 
genügen  müssen. 

Die  Ermittelung  der  gemeinsamen  Lösungen  eines  nicht  vollständigen 
p-glicdrigen  Systems  (1)  kommt  also  stets  auf  die  Integration  eines 
r-gliedrigen  vollständigen  Systems  hinaus,  tvo  p  <^r  ^n.  Ist  r  =  n,  so 
haben  die  gegebenen  Gleichungen  (1)  augenscheinlich  keine  nichtlwnstante 
Lösung  f  gemein. 

59.  Ist  das  System  (1)  vollständig,  so  ist  auch  jedes  mit  (1)  äqui- 
valente System  (Art.  10)  vollständig.     In  der  That,  setzt  man 


x;f=^^w,,x4-      {i  =  i..p) 


unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Determinante  der  p^  Funktionen  Wis 
nicht  identisch  null  ist,  d.  h.  dafs  auch  umgekehrt  die  Xsf  sich  als 
lineare  Kombinationen  der  X//'  ausdrücken  lassen,  so  hat  der  Ausdruck 
(X/X/)  die  Form 

'P-,,'P-,,(X,X0  +  (7,,iXi/'+  .  .  -\-0a,X,f\ 


daher  lassen  sich  die  (X/X/)  als  Linearkombinationen  der  Ausdrücke 
Xkfj  mithin  auch  als  solche  der  Xkf  darstellen. 

Man  kann  die  Wi^  so  wählen,  dafs  alle  Ausdrücke  (X/X,')  identisch 
verschwinden  (vgl.  Art.  65);  dann  nennt  man  die  Gleichungen 

x//'=o, ..  x;/'=o 

ein  p-gliedriges  „Jacobi'sches  System".  Der  einfachste  Weg,  das  ge- 
gebene vollständige  System  durch  ein  äquivalentes  Jacobi'sches  zu  er- 
setzen, besteht  darin,  es  in  der  Form 

(5)       0  =  Ä/^.|^  +  «,:„+,  ^  +  a,.,„^,.JL_^  +  ..  +  «..„_^. 

(*  =  l.._p) 

aufzulösen;  dafs  dies  möglich  ist,  können  wir  nach  Art.  57  stets  an- 
nehmen.    Die  Ausdrücke  (ÄiAk)  sind  nach  dem  eben  Gesagten  lineare 
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Koinbinationeu  der  Äff,  aber  andrerseits  von  den  Ableitungen 

IL,.  iL 
cx^       ex 

frei,  also  in  der  That  identisch  null. 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dals  p 
Gleichungen  der  Form  (5)  ein  Jacobi'sches  System  bilden,  schreiben 
sich  daher  folgendermafsen : 

(6)  Äi{ak,p+})  —  Ai^iai^p^j^  ee^:  0     (i,  Jc=l  .  .p-^  h  =  1, ,  .  n  —  p>) 
oder  etwas  ausführlicher: 

60.  Führt  man  mittels  der  Formeln 

(7)  Pi  =  (pi{x^  .  .Xn)         {i=\  ..  n) 

statt  der  Xi  die  neuen  Variabein  y^  .  .  yn  in  die  Ausdrücke  Xkf  ein, 
so  mögen  sich  diese  letzteren  bez.  in  die  folgenden 

n 

verwandeln.  Dann  geht  der  Ausdruck  Xi{Xkf)  in  Yi{Ykf) ^  ebensd 
der  Ausdruck  X^^Xif)  in  Yk(Yif\  also  der  Klammerausdruck  {XiX^ 
direkt  in  ( Yi  Y^)  über. 

yNimmt    also    ein  p-gliedriges    (vollständiges    oder    unvollständige 
System  (1)  vermöge  der  Variaheintransformation  (7)  die  Gestalt 

an,  so  verwandelt  sich  gleichzeitig  das  Gleichungensystem 

(8)  X,f  =  0,  (X,:Z,)  =  0,      (i,h  =  l..p) 
in  das  folgende: 

Y,f=0,{Y,Yk)  =  0        {i,l  =  l..py\ 

■     Wir  drücken  dies  dadurch  aus,   dafs  wir  sagen:    das  Gleichungen- j 
System  (8)  ist  mit  dem  System  (1)  „invariant  verhniqjft"^) 

Wenden  wir  den  eben  erhaltenen  Satz  auf  (8)  von  neuem  an,  so 
ergiebt  sich,  dafs  auch  das  Gleichungensystem 

X,:/'=0,     (X,Z,)==0,     {XdX,Xi))  =  0     {{XiXk)(X,Xi))  =  0 
{i,k,h,l=  1  .  ,p) 


I 


1)  Engel  II. 
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mit  (8),  oder  was  dasselbe  besagt,  mit  (1)  invariant  verknüpft  ist, 
d.  h.  sieb  vermöge  (7)  in  das  entsprechende,  aus  dem  Yif  gebildete 
System  verwandelt;  durch  Wiederholung  dieser  Schlufsweise  erhält  man 
eine  gewisse  Anzahl  von  Systemen  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen, die  mit  dem  ursprünglichen  invariant  verknüpft  sind. 

Als  KoroUar  dieses  Satzes  ergiebt  sich  noch,  dafs  durch  eine  be- 
liebige Variabeintransformation  jedes  ^-gliedrige  vollständige  System 
wieder  in  ein  solches,  ebenso  jedes  ^-gliedrige  Jacobi'sche  System 
wieder  in  ein  ^-gliedriges  Jacobi'sches  System  verwandelt  wird.  Auch 
erkennt  man  sofort,  dafs  die  Gliederzahl  r  desjenigen  vollständigen 
Systems,  dem  nach  Art.  58  alle  etwaigen  Lösungen  eines  unvollständigen 
Systems  (1)  genügen,  bei  jeder  Yariabelntransformation  invariant  bleibt. 

61.  Wir  wollen  nunmehr  die  Frage  nach  den  gemeinsamen '  Lö- 
sungen des  ^-gliedrigen  Jacobi'schen  Systems  (5)  beantworten;  dies 
System  werden  wir  kurz  mit  J  bezeichnen.     Es  seien 

n  —  1  unabhängige  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung 
(10)  0  =  ,VE.^  +  2fa„^. 

^  p-\-l  "^ 

Die  n  —  1  Funktionen  (9)  sind  hinsichtlich  x^  . .  Xn  unabhängig  (Schlufs- 
satz  des  Art.  46);  die  Funktionen  x^  .  .  Xp  können  mit  X2  .  .  Xp  iden- 
tifizirt  werden.  Wir  führen  dann  die  Funktionen  (9)  nebst  x^'  e^  x^ 
als  neue  Variable  in  J  ein,  wodurch  dieses  System  nach  Art.  51  die 
folgende  Form  erhält: 


(j') 


P  +  \ 


l  P  p-\-i  * 


Diese  p  Gleichungen  bilden  nach  der  vor.  Nr.  wieder  ein  Jacobi'sches 
System;  insbesondere  hat  man: 

oder  also: 
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(1.  h.  die  Koeffizienten  der  p  —  1  mit  J'  bezeichneten  Gleichungen 
sind  von  x/  unabhängig.  Durch  unsere  Transformation  ist  also  die 
Aufsuchung  der  gemeinsamen  Lösungen  von  J  auf  die  Integration  des 
p  —  1-gliedrigen  Jacohi  sehen  Systems  J'  in  n  —  1  Independenten  zurück- 
gefilhrt.  Denn  aus  jeder  Lösung  (p(x^  .  .  Xn)  von  J'  erhält  man  ein 
Integral  von  J",  wenn  man  die  x[  durch  die  x  ausdrückt,  und  jede 
Lösung  von  J  wird  auf  diesem  Wege  erhalten. 

Auf  J'  wenden  wir  jetzt  dieselbe  Schlufsweise  an.     Es  seien 

(  XX  )  X^    X^     m  .  Xp    Xp-^±  •  •  Xfi 

n  —  2  unabhängige  Integrale  der  Gleichung ^gY  =  ö;  die  p  —  2 
ersten  dieser  Funktionen  sind  mit  x^  . .  Xp  identisch.  Führt  man  die 
Gröfsen  (11)  nebst  x^'  ==  x^  als   neae  Variable  in   J'   ein,   so   erhält 

man  die  Relation  j-Ar  ==  0  und   ein  p  —  2  -  gliedriges ,   von  x^'   ganz 

unabhängiges  Jacobi'sches  System  J"  mit  den  n  —  2  Independenten 
(11);  und  jede  Lösung  von  J"  liefert  eine  Lösung  von  J  und  um- 
gekehrt. Durch  Wiederholung  dieser  Schlufsweise  gelangt  man  end- 
lich zu  einer  homogenen  partiellen  Differentialgleichung: 

n 

deren  Koeffizienten  nur  von  den  Variabein 

(12)  :r(^-i),  x^p-^) . .  x^P-^) 

abhängen.      Jede    Lösung   q){x^~^'^ . .  x^p~'^^)    dieser    Gleichung    liefert] 
wenn  man  der  Reihe  nach  zu   den  vorhergehenden  Variabelhsystemen^ 
endlich  zu  den  x-^  . ,  Xn  zurückgeht,  ein  Integral  von  J^p—^\  Jip—^) , .  J'^ 
und  umgekehrt  erhält  man  aus  jeder  Lösung  von  J  durch  die  benutztei 
Variabeintransformationen    eine    solche    der   partiellen    Differentialglei- 
chung J(p-'^\ 

Ein  p-gliedriges  Jacobi'sches  System  in  n  Independenten  besitzt  daher 
n — p  und  nicht  7nehr  unabhängige  Lösungen;  sein  allgemeinstes  Integral 
ist  eine  arbiträre  Funktion  dieser  letzteren. 

Die  Ermittelung  jener  n  —  p  unabhängigen  Lösungen  erfordert 
nach  dem  Vorigen  die  Integration  je  einer  homogenen  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  in  n^  n  —  1,  ..  n — i>  +  l  Independenten,  von 
der  bezw.  ^  —  1,  p  —  2,  ..  1,  0  Integrale  von  vorneherein  bekannt 
sind,  also  nach  Art.  51  pmal  je  eine  Operation  n—pj  n — p  —  1, 
■  •  3,  2,  1. 

1)  Es  wird  x^X)  ==!  a?/,  x^^)  =  x!'  etc.  gesetzt. 
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62.  Wir  wollen  nun  die  analytische  Beschaffenheit  der  n — j) 
unabhängigen  Lösungen  von  J  näher  untersuchen.^)  Es  sei  Xj^  .  .  Xn^ 
ein  Punkt  allgemeiner  Lage  (Art.  57).  Dann  sind  alle  Koeffizienten 
ttik  des  Jacobi'schen  Systems  J,  das  durch  Auflösung  der  Gleichungen 
(1)  entsteht,  an  der  Stelle  x^\  .  XrP  regulär  (Art  3;  Art.  38,  5),  6)). 
Es  werde  der  Einfachheit  halber  x^^  =  0,  .  .  xj^  =  0  angenommen. 
Unter  den  Funktionen  (9)  verstehen  wir  jetzt  die  Hauptintegrale  der 
Gleichung  Ä^f=0  hinsichtlich  ^^  =  0  (Art.  46).  Die  x!  hängen  dann 
mit  den  Xi  folgendermafsen  zusammen: 

(i  ==  1  . .  ^ ;  Je  =  1  .  .  n  —  p) 

(13)  Xi  =  Xr,   Xp^k  =  OCp^k  —  ^/$yt(—  ^i',  <  •  .  OCn) 

wo  ^k  beidemale  dieselben  Potenzreihen  bedeuten.  Die  Koeffizienten 
aik  des  Jacobi'schen  Systems  J'  erhalten  jetzt  die  Form: 

dXf^'        >S        dxf! 
^'*  —  ä^  +  ^'^''  J^     {i  =  2..p',  h==p  +  l..n) 
'  *        p+i  * 

wenn  rechts  die  Xi  mittels  (13)  durch  die  x/  ausgedrückt  werden. 
Da  aber  a/k  von  x^'  frei  ist,  so  kann  man  darin,  ohne  seinen  Wert  zu 
ändern,  x^'  durch  0  ersetzen.     Man  hat  nun: 

also  folgt: 

Die  Form  des  Jacobi'schen  Systems  J'  kann  also  sofort  angegeben 
werden,  auch  für  den  Fall,  dafs  der  Zusammenhang  zwischen  den  x- 
und  den  x-,  nicht  bekannt  wäre.  Da  die  alk  an  der  Stelle  a^g'  =  0  .  .  rc/  =  0 
regulär  sind,  so  können  wir  unter  den  Gröfsen  (11)  die  Hauptintegrale 
der  Gleichung  A^f  =  0  hinsichtlich  x^'  =  0  verstehen.  Wie  soeben 
erkennt  man,  dafs  die  Koeffizienten  a/i,  des  Jacobi'schen  Systems  J'' 
nunmehr  folgende  Form  annehmen: 

aä  EEE  aik{Oj  0,  x^''x^' . .  Xn'). 

Die  Funktionen  (11)  sind  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Gröfsen 
x^  . .  Xn,  und  reduziren  sich  vermöge  X2  =  0  bezw.  auf  x^'  . .  a;,/;  sie 
sind  also,  in  den  ursprünglichen  x  ausgedrückt,  nach  Art.  38,  6)  ge- 
wöhnliche Potenzreihen  von  x^x.^  . .  Xn ,  die  sich  vermöge  x^  =  0,  x^  =  0 


1)  Ue  I,  89. 
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bezw.  auf  x.^  .  .  x^  reduzireu.  Schliefst  man  in  dieser  Weise  weiter, 
d.  h.  versteht  man  allgemein  unter 

_^a-— 1)  ^^(A-— 1)      'T^^'— 1) 

'   k  -'  '   A-  -f- 1       '  '   '   n 

die  Hauptintegrale  der  ersten  Gleichung  des  Jacobi'schen  Systems  J^^'~^^ 
hinsichtlicli  xf'~^^  =  0,  so  gelangt  man  durch  das  Verfahren  der  vorigen 
Nr.  schliefslich  zu  einer  partiellen  Differentialgleichung  J^i'~~^\  deren 
Koeffizienten  die  Form 

«<r "  ^  «m(0,  . .  0,  «^"-^f^-/) .  .  «Jf-«)     Q:  =p  +  l..n) 
besitzen.    Die  x^p~'^^  sind  dabei  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Variabein 

p — 1        p  n  ' 

die  sich  vermoore  x'^'P~y^  =  0  bezw.  auf  x'^p~^'^  .  .  x^p—'^^  reduziren,  ferner 

o         p  —  1  p  n  ^ 

sind  sie  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Variabein 

p  —  2  n  ? 

die  sich  vermöge  x^p~^^  =  0,  x^p~^^  =  0  bezw.  auf  x^p~^^  .  .  x'^p~^^  re-1 

O  P 2  '  p 1  i'  W  J 

duziren,  etc.,  schliefslich  sind  sie  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x^ . .  a?^ 
die  für  x-^  =  0  .  .  Xp—i  =  0  bezw.  in  Xp  .  .  x^  übergehen. 
Wir  bezeichnen  nun  mit 

x^Pi,  .  .  x^p) 

die  11 — p  Hauptintegrale  von  J^p-^\  die  sich  für  ^(^-i)  =  0  bezw.j 
auf  x^^P~^^^  .  .  cc^P-'^^  reduziren;  diese  liefern  dann,  in  den  ursprünglichen j 
Variabein  x  ausgedrückt,  n  — p  Integrale  Ji^h^ . .  K-p  des  Jacobi'schenj 
Systems  J",  welche  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x-^^  . .  Xn  sind,  und! 
sich  für  x^  =  0^  . .  Xp  =  0  bezw.  auf  Xp^i .  .  x^  reduziren.  Umgekehrt^ 
besitzt  J  ein  derartiges  System  von  Lösungen,  so  verwandelt  es  sich 
offenbar  beim  Übergang  zu  den  Variabein  x^p~^^  in  das  System  der 
Hauptintegrale  von  Jip-^)  hinsichtlich  ^(^-i)  =  0.  Indem  wir  statt 
der  Stelle  0,  .  .  0  einen  beliebigen  Punkt  xP  allgemeiner  Lage  be- 
trachten, können  wir  den  Satz  aussprechen: 

^,Sind  alle  Funktionen  l^«  an  der  Stelle  x^  . .  x^  regulär  und  ver- 
sclnvindet  die  Determinante  (3)  daselbst  nicht,  so  besitzt  das  vollständige 
System  (1)  oder  auch  das  damit  äquivalente  Jacohi'sche  System  (5)  ein 
und  nur  ein  System  von  n — p  unabhängigen  Lösungen: 

(14)  hiix^x^^  . .  Xn)         (i=l,2  .  .n  —  p), 

tvelche  an  der  Stelle  x^ . .  Xn  regulär  sind,  und  sich  vermöge  der 
Suhstitution 
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/ 1  K  \  ff       /y>    0        /Y>       /y<    0  /yi       /y»    0 

\l.%Jj  tX/j     «4/-«     .      tK/t)    «X/Q       •    •    ^fi    "^C 

redmiren;  diese  Lösungen  heifsen  die  Haupt  integrale  des  Systems  (1) 
hinsicJitlich  x^  =  x^  , .  Xp  =  Xp^. 

Jede  andere,  an  der  Stelle  xP  reguläre  Lösung  von  (1)  hat  die 
Form  (pQiJi^.  .h^_\  wo  (p  an  der  Stelle  x^  ,^  .  .  x^  regulär,  im 
Übrigen  beliebig  ist.     Daraus  folgt: 

Ist  unter  den  Annahmen  des  vorigen  Satzes  die  Funktion 

(16)  9(^P  +  l?    ^P+2    "    OCn) 

an  der  Stelle  x^,^x^,^..xj^  regulär,  im  übrigen  willkürlich ^  so  gieht 
es  ein  und  nur  ein  Integral  des  vollständigen  Systems  (1),  welches  an 
der  Stelle  x^  . .  x^P  regulär  ist  und  vermöge  der  Substitution  (15)  in  die 
vorgeschriebene  Funktion  (16)  übergeht;  dieses  Integral  wird  durch 
(pQii  . .  hn—p)  dargestellt  y  und  heifst  das  ,jallgemeine  Integral  des  voll- 
ständigen Systems  (ly. 

Wir  wollen  kurz  andeuten,  wie  man  diesen  Satz  direkt  beweisen 
kann.  Denkt  man  sich  die  in  dem  vorigen  Satze  definirte  Integral- 
funktion in  eine  Potenzreihe  der  Form  (1)  pag.  44  entwickelt,  so  sind 
auf  Grund  der  Angabe,  dafs  sich  die  gesuchte  Funktion  vermöge  (15) 
auf  (p{Xp^i  . .  Xn)  reduziren  soll,  alle  Koeffizienten  der  Form 

bekannt.  Alle  andern  Koeffizienten  lassen  sich  dann  mit  Rücksicht 
auf  den  Satz  4)  des  Art.  38  aus  dem  gegebenen  Jacobi'schen  System 
(5)  und  den  Relationen,  die  hieraus  durch  unbegrenzt  wiederholte  par- 
tielle Differentiationen  nach  den  Xi  folgen,  der  Reihe  nach  berechnen; 
dafs  sich  so  für  jeden  Koeffizienten  c^^ . .  «.^  immer  nur  je  ein  Wert  er- 
giebt,  erweist  sich  als  eine  Folge  der  Identitäten  (6).  Es  erübrigt 
dann  noch,  die  Konvergenz  der  so  erhaltenen  Reihenentwickelung  nach- 
zuweisen. ^) 

63.  Ganz  ähnlich  wie  in  Art.  46  schliefsen  wir  jetzt: 
„Ist  die  Stelle  x^^  . .  x^  wie  vorhin  defmirt^  so  sind  irgend  n  —  p 
unabhängige^  an  der  Stelle  x^  . .  XyP  reguläre  Lösungen 

(17)  fi  F^  (pi{\y  \  .  .  hn-p)         {i=\,2  .  .n—  p) 

insbesondere  hinsichtlich  der  Variabein  Xp^iXp^2  -  -  oCn  unabhängig." 
Dies  läfst  sich  auch  folgendermafsen  zeigen: 
Da  der  Annahme  nach  die  Identitäten: 


1)  Vgl.  z.  B.  Meray  I  217. 

V.  Weher,  Das  Pfaffschß  Problem. 
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(h  =  1  . . P'^  i  =  1  . .  n  —  2^) 


bestellen,  und  nicht  alle  n  —  p- reihigen  Determinanten  der  Matrix 


(18) 


2  «2 

if„-p 

K-p 

24-. 

docj^         dx.2 


dx^ 


verschwinden,  so  sind  die  beiden  Matrices  (2)  und  (18)  lzorrespondirend^)\ 
ist  somit  ß  die  p-reihige  Determinante,  die  aus  der  li^^'^y  h^^^^  . .  V^'^ 
Spalte  von  (2)  besteht,  und  ^'  die  dazu  komplementäre  n — jp-reihigej 
Determinante  von  (18),  die  also  erhalten  wird,  wenn  man  die  Spalten 
mit  den  Indices  \h^..hp  aus  (18)  fortläfst,  so  existirt  eine  von  der 
Wahl  dieser  Indices  unabhängige  Funktion  q{x^  . .  x,^,  derart,  dafs 
identisch 

Die  zu  der  Determinante  (3)  komplementäre  ist  die  folgende 

//l  /2  •  •    fn—p\ 

und    da  q  nicht  identisch  null  sein  kann,    so  ist  unsere  Behauptung] 


(19) 


erwiesen. 


Die  Funktion    q    heilst   ein   „lÄe' scher   Multiplikator^'^)    des   voU-j 
ständigen  Systems  (1);  in  diesem  Begriff  ist  der  des  Jacobi'schen  Mul^j 
tiplikators  als  Spezialfall  (p  =  1)  enthalten,   und  es  läfst  sich  für  ihn 
eine  ganz   analoge  Theorie   entwickeln,   wie   für  den  letzteren,  worauf 
wir  aber  nicht  eingehen  können. 

Ist  x^ . .  Xn  ein  Punkt  allgemeiner  Lage,  und  sind  die  fi  wie 
vorhin  definirt,  so  läfst  sich  jede  an  der  Stelle  xP  reguläre  Lösung 
des  Systems  (1)  auch  als  Funktion  von  f-^f^  . .  fn—p  allein  darstellen. 
Daraus  folgt  sofort?  dafs  das  Gleichungensystem,  welches  sich  durch 
Nullsetzen  aller  n  —  p  -\-  1 -reihigen  Determinanten  der  Matrix 


dx^     dx^ 


^fn. 


df 


dx^       dx^ 


dx^     dx^ 


dx„       d  x„ 


1)  s.  z.  B.  Gordan-Kerschensteiner  I  95, 

2)  Lie  Math.  Ann.  11  p.  501;  Mayer  Math.  Ann.  12  p.  132. 


I 


«A 

ih 

ih-. 

df 

dx, 

ex,     ■ 

dx. 

dx, 

^h 

df. 

'ifn-. 

df 

8*p+i 

»^,.+1 

^S+x 

^*j.+i 

dx^ 
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ergiebt^  im  Sinne  von  Art.  10  mit  dem  System  (1)  äquivalent  ist;    es 
kann  auch  ersetzt  werden  durch  die  folgenden  Gleichungen 


=  0        (^=l.._p). 


Denn  erfüllt  f  diese  Relationen,  so  verschwinden  nach  Art.  7  über- 
haupt alle  n  —  jp  +  1-reihigen  Determinanten  von  obiger  Funktional- 
matrix, da  die  Determinante  (19)  nicht  identisch  null  ist. 

Kennt  man  die  Lösungen  f^f^  .  .  fn—p',  so  gewinnt  man  die  Haupt- 
integrale hi^  indem  man  die  Relationen 

in  der  Form 

xl^i  =  hi(x^X2  .  .  Xn)       (i  =  1  .  .n  — p) 
auflöst. 

Wir  erwähnen  noch  folgenden  Satz,  der  sich  durch  eine  ganz 
ähnliche  Betrachtung  wie  das  Theorem  des  Art.  49  ergiebt: 

„Ist  das  System  (1)  vollständig,  und  x^^  .  .  Xn^  ein  PunM  allgemeiner 
Lage  (Art.  57),  bedeutet  ferner  ifj^Xp^i . .  Xn—i)  eine  arbiträre  Funldion, 
die  an  der  Stelle  x^  ,^ . .  x^^_^  regulär  ist  und  daselbst  den  Wert  x^ 
annimmt,  so  besitzen  die  nicht  homogenen^  lineareji  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

(2^)  ^'^'^T^^-^'^  =  ^        {h=l..p) 

mit  der  unbeMnnten  Funktion  Xn  und  den  unabhängigen  Variabein 
^1'  •  ^n—i  ^^^^  ^^^^  ^^^  ^^'^^  ^^  ^^  Stelle  Xj^ . .  xl_^  reguläre  Integral- 
funldion  ic„,  die  bei  der  Substitution 

/y*       -— — -    /y>    0  /VI       --— -.    /y»    0 

in  die  vorgeschriebene  Funktion  il;(Xp-^i .  .  Xn—i)  übergeht  Diese  Integral- 
fvmktion  ergiebt  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung 

hn-p  =  tpihjl^  .  .  hn-p-i) 

nach  Xn" 

Die  allgemeinste,  an  der  Stelle  xP  reguläre  Integralfunktion  des 
obigen  Systems  kann  demnach  auch  durch  eine  willkürliche  Relation 
der  Form 

6* 
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definirt  werden^).  Aufser  den  genannten  Integralfunktionen  kann  das 
genannte  System  nicht  homogener  partieller  Differentialgleichungen  nur 
noch  Integralfunktionen 

Xn  =  t,[X^Xi^  .  .  Xji  —  l) 

von  der  Eigenschaft  besitzen,  dafs  vermöge  dieser  Relation  alle  p- 
reihigen  Determinanten  der  Matrix  (2)  null  sind. 

64.  Bedenkt  man,  dafs  ein  mehr  als  j9-gliedriges  vollständiges 
System  nicht  n  —  p  unabhängige  Lösungen  besitzen  kann,  so  erhält 
man  mit  Rücksicht  auf  Art.  61  den  folgenden,  oft  zu  benützenden  Satz: 

Besitzt  ein  p-gliedriges  Gleichungensystem  der  Form  (1)  n — p 
Lösungen,  die  hinsichtlich  Xp^iXp -^2  •  •  ^n  unabhängig  sind,  so  ist  es  voll- 
ständig und  nach  den  Ableitungen  ^^  ^-^  •  •  :^-^  auflösbar. 

Beiläufig  ergiebt  sich  noch: 

Besitzt  ein  System  von  mehr  als  p  linearen  homogenen  partiellen 
Differentialgleichungen  in  n  Independenten  n  — p  unabhängige  Lösungen, 
so  reduzirt  es  sich  auf  höchstens  p  linear  unabhängige  Gleichungen. 

65.  Die  Gleichungen 

n 

(21)  -B./^^''2.-«^=0        (*  =  l-.l') 

mögen  ein  j?-gliedriges  Jacobi'sches  System  bilden,  d.  h.  es  sollen  die 
Bedingungen 

(22)  -Bi{B,f)-B,{B,f)  =  Q        {i,h=^\..p)        ' 

identisch  erfüllt  sein.  Ist  dann  <p  ein  Integral  der  Gleichung  Bif  ==  0, 
so  ist  auch  jeder  Ausdruck  der  Form  BkCp  ein  Integral  dieser  Gleichung^); 
dies  folgt  unmittelbar,  wenn  in  (22)  die  Funktion  f  durch  cp  ersetzt 
wird.     Es  seien  nun 

(23)  AA--f.-p 

unabhängige  Lösungen  des  Jacobi'schen  Systems  (21);  die  p  —  1 
Gleichungen 

(24)  BJ=  0,  BJ=  0,  . .  B,^if==  0,  ^,+1/"==  0,  •  •  ^pf=  ^ 
bilden  ein  jp— 1-gliedriges  Jacobi'sches  System,  das  aufser  (23)  noch  eine 


1)  Einen  etwas  allgemeineren  Satz,   der  demjenigen  des  Art.  49  analog  ist, 
s.  bei  Mayer,  Lpz.  Ber.  1899  p.  16. 

2)  Jacobi  I  Bd.  5,  pag.  29;  vgl.  Clebsch  IV,  260. 


I 
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11 — ^  +  1*^,  von  den  fi  unabhängige  Lösung  xpi  besitzt.  Dann  ist 
die  Funktion  J5,-^/  nicht  identisch  null,  und  nach  dem  oben  Gesagten 
ebenfalls  eine  Lösung  von  (24),  d.  h.  es  besteht  eine  Identität  der  Form: 

Definirt  man  jetzt  die  Funktion  qp»  durch  die  Formel 

so  ist  Bi(pi  ^  1,  und  es  folgt: 

Bilden  die  Gleichungen  (21)  ein  ^-gliedriges  Jacobi'sches  System, 
so  giebt  es  immer  ii  augenscheinlich  unabhängige  Funktionen 

derart,  dafs  identisch: 

{2Q)    B,f,  =  Bi(pk  =  0,  Bi(pi=l     (i,Jc=l..p',h  =  l.,n—p\ 

Umgekehrt,  giebt  es  ein  solches  Funktionensystem,  so  bilden  die 
Gleichungen  (21)  ein  Jacobi'sches  System,  da  ja  jede  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  (22)  von  allen  n  unabhängigen  Funk- 
tionen (25)  befriedigt  wird,  also  für  jedes  f  identisch  erfüllt  sein  mufs. 

Ist  das  Jacobi'sche  System  (21)  mit  dem  vollständigen  System 
(1)  äquivalent,  d.  h.  bestehen  Identitäten  der  Form 

p 
(27)  X,f=^'QuB,f       (i^l..p), 

1 

so  sind    die  Funktionen  (23)  n — p   unabhängige  Lösungen  von   (1). 
Ersetzt  man  in  (27)  die  Funktion  f  durch  cpk,  so  folgt  mit  Rücksicht 

auf  (26): 

Xi(pk  ^  Qik        (i,  /v  =  1  .  .  p). 

Umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  und  ist  die  Determinante  |  qu^  \  nicht 
identisch  null,  so  bestehen  die  Identitäten  (26),  also  bilden  die  Glei- 
chungen (21)  ein  mit  (1)  äquivalentes  Jacobi'sches  System.  Damit 
haben  wir  folgenden  Satz  gewonnen: 

Man  erhält  das  allgemeinste,  mit  dem  vollständigen  System  (1) 
äquivalente  Jacohi'sche  System 

(21)  BJ=0,B,f^O,  ..  Bpf=0, 

indem  man  p  Funktionen  (Pi(p^^  •  •  %,   beliebig  wählt ^  doch  so,  dafs  die 
Determinante 

I  Xiq)k  I  {i,Jc=  1  .  .p) 
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nicht  identisch  verschwindet,  und  die  Relationen 

p 
Xif=^X,cp,  .B,f        (i=l..p) 

1 

nach  den  Tlnbelzanntefii  Bkf  auflöst.^) 

Wählt  man  beispielsweise  x^X2  .  .  Xp  statt  der  (pi,  so  erhält  man 
das  mit  (1)  äquivalente  Jacobi'sche  System  (5). 

66.  Ist  das  Jacobi'sche  System  (21)  gegeben  und  kennt  man 
n — p  unabhängige  Lösungen  f^f^  .  .fn—p  desselben,  so  lassen  sich  die 
Funktionen  (piq)<^  .  .  (pp  durch  je  eine  Quadratur  bestimmen.  Denn 
führt  man  mittels  der  Variabeintransformation 

Vi  =  xi,  ykJ^p  =  fk        {i==  1  ..p-,  Jc=  [  .  .n  ~p) 
die  y  statt  der  x  ein,  so  nehmen  die  rechten  Seiten  von  (21)  bez.  die  Form 
p 

1  ^* 

an  (Art.  51).     Die  Gleichungen  B-^^f  =  0  .  .  Bpf  =  0  sind  mit 

-^  =  0      1^  =  0 

^Vi  '  '  ^Vp 

äquivalent  und  bilden  ein  Jacobi'sches  System  (Art.  60);  also  giebt  es 
p  Funktionen  ipi{y^  .  .  2/«),  derart,  dafs 

woraus  folgt: 


^'a.<^'/=^'. 

4'^y>'" 

(i^t) 

P             o... 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  sämtliche  Ableitungen 

ö— *         (^'  s  =  1  .  .  p) 

als  Funktionen  von  y^  .  .  yn  berechnen,  die  iIjs  werden  also  durch  je 
eine  Quadratur  ermittelt  und  sind  bis  auf  je  eine  additive  arbiträre 
Funktion  von  yp^i  . .  yn  bestimmt.  Durch  Übergang  zu  den  ursprüng- 
lichen Variabein  x  verwandeln  sie  sich  in  die  gesuchten  Funktionen  9), 
die  natürlich  ebenfalls  nur  bis  auf  additive  arbiträre  Funktionen  von 
/1/2  •  -fn—p  bestimmt  sind. 

1)  Vgl.  Clebsch  IV  257. 
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67.  Wir  denken  uns  das  gegebene  vollständige  System  (1)  durch 
ein  äquivalentes  Jacobi'sches  System  (21)  ersetzt.  Dann  läfst  sich  aus 
dem  zu  Anfang  des  Art.  65  aufgestellten  Satz  folgende  Methode  zur 
Integration  des  Systems  (21)  gewinnen. 

Von  der  partiellen  Differentialgleichung 

(28)  BJ=0 

sind  von  vorneherein  die  Integrale  q)^^^  -  •  ^p  bekannt;  wir  denken  uns 
ein  weiteres  Integral  x^  dieser  Gleichung  bestimmt.  Dann  sind  auch 
alle  Funktionen 

(2^0  ^2  =  ^2Xu  Xs  =  A%2  '  •  %i  =  ^ai~i 

Integrale  der  Gleichung  (28).  Da  diese  Gleichung  nicht  mehr  als  n  —  1 
unabhängige  Integrale  besitzen  kann,  so  muls  es  einen  kleinsten  Index 
i  geben,  derart,  dals 

(30)  .      B^Xi  =  0(^2,  9^3  •  •  9^py  Xu  X2>  •  •  Xd- 

Es  giebt  dann,  behaupten  wir,  eine  Funktion 

^{(P2q>S'.(Ppy    XlX2"Xdf 

welche  nicht  nur  die  Gleichung  (28),  sondern  auch  die  Gleichung 
B^f=0  erfüllt.     Denn  die  Bedingung : 

schreibt  sich  mit  Rücksicht  auf  (26)  (29)  (30)  folgendermafsen: 

Dies  ist  eine  lineare  homogene  partielle  Differentialgleichung  mit 
den  Independenten  (p2f  Xi  -  •  Xn  ^^^  zugehörige  simultane  System  hat 
die  Form 

^     ~  %2    ~~   %'d    ~       ~      Xi       ~    *    ' 

die  Integration  desselben  kommt  offenbar  auf  diejenige  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung 

<^'x,      J  dx,    d\,      d^-'xÄ 

dcp^  y  «qPg     dcpl  dcp'^    y 

hinaus.  Es  sei  nun  cj^  ein  Integral  der  Gleichung  (31);  dann  ist  Oj, 
in  den  Variabein  x^  .  .  Xn  ausgedrückt,  ein  Integral  des  zweigliedrigen 
Jacobi'schen  Systems: 
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BJ==0,B,f=0 

und  augenscheinlich  keine  Funktion  von  (p^  -  >  (pp  allein.  Dieses  zwei- 
gliedrige Jacobi'sche  System  wird  auch  von  allen  Funktionen 

cog  ^^  ^3  G>i ;  03  '^  B^  ojg  etc. 

erfüllt,  und  es  giebt  einen  kleinsten  Index  Ic^  derart,  dafs 

Bestimmt  man  dann  eine  Lösung  W^  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

worin  (p^ ,  cj^  .  .  (d^  als  Independente  figuriren,  so  ist  a^  eine  gemein- 
same, von  94  .  .  qpp  unabhängige  Lösung  des  dreigliedrigen  Jacobi'schen 
Systems 

BJ=0,B,f=^0,jB,f=0. 

Indem  man  in  dieser  Weise  weiter  schliefst,  gewinnt  man,  ausgehend 
von  dem  Integral  x^  der  Grleichung  B^f  =  0,  schliefslich  mindestens 
eine  Lösung  t};  des  gegebenen  Jacobi'schen  Systems.  Führt  man  ip  statt 
einer  der  Variabein  x  als  neue  Independente  ein,  so  verwandelt  sich 
das   System   (21)   nach  Art.  51   und  60  wiederum   in   ein  ^-gliedriges 

Jacobi'sches  System,   das   die  Ableitung  ^  nicht  enthält,  mithin  als 

System  mit  nur  n  —  1  Independenten  betrachtet  werden  kann.  Auf 
dieses  System  läfst  sich  dann  obiges  Verfahren  von  neuem  anwenden  etc. 
bis  alle  n  —  p  unabhängigen  Lösungen  von  (21)  gefunden  sind.  Oft- 
mals erreicht  man  diesen  letztern  Zweck  auch  dadurch,  dafs  man  bei 
dem  vorhin  geschilderten  Verfahren  der  Reihe  nach  von  mehreren 
unabhängigen  Integralen  der  Gleichung  B^f  =  0  ausgeht. 

Wir  wollen  diese  Methode  durch  zwei  Beispiele^)    erläutern.     Die 
Gleichungen 

^iT  —  ^1  ^^^-      ^2  -^^^  -r  ^3  ^^^  —  ^4  ^^^  —  ^ 
-Rf—      l^j_      IL  ^f  IL  —  n 

1  ^  o  4 

bilden  ein  zweigliedriges  Jacobi'sches  System;  ^^j^^a^^rTg  ist  ein  Inte- 
gral der  ersten  Gleichung;  dasselbe  gilt  daher  von  den  Funktionen: 


1)  Goursat  I  Chap.  2,  p.  69. 
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und  man  hat: 

^2^3^  — 4%2- 

Wir  suchen  eine  Funktion  ^(xif  X27  Xs))   ^i®  auch,  die   Gleichung 
B2f  =  0  erfüllt.     Man  findet  die  Bedingung: 

Das  zugehörige  simultane  System 
besitzt  die  Integrale: 

womit  zwei  unabhängige  Lösungen  des  gegebenen  Systems  gefunden  sind. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir   das   dreigliedrige  Jacobi'sche 
System : 

^if^  i^ + ^  P- + ^^  ¥- = 0 

^'         cx^     '    2iC2^4  ox^    '    "ix^x^^  dx^ 
^'  öx^  2  0^2     ox^     '        2^2      cx^ 

-D   f  — —    ^  t        I        ^1  ^3       ^/         I      ^1  ^3  '^S      ^/     rj 

^'        dx^    '     a?2a74    ^^4  "^  a?2^4^    ^iCg 
Die  Funktion  x^x^ee^Xi  ist  eine  Lösung  von  Bc^f  =^  0-^    man  hat 


womit   eine    gemeinsame  Lösung    der   ersten    zwei   Gleichungen  schon 
gefunden  ist. 

Man  findet  femer 

B  Y    ~  ^^»^«  =E  ^  . 

U/g  .X/4  O/j 

Soll  daher  die  Funktion  ^(^3,  ^2)  ^i®  dritte  Gleichung  befriedigen, 
so  mufs  man  haben 

3  dx^    '     iCg    ^;u2 
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Das  zugehörige  simultane  System  hat  die  Form: 


also  das  Integral 


du. 
2%. 

_äx, 

^8 

_      ^5 

Die   Gleichung   B^f  =  0    besitzt   ferner    die    Lösung    w^  == 


2^4  J 


und  man  hat  B^(o^^x^^'^  soll  daher  die  Funktion  Q^ix^x^a^  der 
ersten  Gleichung  genügen,  so  mufs  man  haben: 

also  5i  ^  Ol — ^3^^i;  die  beiden  ersten  Gleichungen  werden  daher 
von  der  Funktion  x^x^^  —  x^x^^  erfüllt,  und  dies  gilt  auch  für  die 
dritte  Gleichung;  das  gegebene  Involutionssystem  besitzt  also  die  un- 
abhängigen Lösungen: 


/y    /y   ^  /y    rp   o 

1     3  2     4  1 


X 


X^  x^ 


68.  Ist  (21)  ein  Jacobi'sches  System,  dann  und  nur  dann  bilden 
die  Gleichungen 

(32)  0  =  If  +  £./-  i?//-=  0        {i=l,2..p) 

ein  2>gliedriges  vollständiges  (und  zwar  Jacobi'sches)  System   mit  den 
Independenten  x^x^. .  Xn,  t^,t^  .  .tp.     Denn  die  Gleichungen 

(J5/Ä')  =  {BiB,)  =  0 

können  nur  dann  eine   Folge  von  (32)   sein,    wenn  sie  identisch    er- 
füllt sind.     Das  System  (32)  besitzt  die  n  unabhängigen  Lösungen 

flf2  '  '  fn-p,    ^1  +  9^1;    —   ^2  +  9^2?    •  •    ^P  +  ^P' 

Sind  die  n  Funktionen  fij  cpk  an  der  Stelle  x^^  . .  Xn^  regulär  und 
ist  ihre  Funktionaldeterminante  daselbst  nicht  null,  bedeutet  ferner 
x^' .  .  Xn  ein  Wertsystem  in  der  Umgebung  dieser  Stelle,  so  erhält 
man  durch  Auflösung  der  Relationen 

(33)  fi(oo^oo^  .  .Xn)=  fiix^x^  .  .  Xn)  (^  =  1  .  .  n  —p) 

—  4  +  (pk{x^X^  .  .  Xn)  =  (pk^OO^X^'  .  .  Xn)  Qc  =  1,  •  •  p) 

die  Gleichungensysteme: 

(34)  xi  =  Xi  +  ^i{x^  —  X, 

(35)  Xi  =  xi'+  ^i(x^'—  x^ 

worin    die    ^i    beidemale    dieselben    Potenzreihen    bedeuten    und    für 
^1  =  0  .  .  ^p  =  0  verschwinden.     Die  rechten  Seiten  von  (34)   sind  die 


.  0 

1  ?  • 

.  Xn           Xn  y  ^ij  ^2)  '  '  ^p) 

(i=l. 

.n) 

.  0 

1 

'  ^n             ^n  ;            ^l;            ^2 

■■-tp), 
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Hauptintegrale  des  Systems  (32)  hinsichtlich  ^^  =  0,  .  .  ^^  =  0.  Die 
durch  (35)  dargestellten  Funktionen  genügen,  wie  man  leicht  erkennt, 
für  jedes  beliebige  Konstantensjstem  x!  identisch  den  partiellen  Differen- 
tialgleichungen: 

^  .     Oki\X^X2  .  .  Xjijj 

wenn 

gesetzt  wird. 

69.  Sind  oi — p  Lösungen  f^f^  .  .  fn—p  des  vollständigen  Systems 
(1)  gegeben,  so  definiren  die  Gleichungen 

(36)        fi{x^X2  .  .  X2)  =  Ci     (i  =  1  .  .n  — j?;  Ci  =  arb.  Konst.) 

eine  „Zerlegung^)  des  Raums  Bn{x^. .  Xy^^  in  n — ^-fach  unendlich 
viele  Punktmannigfaltigkeiten  ^p,  welche  die  „CJiaraMeristiken^'  des 
vollständigen  Systems  (1)  heifsen,  und  von  denen  wir  eine  einzelne 
mit  Cp  bezeichnen  wollen.  Durch  jeden  Punkt  x^'  .  .  Xn  allgemeiner 
Lage  geht  eine  und  nur  eine  dieser  (7^,;  sie  wird  durch  die  Relationen 
(33),  oder  auch,  wenn  das  Jacobi'sche  System  (21)  mit  (1)  äquivalent 
ist,  durch  die  Gleichungen  (34)  oder  (35)  dargestellt.  Nennen  wir 
eine  ft„_i,  die  durch  eine  Relation  der  Form 

definirt  wird,  eine  „Integralfläche^'  des  Systems  (1)  oder  des  zugehörigen 
nicht  homogenen  Systems  (20),  so  folgt  ohne  weiteres:  Die  allgemeinste 
Integralfläche  wird  von  00" -^-1  Charakteristiken  Cp  erzeugt,  d.  h. 
enthält  eine  Integralfläche  einen  Punkt  P  allgemeiner  Lage,  so  enthält 
sie  die  ganze  durch  P  gehende  Cp.  Man  kann  darnach  eine  und  nur 
eine  Integralfläche  so  bestimmen,  dafs  sie  eine  beliebig  vorgegebene 
aus  oü"-^-i  Punkten  allgemeiner  Lage  bestehende  ^n-p—i  enthält; 
die  im  Satze  des  Art.  63  p.  83  erwähnte  Fläche  erhält  man  z.  B.,  wenn 
man  die  folgende  iin—p-i: 

X^  X^     .  .  Xp  Xp   ;    Xn  =  (p\Xp^iXp~^2  •  •  «^«  —  1/ 

als  Ausgangsmannigfaltigkeit  wählt. 

Die  durch  P  gehende  Charakteristik  Cp  enthält  offenbar  auch  die 
durch  P  gehende  charakteristische  Kurve  (Art.  53)  jeder  partiellen 
Differentialgleichung  der  Form 


1)  Lie  I  Kap.  6. 
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p 


2- 

1 


,'gs{^l002  .  ,Xn)X/==0, 


insbesondere  also  aucli  die  durch  P  gehende  Charakteristik  jeder  ein- 
zelnen Gleichung  (1);  ferner  ist  jede  Cp  von  oo^-^  charakteristischen 
Kurven  jeder  der  Gleichungen  (1)  erzeugt,  also  eine  gemeinsame  clia- 
ralcteristische  ^p  der  Gleichungen  (1)  (Art.  53). 

70.  Sind  nun  p  linear  unabhängige  Gleichungen  (1)  beliebig  ge- 
geben, und  betrachten  wir  die  durch  einen  Punkt  P  gehende  charak- 
teristische Kurve  der  Gleichung  X^f  =  0,  so  erzeugen  die  oo^  Charak- 
teristiken von  X^f=Oy  die  von  den  Punkten  jener  ersten  Kurve 
auslaufen,  eine  ftg  '•>  ebenso  alle  oo^  charakteristischen  Kurven  von 
Xg/*  =  0,  die  bez.  von  den  Punkten  dieser  n^  ausgehen,  eine  fig  etc. 
So  gelangen  wir  schliefslich  zu  einer  charakteristischen  ^p  der  Glei- 
chung Xpf  =  0.  Hierbei  wurden  die  Gleichungen  (1)  in  einer  be- 
stimmten Reihenfolge  benutzt;  wählt  man  eine  andere,  so  erhält  man 
eine  charakteristische  y^p  irgend  einer  andern  Gleichung  Xif  =  0.  Sind 
nun  die  Gleichungen  (1)  beliebig,  so  werden  die  so  erhaltenen  ft^  im 
allgemeinen  verschieden  ausfallen. 

Damit  die  Gleichungen  (1)  ein  vollständiges  System  bilden,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  dafs  alle  auf  diese  Weise  erhaltenen  j  durch  P 
gehenden  ^p  identisch  sind,  und  dafs  dies  für  jeden  Punkt  P  allgemeiner 
Lage  zutrifft  Die  Notwendigkeit  der  genannten  Bedingung  folgt  un- 
mittelbar aus  der  Schlufsbemerkung  der  vor.  Nr.;  umgekehrt,  ist  diese 
Bedingung  erfüllt,  so  ist  eine  Zerlegung  des  Raums  in  oo'^—p  Mannig- 
faltigkeiten ^p  definirt,  welch'  letztere  durch  ein  Gleichungensystem 
der  Form  (36)  dargestellt  werden.  Da  aber  die  genannten  ^p  gemein- 
same charakteristische  ^p  aller  Gleichungen  (1)  sein  müssen,  so  sind 
die  fi  nach  Art.  53  gemeinsame  Lösungen  dieser  Gleichungen.  Die 
letzteren  bilden  sonach  ein  vollständiges  System  (Art.  64). 

Hat  man  z.  B.  im  B^  {xyz)  zwei  lineare  partielle  Differential- 
gleichungen: 

xf^x^+  r|^  +  z|^=0;xr.^x'|^+r|^+z'|^=o 

*     '  ex    ^         (jy  cz  '      '  ex    ^         cy    ^        dz 

und  betrachten  wir  die  durch  P(xyz)  gehenden  charakteristischen 
Kurven  C  und  C  dieser  beiden  Gleichungen,  so  erzeugen  die  durch 
die  Punkte  von  C  gehenden  oo^  charakteristischen  Kurven  von  X/'==0, 
und  ebenso  die  von  den  Punkten  von  G  auslaufenden  Charakteristiken 
von  X'f  =  0  je  eine  Fläche.  Diese  beiden  Flächen  sind  im  allgemeine 
verschieden;  sind  sie  aber  für  jeden  Punkt  P  identisch,  dann  und  nur 


i 


I 
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dann  giebt  es  oo^  gemeinsame  Integralfläclien  (p{xyz)  =  c  der  beiden 
gegebenen  Gleichungen.  Wie  man  sieht,  sind  in  diesem  Falle  die  oo^ 
Charakteristiken  C^  des  vollständigen  Systems  mit  den  Integralflächen 
identisch.  Dies  gilt  natürlich  für  jedes  n  —  1-gliedrige  vollständige 
System  in  n  Independenten,  und  nur  für  ein  solches. 


§  4.     Systeme  linearer  totaler  Differentialgleicliungen.  , 

71.^)  Wir  sagen:  ein  Punkt  F(x-^..x,^  und  ein  zu  ihm  unend- 
lich benachbarter  Punkt  P'  (a^^  -|-  dx-^^  ,  .  Xn  -\-  dXn)  bestimmen  zu- 
sammen „eine  durch  P  gehende  Richtung^^^  nämlich  die  Richtung  der 
Verbindungsgeraden  von  P  und  P',  welche  durch  die  Gleichungen  (18) 
des  Art.  44  definirt  ist.  Sind  nun  einem  Punkte  P  durch  die  p  Systeme 
von  Relationen 

dxj^         dx^  dx^  ..         .  . 

y-  =  -^  ==  •  •  -T-  (^  =  1  •  •  p) 

ebenso  viele  durch  ihn  gehende  Richtungen  zugewiesen,  so  sagen  wir, 
dieselben  seien  „linear  unabhängig",  wenn  die  p  Gröfsensysteme  |a  •  •  ^in 
es  sind,  d.  h.  wenn  nicht  alle  p-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (2) 
pag.  73  verschwinden,  oder  geometrisch  ausgedrückt:  wenn  die  zu  den 
p  Richtungen  gehörigen,  durch  P  gehenden  Geraden  nicht  in  einer 
und  derselben  ebenen  ^p—i  liegen.  Dafs  beide  Aussagen  gleichbedeutend 
sind,  erkennt  man  daraus,  dafs  unter  den  gemachten  Annahmen  genau 
n — p  linear  unabhängige  Gröfsensysteme  rjn  .  .  i]in  existiren,  die  den 
Relationen 

n 

(1)  ^  iisVks  =  0         (i=l  .  .p:,  Jc  =  l  .  .n  ~p) 

1 

genügen,  dafs  also  eine  lineare  ^p 

n 

(2)  ^^..(t-a;,)  =  0         {h  =  l..n-p) 

1 

aber  keine  lineare  ^ig  (q  <  p)  existirt,  welche  die  in  Rede  stehenden  p 
Geraden  sämtlich  enthält.  Die  allgemeinste,  durch  P  gehende  Richtung, 
die  ebenfalls  in  die  lineare  Mannigfaltigkeit  (2)  hineinfällt,  ist  durch 
die  Gleichungen 

(3)  dXi  =  (  ^'  Qh  Ihi  \dt        {i=l  ..n) 
1)  Lie  1  101  ff. 
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definirt,  wobei  dt  eine  unendlich  kleine  Konstante  und  die  qu  willkür- 
liche Gröfsen  bedeuten.  Die  Gesamtheit  dieser  oo^-^  Richtungen 
nennt  man  ein  „BüscheP*. 

72.    Ein    beliebiges    ^-gliedriges    System    partieller    Differential- 
gleichungen 

n 

(4)  X,/-=^|,,g        {i=\,2..p) 

1  * 

ordnet  jedem  Punkt  allgemeiner  Lage  ein  Büschel  von  (x>p~'^  Rich- 
tungen, oder  auch:  eine  ganz  bestimmte,  durch  P  gehende  lineare  ^p 
zu;  jenes  Büschel  wird  durch  die  Gleichungen  (3)  oder  auch  durch 
die  Relationen 


(5) 


^'Vksi^iX^  . .  Xn)dXs  =  0         (]c=l  .  .n  —p) 


dargestellt,  wenn  die  rj^s  wie  oben  definirt  sind.  Die  lineare  ^p,  welche 
dieses  Büschel  enthält,  besitzt  die  Definitionsgleichungen  (2);  sie  ist,! 
falls  das  System  (4)  vollständig  ist,  offenbar  nichts  anderes  als  die 
Tangen tial-/ip,  welche  zu  der  durch  P  gehenden  Charakteristik  Cp  im! 
Punkte  P  gehört  (Art.  44  und  69). 

Das  n  —  p-gliedrige  System  (5)  linearer  totaler  Differential-] 
gleichungen  und  das  ^-gliedrige  System  (4)  linearer  partieller  Differential- 1 
gleichungen  bestimmen  sich  wechselseitig  und  heifsen  zu  einander  „ad- 
jungirtf'.  Im  Falle  p  ==  n  —  1  erhalten  wir  die  Beziehung  zwischen] 
einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  und  dem  adjungirten 
System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  (Art.  48).  Wegen  (1)] 
sind  die  beiden  Matrices  ||  ^is  \\  und  ||  rjks  \\  korrespondirend.  Man  schliefst 
daraus  leicht,  dafs  ein  mit  (5)  äquivalentes  Gleichungensystem  erhalteuj 
wird,  wenn  man  in  der  Matrix 


(6) 


dx^ 
In 


dx^ 


»12 


dXn 

5l7l 


Ipl         bp2        •    •       bpn 

alle  p -\-  1- reihigen  Determinanten  gleich  null  setzt,  dafs  ferner  ein 
mit  (4)  gleichbedeutendes  System  durch  Nullsetzen  aller  n — p -{-  1- 
reihigen  Determinanten  des  Schema's 

dx^  dx^  dx^ 


0) 


%i 


^12 


nm 


rin-p,l       Vn-p,2 


'^n  —  p,n 
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hervorgeht,  endlich  dafs  die  Gleichungen  (5)  hinsichtlich  dXp^t  dxp^^ 
. .  dXn  aufgelöst  werden  können,  wenn  das  System  (4)  nach  ^ —  .  .  ~- 
auflösbar  ist,  und  umgekehrt.  Hat  die  letztgenannte  Auflösung  die  Form: 

SO  lautet  die  Auflösung  des  adjungirten  Systems  (5)  folgendermafsen 

(9)  dxpj^k  =  ai^p^kdx^  +  a^^pj^^kdx^  +  •  •  +  ap^p^kdxp  (k=l..n—p) 

73.    Wir   betrachten    nun    einen    beliebigen   Pfaff'schen    Ausdruck 

n 

V  =  ^  r}s(x^ x^  .  .  Xn)dXs 
1 

und  gleichzeitig  eine  beliebige  infinitesimale  Transformation 

n 
Xf=^l,(x^X^  .  .  Xn)  ~ 

Vermöge  der  Yariabelntransformation 

(10)  ^.  =  9>.(;A.-«)         (,^i^,..,) 

verwandle  sich  V  in  V  und  Xf  in  X'f^  wobei  gesetzt  ist: 


^'  =  2  ^^' (2/12/2  •  •  yn)äys',  xy=  ^  j;(«/i . .  ?/«) 

1  1 


dl 


Nun  hat  man  vermöge  (10)  identisch: 

wo  auf  den   rechten  Seiten  alles   durch   die  y  auszudrücken  ist.     Mit- 
hin folgt: 


7t  II  II  II 


Bezeichnet  jetzt   ökk    die  Einheit,   wenn  h  =  k,   und  die  Null,    wenn 
h^JCj  so  hat  man: 

nnd  infolge  dessen: 

(12)  Ä^i:%,n,^i:i:^:. 
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Dieser  Thatsache  geben  wir  dadurcli  Ausdruck,  dafs  wir  sagen: 
Die  Funktion  Ä  .  \  ^\s^]s  ist  ,,eme  simultane  Invariante  der  infinitesi- 
rnalen  Transformation  Xf  und  des  Pfaff' sehen  Ausdrucks  V".  Darnach 
drückt  die  Bedingung  A  ^^  0  eine  invariante  Beziehung  zwischen  Xf 
und  V  aus.  Nennen  wir  V;fc  die  linken  Seiten  der  Pfaff' sehen  Glei- 
chungen (5),  bedenken  wir  ferner,  dafs  jede  infinitesimale  Transfer- ; 
mation  Xf,  die  mit  allen  Pfaff'schen  Ausdrücken  V/  in  der  eben  ge- 
nannten invarianten  Beziehung  steht,  die  Form: 

(13)  ^,XJ  +  9,X,f  +  ■  ■  +  ^,X,f 

besitzt,  und  bezeichnen  wir  den  Inbegriff  aller  infinitesimalen  Trans- 
formationen (13)  als  die  zu  dem  System  (5)  adjungirte  Schar  infinitesi-\ 
maier  Transformationen,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen:  „Die  su\ 
(5)  adjungirte  Schar  infnitesimaler  Transformationen  ist  mit  dem  System' 
(5)  Pfaff' scher  Gleichungen  invariant  verlmüpft,  m.  a.  W.:  verwandelt 
sich  vermöge  der  Variabeintransformation  (10)  das  System  (5)  in  dasj 
folgende: 

n 

(14)  V/  =  ^  ^ksiViVi  . .  yn)dys  =  0, 

1 

so  geht  gleichzeitig  eine  beliebige  infinitesimale  Transformation  Xf  der 
adjungirten  Schar  (13)  in  eine  infinitesimale  Transformation 

x'f=  yi;.^ 

der  zu  (14)  adjungirten  Schar  über.  Dabei  verwandelt  sich  natürlich! 
auch  das  zu  (5)  adjungirte  System  (4)  in  das  zu  (14)  adjungirte 
System : 

0  =  X,7=  ^|;,(2/, . .  2/„)  ||- ,        (i  =  1  .  .p). 
dessen  Koeffizienten  also  den  Identitäten 

^  iisVis  =  0         {i==l  .  .p-,  h  =  l  .  .n—p) 

genügen;  d.  h.  die  Beziehung  zwischen  einem  System  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  und  dem  adjungirten  System  Pfaff'scher  Glei- 
chungen ist  gegenüber  allen  Punkttransformationen  des  Raums  Bn  in- 
variant 

74.  Ist  f  eine  gemeinsame  Lösung  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichungen (4),  so  verschwinden  alle  n — p -{- 1-reih.igen  Deter- 
minanten der  Matrix  (7);  es  giebt  also  dann  n—p  Funktionen  Qi(J2'  Qn-p 
derart,  dafs  identisch: 
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d.  h.  dafs  für  alle  Werte  der  Xi  und  ihrer  Differentiale: 

^f=  Ql^l  +  (»2^2   H h  Qn-p^n-p' 

Umgekehrt:  ist  dies  der  Fall,  so  ist  f  eine  gemeinsame  Lösung  der 
Gleichungen  (4).  Eine  lineare  Kombination  der  Ausdrücke  V«,  welche 
in  der  Form  df  darstellbar  ist,  heifst  eine  „integrahJe  Kombination" 
der  Ausdi'ücke  V^  oder  der  Pfaff'schen  Gleichungen  (5)  und  f  selbst 
wird  auch  als  ein  „Integral"  des  Systems  (5)  bezeichnet.  Jedem  ge- 
meinsamen Integral  der  Gleichungen  (4)  entspricht  demnach  eine  inte- 
grable  Kombination  (ein  Integral)  der  Gleichungen  (5)  und  umgekehrt. 
Besitzt  das  Gleichungensystem  (4)  h  und  nicht  mehr  unabhängige  In- 
tegrale /*!  . .  fk,  so  existiren  h  und  nicht  mehr  linear  unabhängige  inte- 
grable  Kombinationen: 

äf,  -  ■  pS:^,  +  e« V,  + . .  +  p<;L^  v„_^    (»•  =  1 . .  Ä-) 

und  umgekehrt.^)  In  der  That,  verschwänden  alle  Ä^-reihigen  Deter- 
minanten der  Matrix 

i|p«||         ii=l..k-h  =  l,2..n-p) 

k 

d.  h.  bestände  eine  Identität  ^  öiclfi  e^  0,  so  wären  die  Funktionen  fi 

1 
nicht  unabhängig,  und  umgekehrt. 

Die  Aufsuchung  aller  etwaigen  integrabeln  Kombinationen  der 
Gleichungen  (5)  kommt  darnach  auf  die  Ermittelung  aller  etwaigen 
gemeinsamen  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichungen  (4)  hinaus. 

Ein  n — ^^-gliedriges  System  Pfaff 'scher  Gleichungen  (5),  das 
n — ])  linear  unabhängige  integrable  Kombinationen  dfidf^ .  .  dfn—p 
zuläfst,  dessen  adjungirtes  System  (4)  also  vollständig  ist,  heifst  ^jUn- 
l/rschränkt  integrabeV,  Ein  derartiges  System  kann  auf  unbegrenzt 
viele  Arten  ersetzt  werden  durch  ein  System  „exakter  Gleichungen" 

dtp^  =  0,  d(p2  =  0,  . .  dcpn—p  =  0, 

worin  die  (pi  irgend  n — p  unabhängige  Funktionen   der  fi  bedeuten. 

Aus  dem  Begriff  des  unbeschränkt  integrablen  Systems  folgt  un- 
mittelbar, dafs  vermöge  einer  beliebigen  Variabeintransformation  jedes 
unbeschränkt  integrable  System  wiederum  in  ein  solches  übergeht. 

Die    notwendigen    und    hinreichenden    Bedingungen    für    die    un- 

1)  Boole  I  Supplementary  Volume  Chap.  25  =  Philosophical  Transactions 
1862  p,  437.     Goursat  I  Kap.  IIl. 

T.  Weber,  Da»  Pfaffache  Problem.  7 
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beschränkte  Integrabilität  des  Systems  (5)  bestehen  nach  dem  eben 
Gesagten  darin,  dafs  das  adjungirte  System  (4)  vollständig  sei,  und 
werden  sonach,  wenn  das  System  (5)  in  der  Form  (9)  aufgelöst  wird, 
durch  die  Relationen^) 

(15)  Äiüks  —  Äkttis  EE  0     (i,  h  ==  1  . .  p'^  s  =  p  -\-  1,  p  +  1,  . .  n) 

dargestellt  (vgl.  Art.  59). 

75.  Es  sei  q<Cn — ^,  und  es  werde  angenommen,  dafs  in  den 
n — p  —  q  letzten  Gleichungen  (9),  d.  h.  also  in  den  Pfaff 'sehen 
Gleichungen 

(16)  dXp^q^f,  =  ai^p-^q^hdxi  -\ f-  ap^p^g^j.doCp 

Qi  =  1/2  . .  n  —  p  —  q) 

alle  Koeffizienten  von  den  Variabein  Xp^iy  Xp^2  •  -  ^p-\-q  unabhängig 
seien.     Schreiben  wir  dann 

so  nehmen  diejenigen  unter  den  Bedingungen  (15),  für  die  s  ^  p -\- q 
ist,  folgende  Form  an: 

Ä/üks  —  Älcüis  =  0     (i,  Ic  =  1  .  . p'^  s  =  p  -\-  q  -\-  1  .  .  n). 

Da  nun  die  p  Gleichungen  Äif==0  das  zu  (16)  adjungirte  System 
darstellen,  so  bilden  die  Pfaff 'sehen  Gleichungen  (16),  falls  das  System 
(5)  unbeschränkt  integrabel  ist,  für  sich  genommen  ebenfalls  ein  un- 
beschränkt integrables  System  mit  n  —  q  Variabein: 

X^y     .      .     Xp ,     Xp  _^  ^  _|_  1      .      .     X,l  . 

Damit  ist  der  wichtige,  später  oft  zu  benützende  Satz^)  bewiesen: 

„Ist  q  <Cn  —  p,  und  erhält  man  aus  dem  n  —  p-gliedrigen  un- 
beschränkt integrabeln  System  Pfaff'scher  Gleichungen 

n 

(5)  ^  rii,(XiX^  . .  Xn)dxs  =  0     (i==l,2,..n—p) 

1 

durch  Bildung  linearer  Kombinationen  n  —  p  —  q  und  nicht  mehr  linear 
unabhängige    Gleichungen,    die   gewisse    q    unter    den    Variabein  ^    etwa 
Xp^iXp^2  •  '  ^p+Qf  weder  in  den  Differentialen,  noch  auch  in  den  Koeffi- 
zienten  enthalten,   so   bilden   diese   Gleichungen  für   sich  genommen   ein , 
n  — p  —  q-gliedriges  unbeschränkt  integrables  System  in  n  —  q  Va  ' 


1)  Deahna  I. 

2)  Natani  I. 
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riabeln.  Das  zu  diesen  Gleichungen  adjungirte  p-gliedrige  System  par- 
tieller Differentialgleichungen  entsteht  aus  dem  adjungirten  System  von 
(5)  dadurch,  dafs  man  daraus  alle  Terme  fortläfst,  die  mit  einer  der  Äb- 

leitungefi  -^ — - —  •  •  ^s — —  multiplizirt  sind.'^ 

76.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  die  Bedingungen  der  unbeschränkten 
Integrabilität  eines  Systems  Pfaff'scher  Gleichungen  auch  für  die  un- 
aufgelöste Form  (5)  anzugeben.  Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir 
mit  u^^  .  .  Un  und  v^  . .  v^  irgend  zwei  Funktionensysteme,  die  den 
linearen  Gleichungen: 

n  n 

(17)  ^«^/aWa  =  0,    ^t;,-«i;«  =  0     {i=\..n—p) 

1  1 

identisch  genügen,  und  es  werde 

geschrieben.  Dann  sind  JJf  =  0  und  Vf=0  zwei  beliebige  Glei- 
chungen des  zu  (5)  adjungirten  Systems.  Damit  dieses  vollständig 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  in  ihm  jede  Gleichung  der  Form : 

n 

1  enthalten  sei,  m.  a.  W.,  dafs  vermöge  (17)  die  Identitäten: 

(18)  ^«j5^.«(».&^-''.^)^0     ii=l..n-p) 
Ij  stattfinden.     Man  findet  aber: 

|j  P      tt  a  P  a  P 

11(20)  0^.4- 2' 'i-««  2'««te  +  2''»-£  (^=1..«). 


lii  Multiplizirt    man   die  n  Identitäten   (19)   mit  u^..Un,    die  Identitäten 
-  (20)  mit  —  ^'^  •  •  —  v„  bezw.,  so  folgt  durch  Addition: 


s2„.(./--„'^.2$..',{^-ii:^ 


Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung: 
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H^)EEi  —  m)=^  —  ^     (a,ß  =  l..n'  i==l..n—p) 

so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

„Damit  das  System  (5)  unbeschränkt  integrdbel  sei,   ist  notwendig 
und  hinreichend,  dafs  die  n  —  p  Bilinearformen 


n 


(21)  ^«^  Hf^u^v^        (i=\..n-p) 

für  jedes  Funktionensystem  %  .  .Un,  ^i  •  •  ^«j  das  den  linearen  Gleichungen 

(1'^)  ^'niaUa  =  0         ^r}faVa  =  0         (i  =  1  .  .  U  —  2)) 

a  a 

genügt,  alle  identisch  verschwinden/^^) 

11.  Um  für  die  soeben  erhaltenen  Bedingungen  der  unbeschränkten 
Integrabilität  eines  Systems  (5)  noch  eine  andere  Ausdrucksform  ab- 
zuleiten, die  auf  dem  Begriff  „infinitesimale  Transformation"  beruht, 
schicken  wir  in  dieser  und  der  nächsten  Nr.  einige  Hülfsbetrachtungen 
voraus.     Es  sei 

das  Symbol  einer  beliebigen  infinitesimalen  Transformation,  ferner 

V  ^  ^  ai{x^x^  . .  Xn)dXi 

ein  beliebiger  Pfaff'scher  Ausdruck.  Dann  definiren  wir  das  Symbol 
XV  durch  die  folgende  Identität: 

n  n 

(22)  XVeee^  Xai-  dxi  +  ^ a^d^i. 

1  1 

Diese  Definition  ist  keineswegs  willkürlich  gewählt,  sondern  befindet 
sich  mit  unseren  früheren  Festsetzungen  im  Einklang  (Art.  55).  In 
der  That,  setzen  wir 

(23)  dXiETidt, 

unter  dt  eine  unendlich  kleine  Konstante  verstanden,  so  werden  wir 
nach  Art.  55  unter  XV  •  öt  den  unendlich  kleinen  Zuwachs  zu  ver- 
stehen haben,  den  V  erleidet,  wenn  man  darin  die  Xi  durch  Xi  +  ^^/ 
ersetzt,  und  unendlich  kleine  Gröfsen  dritter  Ordnung  vernachlässigt. 
Geht  durch  die  genannte  Ersetzung  V  in  V  über,  so  hat  man 


1)  Frobenius  I  p.  2G7— 282. 
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71 

V  =  ^'  ai{x^  -\-  Sx^,  . .  x^-\-  Sxn)d{xi  -\-  Sx^ 


1  1  *  1 


Berücksichtigt  man  jetzt  die  GleichuDgen  (23),  so  ergiebt  sich  für  die 
Differenz  V  —  V  in  der  That  die  mit  dt  multiplizirte  rechte  Seite 
von  (22). 

Bezüglich  des  Symbols  XV  gelten  augenscheinlich  folgende  Rech- 
nungsregeln : 

X(V  +  V,)  EEE  XV  +  XVi 
X{df)^zd{Xf) 
X(()V)r_:i^XV  + V.X() 

wenn  q  und  f  beliebige  Funktionen  der  Xi  bedeuten. 

78.  Aus  der  Identität  (22)  schliefsen  wir  nun  weiter: 

n  /     n  \  n 

(24)         X  V  EiE  ^  Xai .  dxi  +  d(^failii\  —  ^  Ikda^ 

^äA+^±n.{p-~';i)äx. 

wenn  mit  Ä  die  schon  in  Art.  73  eingeführte  simultane  Invariante 
des  Pfaff'schen  Ausdrucks  V  und  der  infinitesimalen  Transformation 
Xf  bezeichnet  wird.  Wir  sagen  nun:  „Der  Pfaff'scJie  Ausdruck  V 
gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Xf",  oder  auch  „tvird  von 
derselben  in  sich  ühergeführtf^ ,  oder  endlich:  „X/'  läfst  den  Ausdruck  V 
invarianif',  wenn  der  Pfaff'sche  Ausdruck  XV  identisch  null  ist,  d.  h. 
wenn  die  Beziehungen 

erfüllt  sind.  Wir  sagen  ferner  „die  Pfaff'sche  Gleichung  V  =  0  ge- 
stattet die  infinitesimale  Transformation  Xf",  oder  auch:  „Xf  führt 
die  Gleichung  V  =  0  in  sich  über,  oder  läfst  die  Gleichung  V  =  0  in- 
variant"j  wenn  der  Ausdruck  XV  in  der  Form  q  ■  V  darstellbar  ist, 
d.  h.  also  vermöge  V  =  0  verschwindet.  Endlich  sagen  wir,  das 
System  Pfaff'scher  Gleichungen 

n 

(5)  V,  ^  ^  rji.dx,  =  0     (^  =  1  .  .  w  —  2?) 
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j,gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Xf,  oder  wird  von  ihr  in 
sich  übergeführt  {invariant  gelassen)",  wenn  n — p  Funktionensysteme 
Q^l^Q^^^  •  .  Q^^^_  existiren,  derart,  dafs  für  alle  Werte  der  X/.  und  ihrer 
Differentiale  identisch: 


XV  -  (,«V,  +  (>(^)V,  +  . .  +  p(l,V,^. 


{s  =  l..n—p), 


wenn  also  die  Gleichungen  XV^  =  0  eine  Folge  des  Systems  (5)  sind. 
Ist  Xf  eine  infinitesimale  Transformation   der  zu   (5)  adjungirten 
Schar  (Art.  73),  so  gelten  die  Identitäten: 


(25)  0  =  ^U-. 

1 

Aus  (24)  folgt  daher 


Ji       (i  ==  1  .  .  n  —  p). 


(26) 


XV, 


^n,;  dVsk 


dXr 


dx, 


dxi 


Daraus  ergiebt  sich  beiläufig:  Gestattet  das  System  (5)  Pfaff 'scher 
Gleichungen  die  infinitesimale  Transformation  Xf  der  adjungirten  Schar, 
so  gestattet  es  auch  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Form 
gXf.  Ferner:  gestattet  das  System  (5)  die  der  adjungirten  Schar  an- 
gehörenden infinitesimalen  Transformationen  X^f . .  X^fy  so  gestattet 
es  auch  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Form 

Qi^if  +  Q2^f-\ h  QkXif. 

Das  System  (5)  gestattet  nun  dann  und  nur  dann  alle  infinitesimalen 
Transformationen  der  adjungirten  Schar,  wenn  die  rechten  Seiten  von 
(26)  vermöge  (5)  und  (25)  identisch  verschwinden.  Diese  rechten 
Seiten  verwandeln  sich  aber  in  die  Bilinearformen  (21),  wenn  man  Uk 
statt  Ja:  und  Vi  statt  dxi  schreibt.     Demnach  können  wir  sagen: 

„Damit  das  System  (5)  Pfaff'scher  Gleichungen  unbeschränkt  inte- 
grabel  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend ,  dafs  es  alle  infinitesimalen 
Transformationen  der  adjungirten  Schar  gestatte". 

79.  Ehe  wir  die  Bedingungen  des  Art.  76  weiter  umformen,  ver- 
wenden wir  sie  zum  Beweise  des  folgenden  Theorems:^) 

„Sind  die  n^  Funktionen  aik  aus  n  beliebigen  Funktionen  a^  .  .  an 
der  Variabein  x  in  folgender   Weise  gebildet: 


(27) 


ttik  -.=^  «At  -=. 


da. 
dxu 


- —     (i,  k  =  1  .  .  n) , 

ÜX:         ^^  ^  ' 


1)  Frobenius  I  pag.  286. 
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SO  stellen  die  unabhängigen  unter  den  Ffaff' sehen  Gleichungen: 

n 

(28)  ^  aiJx,  =  0       (i=l..n) 

ein  unheschrmikt  integrahles  System  dar." 

Der  Satz  wird  bedeutungslos,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  und  der 
Rang  der  schiefsymmetrischen  Matrix 

(29)  IIa,*  11       {i,l-=\.,n) 

gleich  n  ist,  da  dann  das  System  (28)  mit  dem  folgenden 

dxy  =  0,  .  .  dxn  =  0 

äquivalent  ist.    Wir  nehmen   daher  an,   dafs  der  Rang  2?  der  Matrix 

(29)  (Art.  25)  kleiner  als  n  ist.     Es  mögen  nun  die  Funktionensysteme 
u,  V  den  Relationen: 

(30)  ^  aßalia  =  Ö,        ^CtßaVa  =  0  (ß  =   1  .  .  n) 


genügen;  dann  folgt: 


Indem  wir  diese  Gleichungen  bezw.  mit  it^  .  .  Un  multipliziren  und  ad- 
diren,  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  (30) 

'^'    dx.. 


(31)  A2^'^«^.^^^0       {i=l..n) 


a         fi 


vorausgesetzt,  dafs  die  UiVi  den  Relationen  (30)  genügen.     Nun  besteht 
aber  vermöge  (27)  die  Identität: 

ersetzt  man  -k^  durch  seinen  hieraus  folgenden  Wert,  so  erhält  man 
aus  (31)  die  vermöge  (30)  bestehenden  Identitäten: 

was  zu  zeigen  war. 

Wir  können  den  soeben  bewiesenen  Satz  auch  so  formuliren: 
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Sind  die  n^  Funktionen  (lik  durch  die  Formeln  (27)  definirt,  und 
ist  21  der  Rang  der  Matrix 

II  ^ik  II  , 
bedeuten  ferner 

V^)^-.^/^      (i==  1,2,..  1^-20 

irgend  n  —  21  linear  unabhängige  Lösungensysteme  der  linearen 
Gleichungen: 

k 

SO  bilden  die  Gleichungen 

ein  n  —  2?-gliedriges  vollständiges  System." 

80.  Wir  wenden  uns  nunmehr  dazu,  die  in  Art.  76  erhaltenen 
Integrabilitätsbedingungen  auf  eine  übersichtlichere  Form  7ai  bringen.^) 

Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  die  Gleichungen  (17)  in  der  Gestalt 

(17)  Ui  =  0,     Vi^O        {i  =  \..n—p). 

Die  n  Gleichungen  Ui  =  0  besitzen  genau  j)  linear  unabhängige  Lö- 
sungensysteme 

Damit  nun  die  in  Art.  76  genannten  7t — p  Bilinearformen  ver- 
möge (17)  verschwinden,  ist  offenbar  notwendig  und  hinreichend,  dafs 
die  p(n  — p)  Ausdrücke 

(32)  22^^'ß<%     (s  =  l..n-p',]c=\,.p), 

als  Linearformen  in  den  Yariabeln  v  betrachtet,  vermöge  der  Relationen 
Vi  =  0  verschwinden,  d.  h.  also  in  der  Form : 

^       ^  1112  2'  '         n — p      n — p 

darstellbar  seien,  wobei  die  ö  gewisse  Funktionen  der  x  bedeuten  (vgl. 
Art.  9  und  10).  Indem  wir  die  Koeffizienten  der  Variabein  i;^  in  den 
Ausdrücken  (32)  und  (33)  vergleichen,  erhalten  wir  den  Satz: 

„Damit  das  System  Pfaff'scJier  Gleichungen  (5)  unbeschränkt  inte- 
grahel  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  jedes  der  n  —  p  Glei- 
chungensysteme mit  den  Unbekannten  u^  .  .  Un^i  .  .  On—p' 

1)  Frobenius  I  276  f. 


[80J 


(s  =  1,2..  n-p) 


§  4.     Systeme  linearer  totaler  Differentialgleichungen. 

n  n — p 

1  1 

n 


105 


1,2 


P) 


genau  p  linear  unabhängige  Lösungensysteme  zulasse,  mit  andern  Worten, 
(vgl.  Art.  11)  dafs  jede  der  n  — 2^  schiefsymmetrischen  Matrices: 


(34) 


0 


Sil 
nl 


0      H^S  ■ 


Sii  B^l  . . 


Vn    —  ni2  -Vn 


nn-p,l 


In 
2« 


0 


^12    ^22 


'    '^H—p,2 


■p,n 


•In     '2w   *  '      'n — p,n 

0     0     ..  0 
0     0     ..  0 


(s=l,2..nr-p) 


den  Rang  2n  —  2p  besitze.  Ist  das  gegebene  System  Pfaff 'scher  Glei- 
chungen (5)  nach  dxp^idxp^2  -  >  dxn  auflösbar,  so  ist  die  n — p- 
reihige  Determinante 


(35) 


Vlk 


(i=l 


p;  li=p  +  i..w) 


nicht  identisch  null.  Dem  Quadrate  dieser  Determinante  aber  ist  nach 
dem  Laplace'schem  Theorem  diejenige  2n  —  2j)- reihige  Hauptunter- 
determinante gleich,  die  aus  (34)  durch  Streichung  der  p  ersten  Zeilen 
und  Spalten  entsteht,  und  die  wir  mit  D  bezeichnen  wollen.  Um  also 
auszudrücken,  dafs  2n  —  2p  der  Rang  der  Matrix  (34)  sei,  haben  wir 
nach  Art.  26  nur  alle  diejenigen  2n  —  2p  -\-  2 -reihigen  Hauptunter- 
determinanten, welche  D  enthalten,  gleich  null  zu  setzen.  Um  die  in 
Art.  18  eingeführte  Symbolik  benutzen  zu  können,  setzen  wir 


(36) 


ii,h) 


(») 


p) 


(i,  Je  =  \j . .  n) 

(?:,  n  +  ?)W   S:  —  (n  +  l,  i)W  --  rjii  (i  =  1  .  .  n-,  1=  1  ..n 
[(n  +  h,n  +  r)W  —  0  (h,l=l,2  ..n  —  p). 

Wird  nun  das  Pfaff'sche  Aggregat 

(k,Jc,  .  .  JC2rf) 

genau  so  mit  Hülfe  der  Elemente  (36)  gebildet,  wie  das  auf  pag.  24 
definirte  Pfaff  sehe  Aggregat  mittels  der  Elemente  (ik)^  so  schreiben 
sich   die  notwendigen  und  hinreichenden   Bedingungen   dafür,   dafs  das 
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System  (p)  unbeschränkt  integrabel  sei,  folgendermafsen: 
(37)  (i,  h,p  +  \,ii  +  2,..n,n+l..  2n  —  pf^  =  0 


'1] 


(i,]c=l,2..p',  s=l,2 


P)' 


81.  Eine  Pfaff'sche  Gleichung 

n 

(38)  V  ii2  ^i  ai^x^x^  .  .  Xn) dxi  =  0, 

1 

deren  linke  Seite  die  Form    • 

V  ^Ei  q{x^x^  . .  Xr)d(p{x^ .  .  Xr) 

erhalten  kann^  die  also  mit  einer  Relation  der  Form  d(p  =  0  äquivalent 
ist,  heilst  eine  exakte  Gleichung.  Wir  können  an  als  nicht  identisch 
verschwindend  voraussetzen.  Damit  dann  die  Gleichung  (38)  exakt 
sei,  oder  anders  ausgedrückt,  damit  die  n  —  1  partiellen  Differential- 
gleichungen, die  sich  durch  Nullsetzen  aller  zweireihigen  Determinanten 
der  Matrix 

df       df  df 

dx^      dx^  dx^ 

a^       «2      •  •     ^« 

ergeben,  eine  Lösung  q)(x^  .  .  x-,!)  gemein  haben,  ist  nach  dem  vorigen 
Artikel  notwendig  und  hinreichend,  dafs  der  Rang  der  Matrix 

0 


(39) 


"12 


am     % 


«nl 

a. 


worin  die  aik  durch  die  Formeln  (27)  definirt  sind,  gleich  zwei  ist, 
mit  andern  Worten,  dafs  alle  diejenigen  4- reihigen  Hauptunterdeter- 
minanten verschwinden,  welche  die  zweireihige  Determinante 

0  ün 

—  an     0 

als  Unterdeterminante  enthalten.  Wir  kommen  so  auf  die  folgenden 
Bedingungen: 

{i,l==l,2  ..n  —  1). 
Sind  diese  befriedigt,  so  sind  überhaupt  alle  Relationen  der  Form: 
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/ca.         a«A  /ca^         c  a,\  /da^         da\ 

(^,  ^,  ?  ='  1  .  .  n) 

erfüllt,  und  es  verschwinden  auch  alle  übrigen,  aus  dem  Schema  (39) 
zu  bildenden  Pfaff'schen  Aggregate  der  Ordnung  4  (Art.  26). 

So  schreibt  sich  z.  B.  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dafs  die  Pfaif'sche  Gleichung 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0 

exakt  sei,  folgen dermafsen: 

\dz         cyj    '         \ox        özj    '         \oy        oxj 

§  5.     Die  Mayer'sche  Transformation.^) 

82.  Es  sei  ein  X'-gliedriges  Gleichungensystem 

(1)  ^),{x^x^  . .  :r„)  =  0         (s=\,2  ,.V) 

vorgelegt.  Wir  denken  uns  mittels  desselben  Iv  der  Gröfsen  ic,  etwa 
Xn—k-^-ii  Xa-k-i-2  -  '  ^nj  »Is  Funktionen  der  übrigen  Variabein  x^  .  .  Xn—k 
dargestellt  und  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  in  ein  System  Pfaff'scher 
Gleichungen 

n 

(2)  ^  r}is(xj^  .  .  Xn)dXs  =  0         (i  =  1,  2  . .  n  —p) 

substituirt,  wodurch  sich  deren  linke  Seiten  in  lineare  homogene  Aus- 
drücke in  dx^  .  .  dXn—k  verwandeln ,  deren  Koeffizienten  nur  von 
x^  .  .  Xn—k  abhängen.  Haben  nun  die  Relationen  (1)  die  Eigenschaft, 
dafs  alle  diese  Substitutionsresultate  identisch  verschwinden,  d.  h.  dafs 
die  Koeffizienten  der  Differentiale  dx^  .  .  dXn—k  für  jedes  beliebige 
Wertsystem  x^  .  .  Xn—k  null  sind,  so  sagen  wir:  die  Relationen  (1)  „he- 
friedigen'^  das  System  (2),  oder  auch  sie  bilden  ein  ,,Integraläquivalent^' 
des  Systems  (2);  die  durch  (1)  definirte  Punktmannigfaltigkeit  heifst 
dementsprechend  eine  „Integral-^n—k^  des  Systems  Pfaff'scher  Glei- 
chungen (2). 

Selbstverständlich  wird  dabei  vorausgesetzt,  dafs  es  eine  Stelle 
x^  . .  Xr?  giebt,  an  der  nicht  nur  die  Gesamtheit  der  Funktionen  ry.,,:, 
sondern  auch  das  Gleichungensystem  (1)  im  Sinne  von  Art.  40  re- 
gulär ist. 


1)  Mayer  1  p.  458 f;  Goursat  I  Kap.  2. 
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Aus  der  Definition  des  Integraläquivalents  folgt  unmittelbar: 
„Erfüllen  die  h  Gleichungen  (1)  das  System  Pfa ff' scher  Gleichungen 
(2),  so  gilt  dasselbe  von  jedem  mit  (1)  äquivalenten  Gleichung ensystem}^ 
„Verwandelt  sich  hei  einer  beliebigen  Variabeintransformation  das  System 

(2)  in  ein  System  (2)'  mit  den  Variabein  y^  •  .y^,  so  verwandelt  sich 
gleichzeitig  jedes  h-gliedrige  Integraläquivalent  von  (2)  in  ein  k-gliedriges 
Intcgraläquivalent  des  Systems  (2)'/^ 

83.  Ist  das  System  (2)  unbeschränkt  integrabel,  und  sind  fif^'-fn—p 
unabhängige  Lösungen  des  adjungirten  Systems 

n 

(3)  Xuf^'2lu(x,x,..x:)l^^    (Jc  =  l,2..p) 

so  sind  die  Gleichungen 

äfi  =  0,  df^  =  0,  . .  dfn-r.  ==  0 

einerseits  mit  (2)  äquivalent  (Art.  74),  andererseits  identisch  erfüllt, 
wenn  man  darin  die  durch  Auflösung  des  Systems 

(4)  fiix^x^  .  .  Xr)  =  Ci         (c,:  =  arb.  Konst.) 

erhaltenen  Ausdrücke  für  Xpj^i . .  Xn  substituirt.  Die  Gleichungen  (4) 
bilden  daher  für  jedes  Wertsystem  der  Konstanten  Cf  ein  Integral  der 
Pfaff 'sehen  Gleichungen  (2),  und  werden  das  „allgemeine  Integral'^  oder 
auch  die  „allgemeinen  Integralgleichungen^'  des  Systems  (2)  genannt. 

Ist  also  das  System  (2)  unbeschränkt  integrabel,  dann  und  nur 
dann  besitzt  es  n  —  ^-fach  unendlich  viele  ^-fach  ausgedehnte  Integral- 
mannigfaltigkeiten, die  offenbar  mit  den  Charakteristiken  Cp  des  ad- 
jungirten Systems  (3)  identisch  sind.  Kann  das  System  (3)  auf  die  Form 

und  mithin  das  System  (2)  auf  die  Gestalt 

(6)  dXp^k  =  ai,p^}cdXi  +  a2,p+jcdx2  + 1-  ap^p^^dXp  (k=l  ..n — p) 

gebracht  werden,  und  sind  alle  a/h  sowie  die  f  an  der  Stelle  x^^ . .  x,P 
regulär,  bedeutet  ferner 

\* )  ^i    •  •  Xp  Xp -j- 1 .  .  Xn 

eine  Stelle  in  der  Umgebung  von  x^^  .  .  Xn^,  so  lassen  sich  die  Relationen 

[oj  fi [X-^ X^  •  '  Xfi)  /i \p^i     •  '  "^p   '^p -f- 1  •  •  '^n  ) 

auf  folgende  beiden  Arten  auflösen: 
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(9)  Xf+k  =  Xp+t  +  ^i(ar^  —  x/,  «2  —  «/  . .  ä;„  —  «„")  {k=l..n  —p), 

(10)  x^_^^  =  a;^'^ ,  +  "^.{x^"  -x^,..x^O-  x^,  x'^  ^  -  a;0_^^ . .  a^J  -  a^») 

{h^l,2,..n-p), 
wobei  die  ^a;  vermöge  der  Substitution 

(^ilj  X^  X^     .  ,  Xp  Xp 

alle  verschwinden.  Die  rechten  Seiten  von  (9)  sind  nichts  anderes  als 
die  Hauptintegrale  lik  des  Systems  (3)  hinsichtlich  x^  =  x^  .  .  Xp  =  Xp^. 
Die  durch  (10)  definirten  Funktionen  befriedigen  nach  dem  eben  Ge- 
sagten die  Pfaff'schen  Gleichungen  (6)  identisch,  sie  erfüllen  also  auch 
die  folgenden  partiellen  Differentialgleichungen 

d  X     I  ^ 

(^^)        "ä^  ^  ^>>p+^(^i^i ' '  ^«)    (^  ==  1; .  -i?;  ^  =  1; . .  n—p)', 

sie  sind  ferner  an  der  Stelle  x^  .  .  x^  regulär  und  nehmen  daselbst 
bezw.  die  Werte  Xp-\.i  .  .  Xn  an.  Wir  behaupten  nun,  dafs  es  auch 
nur  ein  einziges  Funktionensystem 

mit  diesen  Eigenschaften  geben  kann.  Denken  wir  uns  nämlich  die 
Funktionen  |i  in  Potenzreihen  entwickelt 

SO  sind  die  Koeffizienten  cj  ^  von  vornherein  bekannt,  nämlich  bezw. 
gleich  Xpj^],.    Da  ferner  die  ^k  den  Gleichungen  (12)  identisch  genügen 

sollen,  so  kennt  man  die  Werte,  welche   die  Ableitungen  -0—^  an  der 

Stelle  (11)  annehmen,  also  alle  Konstanten  4oo-^uio-  '  ^^®  ^^^^  bezw. 
gleich  üi^p^kix^  .  .  Xp^Xp^i .  .  Xn).  Ferner  folgt  durch  Differentiation 
von  (12): 

cx.dx,  dx,      ^^      dx,       dx,     ^^'J        ^"Ph 

womit  auch  alle  zweiten  Ableitungen  der  ^k  an  der  Stelle  (11),  und 
demnach  alle  Koeffizienten  ^2  ..^10  ^020--  ^^^'  bekannt  sind.  Man  er- 
kennt so,  dafs  alle  Koeffizienten  c*  der  Reihe  nach  bestimmt  werden 

können.  Dafs  die  Gleichungen,  die  zur  successiven  Bestimmung  dieser 
Koeffizienten    dienen,    auch    immer    mit    einander    verträglich    sind, 
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ex. 


1/  1      7, 

dafs    man    also    z.  B.    durcli  Differentiation    der  Gleichung   für      / 
nach  Xj  für  die  Ableitung 

denselben    Wert    findet    wie    durch    Differentiation    der    Gleichung    für 

/"^  '  nach   Xi.  schliefst  man   ohne  weiteres  aus  der  oben  bewieseneu 

Existenz  eines  Funktionensystems  der  geforderten  Eigenschaften;  es 
läfst  sich  aber  mit  Hülfe  der  Identitäten 

(13)       Aiia^^  —  A^(ai^  ::   0     (^,  /v  =  1  .  . p;  s  =  _p  +  1  .  .  ^), 

denen  die  Funktionen  a^«  unseren  Voraussetzungen  nach  genügen 
(Art.  74),  auch  direkt  nachweisen.^) 

Ein  System  partieller  Differentialgleichungen  der  Form  (12), 
dessen  rechte  Seiten  den  Identitäten  (13)  genügen,  heilst  ein  j^Mayer'scJies 
System^'.  Bezüglich  eines  solchen  Systems  gilt  nach  dem  Obigen  folgen- 
der Satz: 

„Bilden  die  partiellen  Differentialgleichungen  (12)  ein  Mayer  sches 
System,  und  sind  alle  FunMionen  ai^p^k  ct'f^  der  Stelle 

{^tj  X^    .  .  Xp  Xp^iXp-^2  •  •  *^w 

regulär,  so  giebt  es  ein  und  nur  ein  System  von  Funktionen  Xp^i, 
Xp^2  •  '  An  der  unabhängigen  Veränderlichen  x^  . .  Xp,  die  an  der  Stelle 
x^  . .  Xp^  regulär  sind,  daselbst  die  vorgeschriebenen  Werte  Xp^i . .  Xn 
annehmen,  und  die  partiellen  Differentialgleichungen  (12)  identisch  be- 
friedigen." 

Die  Ermittelung  dieser  n  —  p  Funktionen  (10)  kommt  nach  dem 
Obigen  auf  die  Bestimmung  der  Hauptintegrale  des  Jacobi'schen  Systems 

(5)  hinaus;  die  Gleichungen  (10)  definiren  die  durch  den  Punkt  (7) 
gehende  Charakteristik  Cp  dieses  Jacobi'schen  Systems. 

84.  Es  ist  nützlich,  die  Existenz  der  Integrale  eines  Mayer'schen 
Systems  (12)  bezw.  des  zugehörigen  unbeschränkt  integrabeln  Systems 

(6)  noch  auf  einem  etwas  andern  Wege  zu  erweisen,  ohne  die  Existenz 
der  Lösungen  eines  vollständigen  Systems  als  bekannt  vorauszusetzen. 
Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  in  (12)  enthaltenen  Gleichungen: 


1)  Auch  die  Thatsache,  dafs  die  für  die  |^  erhaltenen  Reihenentwickelungen 
konvergiren,  läfst  sich  direkt  begründen,  und  damit  ein  von  der  Theorie  der 
vollständigen  Systeme  unabhängiger  Beweis  für  das  im  Texte  folgende  Theorem 
erbringen;  vgl.  Bouquet  I. 
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die  als  ein  System  gewöhnliclier  Differentialgleichungen  mit  den  Un- 
bekannten Xp-[.i  .  .  Xn  und  der  Independenten  x^  aufgefafst  werden 
können,  wenn  x.^  .  .  Xp  Parameter  bedeuten.     Es  seien 

(x)p^l{x^  .  .  XpXpj^i  .  .  X,^  =  CCp^i 


(0,iyXi^  .  .  XpXp-^i  .  .  X,ij  —  CCji 

die  allgemeinen  Integralgleichungen  dieses  simultanen  Systems.  Da  wir 

wissen,  dafs  die  Funktionen  coi  hinsichtlich  Xp-^i  .  .  Xn  unabhängig  sind 

(Art.  46),  so  können  wir  sie  statt  dieser  Variablen  in  das  System  .(12), 

oder  was   dasselbe  besagt,  in    das  System   (6)   als   neue  Veränderliche 

einführen.   Nun  erhält  man  vermöge  (6)  für  das  totale  Differential  dcop^i 

p 

(15)  dtOp^i  ^  ^  ÄstOp^i '  dxs       (i  =  1  .  .n  —  p). 

1 

Durch  unsere  Variabeintransformation  verwandelt  sich  also  das  System 
(6)  in  (15),  wenn  darin  rechts  alles  durch  x^  .  .  XpCOp^i  .  .  con  ausgedrückt 
wird.  Es  ist  aber  Äj^ojp^i^j^O^  da  ja  die  co  Integrale  der  partiellen 
Differentialgleichung  ÄJ'  =  0  sind.  Aus  demselben  Grunde  sind  nach 
einer  Bemerkung  des  Art.  65  auch  alle  Ausdrücke  ÄgOp-^i  Integrale 
dieser  Gleichung,  mithin  durch 

X2  .  .  XpCOp-^i  ,  .  C3n 

allein  ausdrückbar.  Ferner  ist  das  transformirte  System  (15)  wieder 
unbeschränkt  integrabel,  da  das  adjungirte  System  partieller  Differential- 
gleichungen nach  Art.  60  wiederum  vollständig  ist.  Endlich  erhält 
man  aus  jedem  Integral  von  (15)  durch  Rückübergang  zu  den  alten 
Variabein  offenbar  ein  Integral  von  (6). 

Durch  unsere  Transformation  ist  also  die  Integration  von  (6)  auf 
diejenige  eines  n  —  ^^gliedrigen  unbeschränkt  integrablen  Systems  mit 
nur  n  —  1  Variabein  zurückgeführt. 

Wir  schreiben  nun  die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  simul- 
tanen Systems  (14)  insbesondere  in  der  Form 

fl6;  Xp-^i  =  Xpj^i  -f-  (x^  —  V)^'(^i  —  V  ••  ^n  —  x^)  (i  =  \  ..n  —  p) 

so  dafs  also  die  rechten  Seiten  die  aufser  x^  .  ^  Xp  noch  vorhandenen 
Hauptintegrale  von  AJ'  =  0  hinsichtlich  ^^  =  x^^  bedeuten,  und  führen 
die  so  definirten  Funktionen  Xp^i  statt  der  Xp^i  in  (6)  ein.  Durch 
Auflösung  von  (16)  folgt: 
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und  hieraus: 

(18)  dxp^i  =  dxp^i  —  ^idx^  +  (x^  —  x^^)d'^i. 

Die  so  bestimmten  Werte  der  Xp^i  und  ihrer  Differentiale  sub- 
stituiren  wir  in  (6).  Wir  wissen  aber  bereits,  dafs  die  so  entstehenden 
Gleichungen  die  Variable  x^  weder  in  den  Koeffizienten  noch  in  der 
Form  dx^  enthalten,  also  vollständig  ungeändert  bleiben,  wenn  man  x^ 
durch  den  Spezialwert  Xj^  ersetzt.  Das  transformirte  System  hat 
daher  die  Form: 
p 

(19)  dXp^k  =  ^  as,p^k(p^i^^2  ' '  ^p^p+i  •  •  Xn)dxs     {h  =  1  . .  n  —  p). 

2 

Auf  dieses  System,  das  nach  dem  Obigen  gleichfalls  unbeschränkt  in- 
tegrabel  ist,  können  wir  jetzt  wiederum  dasselbe  Verfahren  anwenden, 
wie  auf  (6),  und  gelangen  durch  Wiederholung  dieser  Methode  schliefs- 
lich  zu  einem  n — ^-gliedrigen  System  Pfaff 'scher  Gleichungen  mit 
nur  n — i>  +  1  Variabein,  d.  h.  also  zu  einem  simultanen  System  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen,  aus  dessen  n  —  p  Integralen  die- 
jenigen des  ursprünglichen  Systems  (6)  durch  Rückübergang  zu  den 
alten  Variabein  gewonnen  werden.  Wie  man  sieht,  ist  dieses  Ver- 
fahren von  dem  in  Art.  62  auseinandergesetzten  nicht  wesentlich  ver- 
schieden. Der  ganze  Unterschied  besteht  darin,  dafs  statt  der  a.  a.  0. 
gebrauchten  successiven  vollständigen  Systeme  J,  J'  .  .  jedesmal  die 
adjungirten  unbeschränkt  integrabeln  Systeme  Pfaff'scher  Gleichungen 
benutzt  werden. 

85.  Aus  der  Form  (19),  die  das  gegebene  unbeschränkt  integrable 
System  vermöge  unserer  Varia belntransformation  annimmt,  läfst  sich 
aber  noch  ein  anderer  wichtiger  Schlufs  ziehen.  Verschwänden  nämlich 
alle  Funktionen 

a2,pj^ic,  a-i,p+k  •  •  ctp,pj^k        (k=l  .  .n  —  p) 

vermöge  der  Substitution  x^  =  x^^  identisch^  so  hätte  das  transformirte 
System  (19)  die  Form 

dxp^i  =  0,  dXp^2  =  0,  .  .  dXn  =  0; 

die  Aufgabe,  das  gegebene  System  zu  integriren,  wäre  somit  auf  die 
Integration  einer  einzigen  partiellen  Differentialgleichung  A^f  =  0  in 
n — jp  +  1  Independenten,  bezw.  des  simultanen  Systems  (14)  zurück- 
geführt. Es  ist  nun  eine  bemerkenswerte  Thatsache,  dafs  durch  eine 
einfache  Variabeintransformation  der  genannte  Fall  stets  realisirt  werden 
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kann.  Setzt  man  nämlich  unter  der  Annahme,  dafs  alle  ai^pj^k  an  der 
Stelle  0;^^  .  .  x,i^  regulär  sind: 

(20)  x^  =  x^^  +  2/i5  ^2  =  ^^2  +  ViV^y  ^3  =  V  +  ViVi  . .  ^^  =  V  +  ViVp 
so  folgt: 

dx^  =  dy^',  dxk  =  y^dijk  +  ykdy^        (A-  =  2  .  ._p) 

und  das  System  (6)  nimmt  vermöge  der  Transformation  (20)  folgende 
Form  an: 

(21)  dxpj^k  =  (Kp+a]  +  yA(^2,p+k\  +  •  •  +  yp[P'P,v+k\)dy^ 

p 
+  2/i  2  Kp^- J  ^2/ä         (Jc=1,2  ..n—p). 

2 

Darin  bedeutet  [aik]  die  Funktion,  in  die  sich  a/k  vermöge  der 
Substitution  (20)  verwandelt.  Da  die  a/k  der  Annahme  nach  gewöhn- 
liche Potenzreihen  der  n  Gröfsen  Xi  —  xP  bedeuten,  so  sind  auch  die 
[ö/J  gewöhnliche  Potenzreihen  der  n  Gröfsen 

(22)  2/i;  2/i2/2,    •  •    Vl^p^  ^p  +  l  —  K  +  l  "^n-  ^n' 

Es  seien  nun  ^^  .  .  ipn—p  die  Hauptintegrale  hinsichtlich  i/^  =  0  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung 

n — p 

(23)  3^  +  ^(Kp+/J  +  2/2K^+ä]  H h  yp[cip,p-^h])^^^  =  o, 

worin  2/2  •  •  2/p  ^^s  Konstante  betrachtet  werden;  die  ipi  sind  also  an 
der  Stelle 

y,  =  0,  X  ,  ,  ==  x^  ,  ,  . .  X  =  x^ 

regulär,  und  gehen  vermöge  2/1  =  ^  bezw.  in  Xp^i  über.  Führt  man 
jetzt  in  das  System  (21)  die  ^/  statt  der  Xp^i  als  neae  Veränderliche 
ein,  und  beachtet  man,  dafs  die  Koeffizienten  der  Differentiale  dy^  ..dyp 
alle  mit  dem  Faktor  i/j  behaftet  sind,  so  reduzirt  sich  unser  System 
in  der  That  auf  das  folgende: 

dt^  =  0,  dil^^  =  0,  .  .  dtn-p  =  0, 

und  die  Integration  des  Systems  (6)  oder  des  Jacohi' sehen  Systems  (5) 
ist  sonach  mit  Hülfe  der  Variaheintransformation  (20)  auf  diejenige  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  (23)  he^w.  des  zugehörigen  simul- 
tanen Systems: 

(^^)  -47^  =  Kp+']  +  2/2Kp+/]  + •• +  2/i"Kp+/]  {i=\..n—p) 
zurückgeführt 

V.  Weber,   Das  Pfaffsche  Problem.  8 
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Die  Variabeintransformation  (20)  wollen  wir  kurz  als  die  „Mayer  sehe 
Transformation"^)  bezeichnen. 

Das  vorstehende  wichtige  Resultat  läfst  sich  auch  unmittelbar  aus 
der  Betrachtung  des  Jacobi 'sehen  Systems  (5)  ableiten.  Führt  man 
nämlich  in  dieses  System  statt  x^  .  .  Xp  mittels  der  Formeln  (20)  die 
neuen  Independenten  yj^..yp  ein,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  Beziehungen: 

IL  —  ILm     H-a.     _u     IL    li=    IL      IL—    IL 

dy^        dx^  '^y^dx^'^  ^yp  dxj}   cy^        ^^  cx^''  '  *  ^2/^  "~  ^'  dx^ 

die  nachstehenden  transformirten  Gleichungen: 

n  — p 

(23)    ^  +  ^(Kp+J  +  %K,+J  +  --  +  2/pK^+„])     ^f         " 


I 


dy       '      ^  '   vL    ^'•P"r'*J  ^^  ^2  l'^''i,P-f-ftA     1^  I     lfPl'^P,p-\-'HJ  ^^ 


p  +  A 


n — p 

(25)       if^  +  yi^}  [«*. "+']  4^  =  0        (Ä  =  2,  3, . .  p). 

Gleichzeitig  verwandeln  sich  die  Hauptintegrale  \.Jin—p  des  Jacobi'schen 
Systems  (5)  in  Integrale  der  Gleichung  (23),  die  sich  durch  gewöhn- 
liche Potenzreihen  der  n  Gröfsen  (22)  darstellen  lassen,  und  vermöge 
der  Substitution  ^i  =  0  bezw.  in  Xpj^i,  ^^+2,  •  •  ^n  übergehen.  Wir 
wissen  aber,  dafs  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  (23), 
wenn  man  darin  lediglich  die  Variabehi  y^ ,  Xpj^i  ^  .  .  Xn  als  Inde- 
pendente,  die  y^  .  -  yp  aber  als  konstante  Parameter  betrachtet,  ein 
und  nur  ein  System  von  Hauptintegralen  ^^  .  .  rpn—p  besitzt,  die  sich 
vermöge  2/i  =  ^  ^^^  Xp^i  .  .  Xn  reduziren.  Die  Funktionen  hi  müssen 
daher  bezw.  mit  ^,-  identisch  werden,  wenn  man  die  x^  . .  Xp  durch 
ihre  Werte  (20)  ersetzt.  Auch  erkennen  wir  jetzt  hinterher,  dafs  die 
Integrale  ip{,  der  Gleichung  (23)  die  Parameter  y^  .  .yp  lediglich  in  den 
Verbindungen  y^y^y  ViVs  ••  PiVp  enthalten  können,  insbesondere,  dafs 
sie  gewöhnliche  Potenzreihen  der  n  Gröfsen  (22)  sind,  und  dafs  die 
Koeffizienten  dieser  Potenzreihen  von  den  Parametern  y^  -  -Vp  nicht 
abhängen. 

Damit  ist  folgender  Satz  bewiesen: 

„Die  Hauptintegrale  hinsiehtlieh  yi  =  0  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (23)  verwandeln  sich  direH  in  die  Hauptintegrale 
des  Jacobi'schen  Systems  (5)  hinsichtlich  x^  =  x^  .  .Xp  =  x^,  ivenn  man 
die  yi  mittels  der  Formeln  (20)  wieder  durch  die  x  ausdrückt" 

Die  Integration  eines  p-gliedrigen  vollständigen  Systems  in  n  Inde- 


1)  Für  den  Spezialfall  w  =  3  wurde  diese  Methode  im  Wesentlichen  bereits 
von  Du-Bois  Eeymond  angegeben;  vgl.  Du-Bois  I,  II.     Siehe   auch  Art.  367,  369. 
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pendenten  lommt  auf  diejenige  einer  einzigen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung in  n  —  i>  +  1  Independenten  hinaus,  erfordert  also  je  eine  In- 
tegrationsoperation  der  Ordnung 

n  — p,  n  — p  —  1,  .  .  3,  2,  1 

Kennt  man  n  —  p  beliebige  unabhängige  Integrale 

fiiVi,  Vi,"  Vpj  Xp^iXpj^2  ..Xn)         {i  =  1,2  ..n—p) 

der  Gleichung  (23)  oder  was  dasselbe  besagt^  des  simultanen  Systems 
(24)^  so  erhält  man  die  Hauptintegrale  i/;,-,  indem  man  die  n  —  p 
Relationen 

fiiyi  •  '  Vpj  ^;.+  1  •  •  ^«)  =  fi{^y  2/2  ■  'Vpy'^l-'  ^n-p)       (i  ==  1  .  .  n  —  p) 

nach  ip^  .  .tl^n—p  auflöst.  Diejenige  Lösung  des  Jacobi'schen  Systems 
(5)^  die  sich  vermöge  X-^  =  x^^  .  .  Xp  =  x^  auf  die  vorgeschriebene 
Funktion  ^)(Xpj^\  .  .  Xy)  reduzirt,  ergiebt  sich  dann,  indem  man  mittels 
(20)  die  yi  aus  der  Funktion  tp{^^.  .  tn—p)  eliminirt. 

86.  Wir  wollen  das  erhaltene  Resultat  durch  eine  geometrische 
Betrachtung  ^)  erläutern. 

Die  p  Gleichungen 

definiren  im  Raum  jR«  (ic^  .  .  a?„)  eine  n  —  p-  fach  ausgedehnte  ebene 
Punktmannigfaltigkeit,  die  mit  A  bezeichnet  werde.  Es  sei  P  ein 
beliebiger  auf  A  gelegener  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^  .  .  Xn^.  Ist 
P  hinsichtlich  des  Jacobi'schen  Systems  (5)  von  allgemeiner  Lage, 
d.  h.  sind  alle  aik  an  der  Stelle  xP  regulär,  so  geht  durch  P  eine 
und  nur  eine  Integral -/x^  des  unbeschränkt  integrabeln  Systems  (6), 
oder,  was  dasselbe  besagt,  eine  und  nur  eine  Charakteristik  Cp  des 
Jacobi'schen  Systems  (5)  hindurch.  Diese  Cp  ist  definirt  durch  die 
Gleichungen 

(27)  afi^,=hXx,-x»..x^-xJ>)     {i^l..n-p). 

Verstehen  wir  unter  y^  -  -  Vp  willkürliche  Parameter,  so  stellen  die 
Gleichungen 

(28)  X,  -  X,?  =  y,  (x,  -  X,')         (1c  =  2,..p) 

ein  System  von  p  —  1-fach  unendlich  vielen  ebenen,  n  — p  -\-  1-fach 
ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  ^n—p-\-i  dar,  die  sämtlich  die 
Mannigfaltigkeit   A    enthalten.      Wir    können    dieses    System    als    ein 


1)  Vgl.  Lie  Math.  Ann.  9. 

8* 
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„Büschel",  die  Mannigfaltigkeit  Ä  als  dessen  „Äxe^',  endlich  die  Gröfsen 
y^  '  'Vp  als  die  „Parameter^'  des  Büschels  bezeichnen.  Es  sei  nun  E 
irgend  eine  der  oo^~^  Mannigfaltigkeiten  (28);  unter  y^  -  •  Vp  wollen 
wir  also  für  den  Augenblick  bestimmte  numerische  Werte  verstehen. 
Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung 

(29)  '  X,  -  x,"  =  y, 
SO  können  wir  die  Gröfsen 

(30)  yi,  Xp^i  . .  Xn 

als  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  E  interpretiren:  wir 
können  E  geradezu  als  einen  n  —  p -\- 1-fach.  ausgedehnten  Raum 
mit  den  Punktkoordinaten  (30)  betrachten.  Der  Raum  E  schneidet 
nun  die  durch  P  gehende  Charakteristik  Cp  nach  einer,  natürlich  durch 
P  gehenden,  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  („Ktirve")-^  in  der 
That  stellen  ja  die  Gleichungen  (27)  (28)  zusammen  ein  w  —  1  -gliedriges 
Gleichungensystem  dar.  Die  Definitionsgleichungen  dieser  Kurve  lauten, 
in  Punktkoordinaten  des  Raums  E  geschrieben,  folgendermafsen : 

(31)  xl_^.  =  h.(y^,  y^y.^..y^y^,  x^^^  -  xl^^ . .  x^  —  xf)  (i=l..n-p). 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise,  entsprechend  den  oo^-p  Lagen  des 
Punktes  P  auf  der  Äxe  A,  im  Räume  E  ein  System  von  n  —  p-fach 
unendlich  vielen  Kurven,  die  sich  andererseits  als  Integralkurven 
eines  ganz  bestimmten  Systems  von  n — p  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  den  Variabein  (30)  deuten  lassen;  dieses  simultane 
System  ist  nun  offenbar  das  System  (24),  wie  sich  sofort  daraus  er- 
giebt,  dafs  die  Gleichungen  (6)  in  dieses  System  übergehen,  wenn  man 
darin  die  x^  .  .  Xp  durch  ihre  aus  (28)  (29)  oder  auch  aus  (20)  folgen- 
den Ausdrücke  ersetzt,  und  y^  -  -  yp  als  Konstante  behandelt. 

Aus  dieser  Betrachtung  folgt  nun  wieder  wie  oben,  dafs  die 
rechten  Seiten  von  (31)  mit  den  Hauptintegralen  ^/  der  partiellen 
Differentialgleichung  (23)  hinsichtlich  y^  =  0  identisch  sind,  und  dals 
umgekehrt  aus  den  letzteren  Integralen  durch  Elimination  der  yi 
mittels  (20)  die  Hauptintegrale  des  Jacobi'schen  Systems  hervorgehen. 
Diese  Elimination  gestattet  aber  jetzt  eine  anschauliche  geometrische 
Deutung.  Denkt  man  sich  nämlich  unter  Festhaltung  des  Punktes  P 
den  Parametern  y^  .  .  yp  alle  möglichen  Werte  beigelegt,  so  durchläuft 
die  Mannigfaltigkeit  E  der  Reihe  nach  alle  Mannigfaltigkeiten  des 
Büschels  (28),  m.  a.  W.,  sie  dreht  sich  um  die  Axe  A,  wobei  sie 
cx)^— 1  Lagen  annimmt.  In  jeder  dieser  Lagen  enthält  sie  eine  gewisse 
Kurve,  nämlich   die   durch  P  gehende   Integralkurve   des   zugehörigen 


[87]  §  5.     Die  Maj^er'sche  Transformation.  117 

simultanen  Systems  (25);  man  erhält  solcherweise  (x>p~^  von  P  aus- 
laufende Kurven,  ivelche  die  durch  P  gehende  Charakteristik  Cp  des 
Jacobi'schen  Systems  (5)  erzeugen. 

Wählt  man  auf  der  Axe  A  eine  n  —  p -—  l-fach  ausgedehnte 
Punktmannigfaltigkeit  M,  bestehend  aus  allen  Punkten  P{x^  .  .  Xn^), 
die  der  Relation 

(32)  9.(^;+,..x„«)  =  0 

genügen,  so  bilden  die  bezw.  durch  die  Punkte  von  M  hindurchgehenden 
Integralkurven  des  Systems  (25)  eine  in  E  gelegene  iin-p-  Diese 
ILn—p  erzeugt,  wenn  E  innerhalb  des  Büschels  (28)  alle  oo^—^  Lagen 
annimmt,  eine  Integral  fläche  des-  Jacobi'schen  Systems  (5),  diejenige 
nämlich,  welche  durch  die  Gleichung 

dargestellt  wird  (Art.  69).  Wesentliche  Voraussetzung  dabei  ist,  dafs 
die  Gleichung  (32)  von  y^  -  -  Vp  vollkommen  unabhängig,  d.  h.  also, 
dafs  die  Mannigfaltigkeit  M  für  alle  Mannigfaltigkeiten  E  des  Büschels 
(28)  dieselbe  sei. 

87.  Ist  (p{y^y^  .  .ypXpj^i .  .  Xn)  ein  Integral  der  Gleichung  (23), 
das  an  der  Stelle 

(33)  y^^(i,x^^^^xl^,..x^  =  x: 

regulär  ist,  und  vermöge  yi  =  0  in  eine  von  y2  -  -  yp  unabhängige 
Funktion  coixp^i  .  .  Xn)  übergeht,  dann  und  nur  dann  ist  g)  eine  ge- 
wöhnliche Potenzreihe  der  n  Gröfsen  (22)  ^  mit  Koeffizienten,  die  von 
den  Parametern  y^  -  •  yp  nicht  abhängen;  es  genügt  ferner  auch  den 
partiellen  Differentialgleichungen  (25),  verwandelt  sich  also,  wenn  man 
die  yi  mittels  (20)  durch  die  Xi  ausdrückt,  in  ein  an  der  Stelle  x^^ . .  Xn^ 
reguläres  Integral  f(x^  .  .  Xri)  des  ursprünglichen  Jacobi'schen  Systems 
(5),  und  geht  vermöge  x^  =  x^  .  .Xp  =  x^  in  C3  über. 

Diese  Behauptungen  folgen  unmittelbar  aus  der  Zusammenstellung 
der  folgenden  drei  Thatsachen:  1)  das  Jacobi'sche  System  (5)  besitzt 
ein  und  nur  ein  Integral  f  mit  den  angegebenen  Eigenschaften;  2)  das 
Integral  /'  verwandelt  sich  durch  die  Transformation  (20)  in  eine 
Lösung  (jp  des  Jacobi'schen  Systems  (23)  (25),  die  vermöge  y^  =  0  in 
<o  übergeht  und  an  der  Stelle  (33)  regulär  ist;  3)  die  Gleichung  (23) 
besitzt  ein  und  nur  ein  Integral  q)  mit  diesen  Eigenschaften. 

Kennt  man  nun  eine  Lösung  cp  der  Gleichung  (23),  derart,  dafs 
die  Funktion  qp(0,  ^/g  .  .  ypXp^i  .  .  x„)  von  den  Parametern  y^  •  -  yp  nicht 
unabhängig    ist,    aber    mindestens    eine    der   Variabeln   Xpj^-i   wirklich 
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enthält,  so  fragt  es  sich,  welchen  Nutzen  man  aus  dieser  Kenntnis  für 
die  Integration  des  Jacobi'schen  Systems  (5)  ziehen  kann. 

Es  seien  xIj^  .  .  il^n—p,  wie  früher,  die  (unbekannten)  Hauptintegrale 
von  (23)  hinsichtlich  y^  =  0'^  dann  läfst  sich  (p  in  folgender  Weise 
darstellen : 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  enthält  der  Voraussetzung  nach 
mindestens  eine  der  Gröfsen  ipi  etwa  i/;^;  durch  Auflösung  nach  i}j^ 
erhalte  man: 

(34)  ^1   =  Xi(0,  2/2  .  .  ypp    Xp^i  .  .Xn,    1^2   •  •  tn~p)- 

Ist  die  Funktion  Xi  von  den  t^  frei,  so  haben  wir  das  Hauptintegral 
tfj^  von  (23),  und  damit  eine  Lösung  von  (5)  gefunden;  im  entgegen- 
gesetzten Falle  beachten  wir,  dafs  alle  tf;  auch  den  partiellen  Differential- 
gleichungen (23)  (25)  genügen,  dafs  also,  wenn  die  rechten  Seiten 
dieser  Gleichungen  mit   Y^f .  .  Yp/*  bezeichnet  werden: 

(35)  y;.^^    ,r;.;(^==^  +  ^||iy;.^,  =  0    {i  =  2..p). 

Der  Ausdruck  Y^y^  verschwindet  identisch,  da  %^  eine  Funktion  der 
Gröfsen  y^  .  .  i/^,  gp,  7pc>  .  .  tl^n—p  allein  ist. 

Die  Relationen  (85)  sind  Gleichungen  in  den  Variabein 

(36)  y^..yp,  Xp^i.  .Xny  ^2-  'tn-p 

und  verwandeln  sich  in  Identitäten,  wenn  man  die  t  durch  ihre  Aus- 
drücke in  y^  .  .  ypXj,-^i  .  .  Xn  ersetzt  denkt.  Enthalten  also  die  Glei- 
chungen (35)  die  Gröfsen  i/>,-  überhaupt  nicht,  so  sind  sie  identisch 
erfüllt,  und  es  ist  dann  x^  ein  gemeinsames  Integral  des  Jacobi'schen 
Systems  (23)  (25),  wenn  man  die  ip  durch  beliebige  Konstante  ersetzt, 
liefert  also  nach  Elimination  der  y;  mittels  (20)  eine  Lösung  des  ur- 
sprünglich gegebenen  Jacobi'schen  Systems  (5).  Im  entgegengesetzten 
Falle  läfst  sich  mindestens  eine  der  Gleichungen  (35)  nach  einer  der 
Gröfsen  -4^1  etwa  nach  ^2  auflösen-,  es  sei 

diese  Auflösung.     Dann  bilden  wir  die  Gleichungen 

(37)         y;. X,  =  ^g|  +  1}^,  ^'^"  =  0   {i=h%--P)- 

Es  sind  dies  Relationen  in  den  Gröfsen 

y^y^  .  .  iJpXp^i  .  .  Xn-^^.  '  •  ^n-p\ 
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enthalten  sie  die  t  nicht,  so  sind  sie  identisch  erfüllt,  und  X2  li^f^i't 
eine  gemeinsame  Lösung  des  Gleichungensystems  (23)  (25),  also  auch 
des  Jacobi'schen  Systems  (5),  wenn  man  die  ^3  .  .  -^n—p  durch  irgend 
welche  Konstante  ersetzt.  Im  entgegengesetzten  Falle  löse  man  eine 
der  Relationen  (H7)  etwa  nach  1^3  auf  etc.  Solcherweise  gelangt  man 
schliefslich  entweder  zu  einer  Relation  der  Form: 

derart,  dafs  alle  Relationen 

von  Jpk+i  '  •  fl^n—p  unabhängig  sind,  also  identisch  bestehen,  und  es  ist 
dann  Xk,  wenn  man  darin  die  if^i  durch  irgend  welche  Konstanten  ersetzt, 
eine  Lösung  des  Jacobi'schen  Systems  (23)  (25),  liefert  also  ein  Integral 
von  (5),  wenn  die  y  mittels  (20)  daraus  eliminirt  werden;'  oder  man 
erhält  ein  System  von  n  —  p  Gleichungen  der  Form  (38),  welche  alle 
i'k  als  Funktionen  der  Yariabeln  y^  .  .  y pXp j^t  .  .  Xn  darzustellen  erlauben, 
und  findet  damit  alle  Hauptintegrale  der  Gleichung  (23),  mithin  auch 
alle  Hauptintegrale  \  .  .  hn—p  des  Jacobi'schen  Systems  (5). 
Damit  ist  der  folgende  wichtige  Satz  bewiesen: 
Kennt  man  von  der  partiellen  Differentialgleichung 

n — p 

(^^)  h"^  2  (K^'+ä]  +  2/2  K^+a]  H [-yp  Kp+ä])  f~^  =  ^ 

eine  beliebige  Lösung  cp^y^  .  .  ypXp^t  .  .  Xn),  die  nicht  eine  Funldion  der 
Parameter  y^,  2/3  •  •  Vp  (allein  ist,  so  kann  man  daraus  mindestens  eine 
Lösung  des  Jacobi'schen  Systems 

n — p 

(5)  ^./^|£  +  ^«,^+      3C^  =  0        (i=l..ß). 

durch  blofse  Differentiationen  und  Eliminationen  ableiten. 

88.  Nach  dem  vorigen  Satze  erfordert  die  Ermittelung  eines  Inte- 
grals eines  |9-gliedrigen  vollständigen  Systems  in  n  Variabein  aufser 
gewissen  Differentiationen  und  Eliminationen  eine  Operation  n  — p 
fArt.  51).  Kennt  man  von  einem  ^j-gliedrigen  vollständigen  System  h 
unabhängige  Lösungen,  und  führt  man  dieselben  statt  ebensovieler 
Variabein  x  als  neue  Independente  ein,  so  verwandelt  sich  das  System 
in  ein  j9-gliedriges  vollständiges  System  mit  nur  n  —  k  Variabein; 
daraus  folgt: 
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Sind  von  einem  p-gliedrigen  vollständigen  System  in  n  Independenten 
Jv  unabhängige  Lösungen  von  vorneherein  bekannt,  so  erfordert  die  Auf- 
suchung eines  weiteren  Integrals  eine  Operation  n  —  p  —  k,  und  die 
Ermittelung  der  übrigen  n  —  p  —  h  —  1  unabhängigen  Lösungen  je  eine 
Operation 

n  —  p  —  7i  —  1,  n  —  p  —  h  —  2,  .  .  3,  2,  1. 

89.  Wir  wollen  die  Sätze  dieses  §  durch  zwei  Beispiele  erläutern. 
1)  Die  Koeffizienten  des  Jacobi'schen  Systems: 


-^)£=ö 


K 
K 


€f 


^^  Wx  C^^1^2  ^l)  7\^    ^ 


K 

dx. 


0 


sind   an   der  Stelle  0  .  .  0  regulär;    wenden  wir   die   Mayer'sche  Trans- 
formation 

(39)  X^  =1/1^   ^2  =  2/12/2^   ^3  =  VA 

an,  so  wird  die  erste  der  transformirten  Gleichungen: 

Ihre  Hauptintegrale  hinsichtlich  2/i  =  ^  sind: 

^4  +  ViV^  +  ViVz,  ^5  +  ViV^  +  2/1-^4; 

also  besitzt  das  gegebene  Jacobi'sche  System  hinsichtlich  x^  =  0,  x^=^ 0, 
iCg  =  0  die  Hauptintegrale: 

^4      I      ^1^2      I      ^3*5    ^5  "I      ^l('^2        I      ^4'* 

2)  Auf  das  Jacobi'sche  System: 

dx^    '      2   1-f-^i    <^^4  1  +  ^1    ^^5 


IL 

dx^ 

dl 

dx„ 


^3         c)f 

1  -f-  a:?!    dx^ 

df 


^1        cf 

1+^1        dXr, 


[x^  -\-  X^j 


dx^^ 


=  0 


=  0 


läfst  sich  die  Mayer'sche  Transformation  (39)  ebenfalls  anwenden;  man 
erhält  dadurch  die  transformirten  Gleichungen: 
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0=  H-  y^'y^   ^—      y^"     ^^rr 

Die  erste   dieser  Gleicliungen  besitzt  das   unmittelbar  ersichtliche 
Integral : 

9=^^^4  —  2/3^5; 
sind  also   ^^   und  ^2   ^^^  Hauptintegrale  dieser  Gleichung  hinsichtlich 
«/j  =  0,  so  hat  man: 

9>  ^  ^1  —  !/3  ^2 ; 

oder  also: 

^1=^4  —  2/3^5  +  !/3  ^2- 

Hieraus  folgt: 

^3^1  ^  —  ^5  —  2/1(2/12/2 +  %)  + ^2  =  0. 

Man  findet  also: 

^2  = -^5(1  +  2/1)  +2//2/2 
und  hieraus 

^1^^4  +  2/12/3^5  +  2/1^2/22/3- 

Das    ursprüngliche    Jacobi'sche    System    besitzt    darnach    hinsichtlich 

x^  =  0,  x^  =  Oy  ^3  =  0  die  Hauptintegrale : 

X^  +  ^3(^2  +  *^5j7  '^ö  +  ^1(^2  +  ^5/- 


§  6.    Exakte  Gleichungen  und  exakte  Differentiale. 

90.  In  diesem  §  sollen  die  Theorien  des  gegenwärtigen  Kapitels 
für  den  Fall  p  =  n  —  1  noch  besonders  behandelt  werden.  Wir  be- 
trachten zunächst  die  Annahme  p  =  2^  >^  =  3,  d.  h.  den  Fall  einer 
einzigen  PfafF'schen  Gleichung 

(1)  z/       adx  -\-  hdy  +  cdz  =  0, 
die  wir  unter  der  Voraussetzung  c  =p  0  so  schreiben  wollen : 

(2)  d0  =  H(xyz)dx  -\-  K{xyz)dy. 

Das  adjungirte  System  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
lautet  hier: 
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Damit  dieses  System  vollständig,  die  Gleichung  (2)  also  „unbeschränkt 
integrabel"  oder  „exakt'^  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  für 
jedes  Wertsystem  xyzi 

cx        oy     '  cz  cz  ^ 

oder,  was  dasselbe  sagt,  dafs  die  Identität: 

^ /dh        ^^\    \    -k  1^^       ^"\  _J_      fi^      ^^\ 

\dz         dy]    '        \dx        dz)    '        \dy        cx) 

bestehe.  Sind  dann  die  Funktionen  Hj  K  an  der  Stelle  ^o2/o^o  regulär, 
so  besitzt  das  Jacobi'sche  System  (3)  ein  und  nur  ein  an  dieser  Stelle 
reguläres  Integral  cpixyz),  das  sich  vermöge  der  Substitution 

(4)  X  =  x^,  y  =  iJo 
identisch  auf  0  reduzirt,  also  die  Form 

(p  =  ^  +  '^(x  —  x^,y  —  y^,^  —  ^0) 

besitzt,  wobei  die  Potenzreihe  ^  vermöge  (4)  verschwindet.  Ist  jetzt 
x^y^'z  ein  Wertsystem  in  der  Umgebung  von  x^y^z^,  so  liefert  uns 
die  Gleichung 

(5)  z  =  z-{-  ^(a^o  —  oc,ijQ  —  y,z  —  ^0) 
diejenige  Integralfunktion  z  des  May  er 'sehen  Systems 

■^  =  H(xyz)',   ^  =  K{xyz), 

die  sich  vermöge  (4)  auf  die  vorgeschriebene  Konstante  z  reduzirt. 
Ist  fipcyz)  irgend  ein  an  der  Stelle  x^y^z^  reguläres  Integral  des 
Jacobi'schen  Systems  (3),  so  erhält  man  die  Gleichung  Zq  =  q),  indem 
man  die  Relation 

(6)  fi^y^)  =  fi^oVo^o) 
hinsichtlich  Zq  auflöst. 

Deuten  wir  xyz   als  rechtwinklige  Koordinaten  eines  Raumes  B^, 
so  stellen  uns  die  Gleichungen 

fixy^)  =  C 

die  einfach  unendlich  vielen  Integralflächen  der  Pfaff'schen  Gleichung 
(1)  dar.  Der  Punkt  FixQy^z^  heifst  ein  Punkt  „allgemeiner  Lage" 
wenn  die  Funktionen  H^  K  an  der  Stelle  x^y^z^  regulär  sind.  Durch 
jeden  solchen  Punkt  P  geht  eine  und  nur  eine  Integralfläche ;  sie  wird 
durch  (6)  dargestellt.  Denken  wir  uns  nun  durch  P  die  zur  z-Axe 
parallele  Gerade  gezogen,  und  betrachten  wir  das  Ebenenbüschel,  das 
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diese  Gerade  zur  Axe  hat.  Eine  beliebige  Ebene  E  dieses  Büschels 
hat  die  Gleichung 

CO  y  —  yo  =  y\^  —  ^o) 

wo  y    einen  Parameter  bezeichnet.     Setzen  wir  noch 

(8)  X  —  Xq  =  X 

so  können  wir  x  und  z  als  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Ebene  E  deuten;  offenbar  sind  dann 

gewöhnliche  cartesische  Koordinaten  in  der  Ebene  E,  wobei  als  J-Axe 
die  Schnittlinie  von  E  mit  der  ^i/-Ebene,  als  J-Axe  die  durch  P  gehende, 
zur  ^-Axe  parallele  Gerade  genommen  ist.  Es  sei  nun  P^XQy^z)  ein 
beliebiger,  auf  dieser  Geraden  gelegener  Punkt  allgemeiner  Lage.  Dann 
schneidet  die  durch  P'  gehende  Integralfläche  von  (3)  die  Ebene  E 
nach  einer  durch  P'  gehenden  Curve;  wir  erhalten  so,  entsprechend 
den  oc^  Lagen  des  Punktes  P'  einfach  unendlich  viele  Kurven  in  der 
Ebene  E.  Es  sind  dies  die  Integralkurven  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 

^^)  d^'  =  -^(^0  +  ^'y  %  +  ^'y\  ^)  +  y'  ^(^0  +  ^'\  Po  +  ^'y'y  ^) 

die  aus  (2)  entsteht,  wenn  man  darin  mittels  (7)  (8),  d.  h.  also  mittels 
der  Formeln 

(10)  x  =  x^-\-  X,     y==tj^  +  xy' 

Xj  y  durch  x^  y    ausdrückt,  und  y    als  Konstante  behandelt. 
Ist  jetzt 

(x}{xyz)  =  konst. 

die  allgemeine  Integralgleichung  von  (9),  so  stellt  die  Gleichung 

(n)  co{xyz)  =  io{0,y\-z) 

in  den  Koordinaten  x\  z  die  durch  P'  gehende  Integralkurve  von  (9) 
dar.     Löst  man  die  zuletzt  hingeschriebene  Gleichung  nach  z  auf: 

~z  =  t(x,  y'z) 

so  ist  ^  das  Hauptintegral  hinsichtlich  x  =  0  der  zu  (9)  adjuugirten 
^Heichung 

1^  +  [H{x,  +  x,  %  +  XV,  z)  +  yK{x,  +  x\  •  •)]  |{  =  0. 
also  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  der  drei  Gröfsen  x',x'y',z  —  z",  und 
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reduzirfc  sich  unmittelbar  auf  das  oben  genannte  Integral  (p  des  Jacobi'schen 
Systems  (3),  wenn  man  die  x'y'  mittels  (10)  eliminirt,  oder  geometrisch 
ausgedrückt:  Läfst  man,  ohne  den  Punkt  P'  zu  ändern,  die  Ebene  E 
innerhalb  des  Büschels  mit  der  Axe  (4)  der  Reihe  nach  alle  oo^  Lagen 
annehmen,  so  wird  auch  die  von  P'  auslaufende,  durch  (11)  definirte 
Integralkurve  der  Gleichung  (9)  der  Reihe  nach  cx)^  Lagen  durch- 
laufen, und  auf  diese  Weise  die  durch  P'  gehende  Integralfläche  der 
exakten  Gleichung  (1)  erzeugen. 

91.  Wir  betrachten  ferner  eine  exakte  Gleichung  in  n  Variabein: 

n 

(12)  J  ^  ^  ai{x^x^ .  .  Xr)dXi  =  0 

1 

die  wir  unter  der  Annahme  a„  ='=  0  und  unter  Gebrauch  der  Be- 
zeichnungen 

«k^  —  ^        (/c=l  •.«-!) 

n 

SO  schreiben  wollen: 

(13)  dXn  -=  a^dx^  +  a^dx^  +  •  *  +  ocn-idXn~\. 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  der  unbeschränkten 
Integrabilität,  die  in  Art.  81  angegeben  wurden,  können  auch  in  der  Form: 

da.         dcc,  da.  da. 

d^k        dx.    ^      ''  dx^  cx^        ^  '  ^ 

geschrieben  werden.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  und  alle  «,;  an 
der  Stelle  x^ .  .  Xn  regulär,  so  reduzirt  sich  die  Integration  des 
Jacobi'schen  Systems 

(lö)         ä:  +  '^'<^i^^--*'')^„  =  o       {i=\..n-\) 

auf  die  Integration  einer  einzigen  gewöhnliche  Differentialgleichung: 

(16)  ^  =  [«l]  +  2/2  K]   H h  yn-l\0Cn-l\  , 

worin  Xn  die  unbekannte  Funktion,  y^  die  Independente,  endlich  y.^  ..yn—i 
Parameter  bedeuten,  und 

[«.]  ~  cc.{x^^  +  y^,  x,^  +  y^y,^,  xl_^  +  y^y^_^y  Xn) 
gesetzt  wurde.     Ist  nämlich: 

«(^l!/2  --yn-lXu)  =  C 

irgend  eine  Form  der  allgemeinen  Integralgleichung  von  (16),  und 
löst  man  die  Relation 
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folgendermafsen  auf: 

Xn    =  9' (2/1   •     •  Vn-lyX,^ 

SO  verwandelt  sich  cp  direkt  in  das  Hauptintegral  (p  des  Jacobi'schen 
Systems  (15)  hinsichtlich  ^^  =  ^i^  •  •  ^„_i  =  ^^_i;  wenn  man  die  y. 
mittels  der  Formeln 

^1  —  ^1^  =  Viy  ^*  —  ^k^  =  ViVk     (k  =  2  .,n  —  l) 

eliminirt. 

Ist  f  irgend  ein  Integral  des  Jacobi'schen  Systems  (15),  d.  h.  also 
eine  Funktion  von  (p  allein,  so  bestehen  Identitäten  der  Form: 

(17)  ai  =  Q{x^x^,.Xn)'-^         (i  =  l.,n). 

Man  erkennt  sonach,  dafs  der  PfaiF'sche  Ausdruck  J,  falls  die 
Bedingungen  (14)  erfüllt  sind,  durch  eine  einzige  Operation  1  auf  die 
Form  Qdf  gebracht  werden  kann;  ist  f  gefunden,  so  ergiebt  sich  q 
aus  irgend  einer  der  Gleichungen  (17). 

92.  Die  Integrabilitätsbedingungen  (40)  pag.  106  sind  erfüllt,  wenn 
die  Identitäten 

stattfinden.  Jetzt  ist  aber  nicht  nur  die  Gleichung  (12),  sondern  auch 
die  folgende: 

(19)  dz  —  a^dx^  —  •  •  —  ündxn  =  0 

in  der  z  eine  n  -\-  1*®  Independente  bedeutet,  unbeschränkt  integrabel, 
d.  h.  die  adjungirten  Gleichungen 

(20)  X,7-^  +  a,|^  =  0        {i=l..n) 
bilden  ein  vollständiges  System,  da  ja 

Sind  jetzt  alle  a»  an  der  Stelle  Xy^  .  .  x^  regulär,  und  verwandelt  sich 
O;  vermöge  der  Substitution 

(21)  x^  =  x^^  +  1/1;  ^2  =  x.J^  +  y,y^  ..Xn  =  xj^  +  ij^y^ 

in  [a,],  so  kommt  die  Integration  von  (19)  auf  diejenige  der  Gleichung 
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hinaus.  Nennt  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ip(y^  .  .  ya) ,  so 
ist  diejenige  Integralfunktion  von  (22),  die  sich  für  y^  =  0  auf  die 
Konstante  c  reduzirt,  durch  die  Gleichung 

Vi 

(23)  z  =   Cil>dy^  -\-c=W-\-c 

0 

gegeben,  wenn  bei  der  Ausführung  der  Quadratur  die  y^  -  •  Vn  als  Kon- 
stante behandelt  werden. 

Die  Funktionen  [a,]  sind   der  Annahme    nach   in  folgender  Form 
darstellbar: 

«1=0     ««=0 


Deutet  man  nun  die  Werte  der  komplexen  Variabein  y^  =  l-\-  ]/ —  1 .  7^ 
in  bekannter  Weise  als  Punkte  einer  Ebene  mit  den  cartesischen  Ko- 
ordinaten J,  rij  und  verbinden  wir  die  beiden  Punkte  0  und  y^  dieser 
Ebene  durch  eine  beliebige  Kurve  (c),  die  lauter  Punkte  y^  von  der 
Eigenschaft  enthält,  dafs  die  Potenzreihen  [a,]  an  der  Stelle 

yiy  2/i>2  •  •  yiyn 

regulär  sind,  so  hat  das  Integral  (23)  bekanntlich  einen  ganz  bestimmten 
Sinn,  wenn  (c)  als  Integrationsweg  gewählt  wird;  auch  kann  man  die 
Kurve  (c),  immer  unter  Beobachtung  der  soeben  ausgesprochenen  Be- 
dingung, sonst  aber  beliebig  variiren,  ohne  das  Resultat  der  Integration 
zu  ändern.     Man  erhält  durch  gliedweise  Integration 

Vi  00  X) 

C[a;\dy^  ^2-2  ?%.,^  y,  •  y,"^  (y,y.;)"'^  -  •  (2/12/J"«  =  ^^ 

J  «1  =  0       «„=0 

wenn  gesetzt  wird: 

(1  +  ^«.) r«..„„  =  c«..,^  («.  =  0, . .  00; . .  «„  =  0, . .  ^). 

Daher  ist  die  Funktion 

eine  gewöhnliche  Potenzreihe  der  n  Gröfsen 

yi>yiy2,'-yiyn, 

und  die  Koeffizienten  dieser  Potenzreihe  hängen  von  y.^  .  .  y»  nicht  ab ; 
also  verwandelt  sich   ^  vermöge  (21)  in   eine  an  der  Stelle  x^^  .  .  c 
reguläre  Funktion  von  x^^  .  .  Xn  und  man  hat  den  Satz: 


[^3] 


§  6.    Exakte  Gleichungen  und  exakte  Differentiale. 


127 


Sind  die  Bedingungen  (18)  erfüllt,  und  alle  a,  an  der  Stelle  x^^  ..Xn 
regulär j  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Funktion  f(x^..  Xn),  die  an  jener 
Stelle  regulär  ist,   daselbst  den  vorgeschriebenen    Wert  c  annimmt,  und 
der  Gleichung 

(24)  df^^  a^dx^  +  «2 ^^2  +  * '  +  cinäXn 

identisch  genügt. 

Der  Satz  folgt  auch  leicht  aus  der  Existenz  eines  Hauptintegrals 
des  Jacobi'schen  Systems  (20). 

Natürlich  sind  die  Bedingungen  (18)  zum  Bestehen  einer  Identität 
der  Form  (24)  auch  notwendig. 

93.  Wenn  die  Matrix 


(25) 


'13 


'21 


a. 


23 


a«  1     a„  2    (1,1 3 


0 


[a^ii 


da. 


ex. 


dx, 


;) 


den  Rang  zwei  besitzt,  so  gilt  nach  Art.  27  dasselbe  von  der  Matrix* 
(39)  pag.  106,  also  läfst  sich  der  Pfaff'sche  Ausdruck  z/  mit  Hülfe 
einer  einzigen  Operation  1  auf  die  Form  Qdf  bringen.  Die  Funktionen 
Q  und  f  sind  offenbar  von  einander  unabhängig;  denn  wäre  q  in  der 
Form  ^(/)  darstellbar,  so  liefse  sich  eine  Funktion  F{f)  derart  be- 
stimmen, dafs 

J^i^{f)df=dF 

d.  h.  z/  wäre  ein  exaktes  Differential,  es  verschwänden  also  alle  an, 
imd  die  Matrix  (25)  besäfse  den  Rang  eins.     Damit  ist  gezeigt: 

„Besitzt  die  Matrix  (25)  den  Bang  2,  dann  und  nur  dann  läfst 
sich  der  Pfaff'sche  Äusd/rucJc  z/  auf  die  „Normalform"  q  -  df  bringen,  in 
der  die  beiden  Funktionen  q  und  f  von  einander  unabhängig  sind.'^ 

„Besitzt  die  Matrix  (25)  den  Bang  1,  dann  und  nur  dann  läfst 
sich  J  auf  die  Form  df  bringen." 

Hat  man  in  dem  zuerst  genannten  Fall  irgendwie  zwei  ver- 
schiedene Normalformen  gdf  und  6 dtp  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks  z/ 
ermittelt,  so  folgt  aus  der  Identität 


Qdf^ödcp,     oder 


pl^  =  .«'" 


dx, 


dx. 


ohne  weiteres  das  Verschwinden  aller  2-reihigen  Determinanten  der  zu 
den  Funktionen  f  und  (p  gehörigen  Funktionalmatrix,  d.  h.  cp  ist  eine 
Funktion  von  f  allein. 
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Aus  einer  speziellen  Normalform  Qclf  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks 
z/  erhält  man  also  die  allgemeinste  Normalform  odq),  wenn  man  unter 

9?  eine  beliebige  Funktion  F{f\  unter  6  den  Quotienten  q  :  -jj  versteht. 

Diß  Verallgemeinerung  der  Resultate  dieser  Nr.  für  den  Fall,  dafs 
der  Rang  x  der  Matrix  (25)  beliebig  ist,  bildet  einen  der  Hauptgegen- 
stände der  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems. 

94.  Eine  Funktion  ^  von  der  Eigenschaft,  dafs  der  Ausdruck  ^  z/ 
ein  exaktes  Differential  ist,  heifst  ein  „Euler' scher  Multiplikator^^  der 
exakten  Gleichung  z/  =  0.  Damit  ^i  ein  Euler 'scher  Multiplikator  sei, 
ist  also  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  Identitäten: 

erfüllt  sind.     Ist  QÜf  eine  beliebige  Normalform  von  z/,  so  ist  —  ein 

Euler'scher  Multiplikator.  Ist  der  Quotient  zweier  verschiedener  Mul- 
tiplikatoren /i,  ^'  nicht  konstant,  so  kann  die  allgemeine  Integral- 
gleichung der  exakten  Gleichung  z/  =  0  in  der  Form 

~  =  konst. 

geschrieben  werden. 

Der  Euler'sche  Multiplikator  der  exakten  Gleichung  z/  =  0  ist 
nichts  anderes  als  der  Lie'sche  Multiplikator  des  adjungirten,  n  —  1- 
gliedrigen  vollständigen  Systems  (Art.  63). 


Kapitel  III. 
Die  Klasse  eines  Pfaff'sclien  Ausdrucks. 

§  1.     Die  Invarianz  der  Zahlen  x,  x^,  yc<^. 
95.  Zwei  Pfaff 'sehe  Ausdrücke  in  gleichviel  Variabein: 

n 

(1)  Z/  lEE  ^  üi  {X^  X^  .  .  Xn)  dXi 

1 

w 

(2)  ^'=2  Hyiy2 '  •  yn)dyi 

1 

heilsen  „äquivalent",  wenn  eine  Variabeintransformation 
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(3) 
(4) 


a 


1. 


existirt,  welche  den  Ausdruck  z/  in  z/'  überführt,  vermöge  deren  also 
die  Identität 

(5)  J'^J 

stattfindet.     Es  entsteht  die  Frage: 

Welches  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür,  dafs  zwei  Pfaff'sche  Ausdrücke  z/  und  z/'  äquivalent  sind?  oder 
etwas  anders  ausgedrückt:  Welche  Eigenschaften  eines  Pfaff 'sehen  Aus- 
drucks J  bleiben  bei  jeder  beliebigen  Punkttransformation  des  Raumes 
Bn{x^x^  .  .  Xn)  invariant? 

96.  Um  zunächst  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Äquivalenz 
zweier  Ausdrücke  z/  und  z/'  aufzustellen,  betrachten  wir  gleichzeitig 
die  drei  fundamentalen  Matrices 


(A) 


«1      «2 

.  an 

0        «12 

.  am 

«21    0 

•    «2« 

;    (B) 

a„i  a„2 

.  0 

0     a, 

—  a^O 

—  a, 


"12 


«21     Ö 


an 
ai, 

«2: 


(C) 


—  a^     ttni  an  2  '  •     ^ 

«21     0        .  .    «2« 


«nl   «w2    .  .    0 

in  denen  die  aik,  wie  bisher,  die  Bedeutung 

_              _  da.        da^ 
üik  r=  —  aki  =  ^— -K— 

OXf,  C  X^ 

haben,   und    die    wir   in  diesen  Vorlesungen  immer  als   die  „Matrices 
(A)  (B)  (C)''  bezeichnen  wollen. 

Es  sei  X  der  Rang  der  Matrix  (A),  d.  h.  also  die  Ordnung  der 
höchsten,  nicht  identisch  verschwindenden  Unterdeterminanten  von  (A); 
diese  Zahl  x  heifst  die  „Klasse  des  Ff  äff 'sehen  Ausdrucks  z/^'.  Die 
Rangzahlen  der  beiden  schiefsymmetrischen  Matrices  (B)  und  (C)  sollen 
Xj  und  ^2  genannt  werden;  sie  sind  nach  Art.  27  durch  Angabe  von 
X  eindeutig  bestimmt;  ist  nämlich  %  einer  geraden  Zahl  2A  gleich,  so 
ist  Xi  ^  «2  =  x;  ist  aber  x  =  2A  —  1,   so  ist  x^  =  2A,  Xg  ==  2A  —  2, 

2x  =  Xi  -j-  Xg. 


und  immer  hat  man 


V.  Weber,  Das  Pfaffsclie  Problem. 
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Wie  man  die  Zahlen  ;c,  x^,  0C2  ermittelt,  falls  der  Pfaff'sche 
Ausdruck  z/  beliebig  gegeben  ist,  wurde  in  Art.  30  auseinander- 
gesetzt. 

97.  Um  die  Symbolik  der  Theorie  der  Pfaff'schen  Aggregate  ge- 
brauchen zu  können,  führen  wir  wie  früher  die  Bezeichnungen  ein: 

(ij  Ä:)  =  —  QCj  i)  ^  üik         {i,h=l  ..  w); 

aufserdem  setzen  wir  noch: 

(0,  i)  =  —  (i,  0)  =  ai     (i  =  1  . .  n). 

Die  Bedeutung  des  Pfaff'schen  Aggregats 

worin  die  Ici  irgendwelche  Zahlen  der  Reihe  0,  1,  .  .  n  bedeuten,  ist 
dann  aus  dem  §  2  des  ersten  Kapitels  ohne  weiteres  zu  entnehmen. 

Ist  nun  zunächst  die  Klasse  x  des  Ausdrucks  z/  gleich  2A,  so 
können  wir  nach  Art.  28,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  die 
Voraussetzung  machen,  dafs  insbesondere  das  Pfaff'sche  Aggregat: 

Pe^(1,  2,  ..2A—  1,2A) 

nicht  identisch  null  sei;  nötigenfalls  läfst  sich  dies  ja  immer  dadurch 
erreichen,  dafs  wir  die  Variabein  x  des  Problems  von  vorneherein 
passend  numeriren.  Femer  dürfen  wir  annehmen,  dafs  nicht  alle 
Pfaff'schen  Aggregate 

iIi,o,     il2,o,     .  .     n^x^Q     (vgl.  pag.  38) 

identisch  verschwinden.  In  der  That  hat  man  ja  nach  Art.  31  die 
Identitäten 

2X 

1 

Verschwänden  also  alle  Aggregate  iT,o,  so  verschwänden  entweder  alle 
üi  oder  die  Funktion  P  identisch.  Wir  können  nun  offenbar,  ohne 
die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  insbesondere  die  Funktion 

i72;i,o^(l,2,..2A-l,0) 

als  nicht  identisch  verschwindend  voraussetzen. 

Der  Fall  x  =  21  ist  also  nach  Art.  28  vollständig  charakterisirt 
durch  die  Bedingungen: 

(?)  E^  0;  Q,a^  0,  2A  +  1,  2A  +  2, . .  n. 
Ist  ferner  k  =  2X  —  1,  so  dürfen  wir  nach  Art.  28  die  beiden  Aggregate: 


(6)         1^=-°'     "'''' 
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P'  =  (1,2,..2A  — 2) 

Q  =  (0,  1, . .  2A  —  2,  2A  —  1) 

als  nicht   identisch    verschwindend   annehmen.     Darnach   ist   der   Fall 
X  =  2A  —  1  durch  die  Bedingungen 

P'^-0;     Q^=0^ 


^^^        ((1,  2, . .  2  A  —  2,  p,  0)  ^  0;  9,  0  =  2A  —  1,  2A, . .  ^ 

vollkommen  chardkterisirt 

Die  Zahl  x  ist   natürlich  niemals  gröfser  als  die  Variabeinzahl  n. 

Im  Falle  x  =  n  unterliegen  die  Funktionen  ai  und  die  aus  ihnen 
abgeleiteten  Funktionen  aik  gar  keinen  Bedingungs^Ze^c/iWl^^m ;  ein 
Pfaff 'scher  Ausdruck  z/,  dessen  Klasse  gleich  der  Variabelnzahl  ist, 
heifst  aus  diesem  Grunde  ein  „bedingungsloser"  Ausdruck;  ist  dagegen 
X  <  w,  so  wird  z/  ein  „bedingter"  Ausdruck  genannt. 

98.  Wir  behaupten  nun:  Die  Klasse  x  ist  eine  Invariante  des 
Pfaff' sehen  Ausdrucks  A  gegenüber  beliebigen  Punkttransformationen, 
m.  a.  W.:  verwandelt  sich  z/  vermöge  der  Variabeintransformation  (3) 
(4)  in  A  ^  so  besitzt  A\  als  Pfaff 'scher  Ausdruck  in  den  neuen  Variabein 
j/i  betrachtet,  dieselbe  Klasse  wie  A. 

Um  unsere  Behauptung  zu  beweisen,  beachten  wir  die  aus  (5) 
folgenden  Gleichungen: 

(8)  «,  =  ^6,^        (i=l..«) 

1  ' 

die  identisch  bestehen,  wenn  die  yi  durch  die  Funktionen  9?;  ersetzt 
werden.     Wir  erhalten  hieraus: 

(9)  J^^^^!!ii^J^+   >I6,J^ 
^^k  11      ^2//   ^^i  ^^k  ^    ^^i^^k 

(10;        '^^yiyi'^'^'ji^%,l^ 

^     '  ox^        ^m  ^mmi  oy^^  oXf  cxj^    '    ^^mJ    "dx.dxj^ 

11  t  K 


wenn  gesetzt  wird 

bu 


Aus  (11)  folgt,  dafs  die  Matrix  (C)  durch  zeilenweise  Komposition 
(pag.  42,  Anm.)  der  folgenden  beiden  Schemata  entsteht: 

9* 
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(12) 


^Vi 


oVi 


2^''^^'     2^''^, 


^Vi 


^^-'dv. 


^Vi 


^Vi 


dVi 


^^''^J      2^''^n      "       ^^"'äT„ 


(13) 


dx^ 


dx^ 


'dx. 


dx^ 


Es  sei  JD  diejenige  v-reihige  Unter determinante  von  (C),  in  deren 
Elementen  sich  die  Zeilen  mit  den  Indices  i^i<^  .  .  %  und  die  Spalten 
\lc^  , .  Tiv  schneiden.  Dann  entsteht  D  durch  zeilenweise  Komposition 
der  beiden  i/-zeiligen  Schemata: 


(14) 


(15) 


iVi 


2^"s^. 


dxj. 


dXr. 


dXr. 


(s=l..v); 


is=l..v) 


Nach  einem  bekannten  Determinantensatz  ist  also  D  gleich  der  Summe 
aller  Produkte  aus  je  einer  i/-zeiligen  Determinante  von  (14)  in  die 
entsprechende  i'-zeilige  Determinante  von  (15).  Das  Schema  (14)  entsteht 
nun  aber  seinerseits  durch  Zeilenkomposition  der  folgenden  beiden: 

(C)  II&,.  Il'    ii,]c  =  l,2..n) 


(16) 


d  X,      d  X, 


dx. 


{s^l..v). 


Jede  r-reihige  Determinante  der  Matrix  (14)  ist  also  nach  dem  soeben 
angeführten  Determinantensatz  gleich  einer  Summe  von  Produkten  aus  *' 
je  einer  v-reihigen  Determinante  von  (16)  in  eine  v-reihige  Determinante 
von  (C).  Schliefslich  erkennen  wir,  dafs  D  gleich  einer  Summe  von 
Produkten  aus  je  drei  Faktoren  ist;  der  erste  Faktor  ist  jedesmal  eine 
v-reihige   Determinante   der  Matrix  (C)^    die  beiden   andern  Faktoren 
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sind  7'-reihige  Determinanten,  die  dem  Schema  (13)  entnommen  werden. 
Verschwinden    also    alle    r-reihigen  Determinanten  von   (C)    identisch, 
so  verschwinden  auch  alle  v-reihigen  Determinanten  von  (C). 
Aus  der  Identität  (5)  folgen  aber  auch  die  Gleichungen 


(17) 


6.- 


(i  =  1 . .  w), 


welche  identisch  bestehen,  wenn  man  darin  die  Xi  durch  die  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (3)  ersetzt.  Demnach  bleiben  die  Formeln 
(8) — (11)  richtig,  wenn  man  darin  überall  die  Buchstaben  a  mit  b, 
und  X  mit  y  vertauscht.  Wir  schliefsen  daraus  genau  wie  vorhin: 
Verschwinden  alle  v-reihigen  Determinanten  von  (C),  so  gilt  dasselbe 
auch  von  allen  v-reihigen  Determinanten  von  (C). 

Die  beiden  Matrices  (C),  (C)  besitzen  also  denselben  Bang  tc^. 

Aus  den  Identitäten  (8)  (11)  folgt  ferner,  dafs  die  Matrix  (B) 
durch  zeilenweise  Komposition  der  folgenden  beiden  entsteht: 

10        0       .  .      0 

dx^      dx^  dx^ 


(18) 


0 


0 


dx„      dx„ 


dx. 


^b. 


0  h,  b. 


bn 


^Vh 


Vh 


2^'ji^  ^^''-d^j  ^ 


Hh 


dx^ 


2j    ""'J^ 


Die  zuletzt  hingeschriebene  Matrix  aber  ergiebt  sich  ihrerseits  durch 
Zeilenkomposition  des  Schemas  (18)  mit  dem  folgenden: 

Ob,      b,      .  .     bn 


(B) 


b,   0 


bin 


bn     bnl       bn'. 


Ganz  ähnlich  wie  vorhin  schliefst  man  jetzt:  verschwinden  alle  v- 
reihigen  Determinanten  in  (B'),  so  verschwinden  auch  alle  r-reihigen 
Determinanten  in  (B),  Da  sich  nun  aus  den  Identitäten  (17)  die  Um- 
kehrung dieser  Thatsache  in   ganz  ähnlicher  Weise   ergiebt,   so  folgt, 
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dafs    die    beiden   Matrices   (B)   (B')    denselben  Rang  x^^   besitzen.     Die 
Klasse  von  z/'  ist  also  in  der  That  gleich  der  Klasse  von  z/,   nämlich 

gleich  y  (jci  +  JCg)- 

Die  Zahlen  x^  und  Xg  sind  ebenfalls  Invarianten  des  Pfaffschen 
Ausdrucks  z/  gegenüber  beliebigen  Punkttransformationen;  sie  sind 
aber  durch  Angabe  von  x.  schon  mitbestimmt,  und  es  genügt  sonach, 
die  eine  invariante  Zahl  x  zu  betrachten. 

Damit  zwei  Ff  äff' sehe  Ausdrücke  A  und  A'  äquivalent  seien,  ist 
na^h  dem  soeben  Bewiesenen  jedenfalls  notwendig,  dafs  sie  dieselbe  Klasse 
K  besitzen.  Im  Laufe  des  nächsten  Kapitels  ivird  sich  herausstellen,  dafs 
diese  Bedingung  zur  Äquivalenz  auch  hinreicht. 


§  2.     Die  Probenius'schen  Sätze.  ^) 

99.  Wir  fragen:  „  Wie  ändert  sich  die  Klasse  eines  Pf  äff 'sehen  Ausdrucks 

(1)  A  =  ^  aiix^x^  .  .  Xr)dXi, 

wenn  man  ihn  mit  einer  nicht  identisch  verschwindenden  Function 
Q{x^x^..Xr)  multiplizirt?"  oder  anders  ausgedrückt:  „Ist  x  die  Klasse 
von  z/,  und  setzen  wir: 

z/'  ^^  ^  a/  dxi  EEE  qA'^    a/  e^  Qtti 

welches  ist  die  Klasse  von  z/'"? 
Aus  den  Elementen 


(i,k=l..  n) 


bilden  wir  die  schiefsymmetrische  Matrix 


(2) 


0 


0 


«12 


an 
ai 


—  da         ö^rtl     an2      •    •       0 

Der  Rang  dieser  Matrix  wird  nach  Art.  12  nicht  geändert,   wenn  man 
alle  ihre  Elemente  mit  q  dividirt,   ferner   die    mit     ^         multiplizirte 

erste  Zeile  zu   der  i  +  l*®""  Zeile,    sowie   die   mit      ^^  ^    multiplizirte 

erste  Spalte  zu  der  Je  +  1*®°  Spalte  addirt,    und  diese  Änderung  für 
alle  Indices  i,Jc=l..n  durchführt. 


1)  Frobenius  I  und  II, 
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Durch  diese  Umformungen  verwandelt  sich  aber  die  Matrix  (2)  in 
die  Matrix  (B),  ihr  Rang  ist  also  gleich  k^.  Demnach  ist  die  Klasse 
von  z/'  entweder  x^  oder  x^  —  1  und  wir  haben  die  Sätze: 

1)  Ist  die  Klasse  x.  von  z/  eine  gerade  Zahl  2A,  so  ist  diejenige 
des  Ausdrucks  pz/  entweder  gleich  x  oder  gleich  x  —  1. 

2)  Ist  die  Klasse  x  des  Ausdrucks  z/  eine  ungerade  Zahl,  so  besitzt 
Q/J  enttveder  die  Klasse  x  oder  die  Klasse  x  -{-  1. 

Darnach  bleibt  die  Klasse  eines  bedingungslosen  Ausdrucks  mit 
ungerader  Variabeinzahl  durch  Multiplikation  mit  einem  beliebigen 
Faktor  stets  ungeändert. 

100.  Das  vorstehende  Resultat  läfst  sich  für  die  einfachsten  Fälle 
X  ==  1  und  X  =  2  direkt  verifiziren.  In  der  That  kann  nach  Nr.  93 
ein  Pfaff 'scher  Ausdruck  z/  der  Klasse  zwei,  und  nur  ein  solcher,  auf 
die  Form  öd(p  gebracht  werden,  worin  die  Funktionen  6  und  (p  von 
einander  unabhängig  sind;  multiplizirt  man  nun  z/  mit  einem  Euler'schen 
Multiplikator  (Art.  94),  dann  und  nur  dann  wird  ^  •  z/  mit  einem 
exakten  Differential  identisch,  erhält  also  die  Klasse  1;  multiplizirt 
man  aber  z/  mit  einer  beliebigen  Funktion  p,  so  verwandelt  es  sich 
in  Qödcp,  worin  die  Funktionen  q  •  a  und  (p  unabhängig  sind,  behält 
also  die  Klasse  2.  Multiplizirt  man  ferner  einen  Ausdruck  der  Klasse  1, 
d.  h.  ein  exaktes  Differential  df ^  mit  einer  Funktion  ^p{f),  so  ver- 
wandelt er  sich  wieder  m  ein  exaktes  Differential  dF  =  ilj(f)df'^  durch 
Multiplikation  mit  einer  beliebigen  Funktion  q  dagegen  erhöht  sich 
seine  Klasse  um  eine  Einheit. 

Als  eine  weitere  Anwendung  des  obigen  Satzes  geben  wir  noch 
folgendes,  leicht  zu  verifizirende  Theorem: 

Ist  ein  Pfaff 'scher  Ausdruck  J'  in  n  —  1  Variabein 

w— 1 

z/'  ^  ^  bi{x^X2  .  .Xn-i)dXi 

1 

mit  der  Klasse  x  vorgelegt,  und  bedeutet  Xn  eine  n^^  unabhängige 
Variabele,  so  besitzt  der  Ausdruck  Xn  •  z/'  die  Klasse  x  oder  x  +  1, 
je  nachdem  x  gerade  oder  ungerade;  seine  Klasse  ist  also  unter  allen 
Umständen  gerade. 

101.  Wir  bezeichnen  zwei  Pfaff 'sehe  Gleichungen: 

n 

(•^)  z/  ^  ^  ai(x^x^  .  .  Xn)dXi  =  0 

1 

n 
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als  äquivalent,  wenn  eine  Variabeintransformation  existirt,  vermöge 
deren  die  eine  dieser  Gleichungen  in  die  andere  übergeführt  wird, 
vermöge  deren  also  eine  Identität  der  Form 

stattfindet.  Nach  Art.  99  wird  nun  die  Invariante  ic^  des  Pfaff'schen 
Ausdrucks  nicht  geändert,  wenn  man  z/  mit  einer  beliebigen  Funktion 
Q  multiplizirt.  Darnach  ist  x^  eine  für  die  Pfaff 'sehe  Gleichung  J  =  0 
charakteristische  Zahl;  ist  z/'  ==  0  eine  mit  z/  =  0  äquivalente  Glei- 
chung, so  besitzt  der  Ausdruck  z/'  wiederum  dieselbe  Invariante  Zj-, 
m.  a.  W.: 

„Der  Rang  x^  der  Matrix  (B)  ist  eine  Invariante  der  Pfaff'schen 
Gleichung  z/  =  0  gegenüber  allen  PunkUransformationen  des  Raumes 

Wir  wollen  diese  Zahl  kurz  als  den  Rang  der  Pfaff'schen  Glei- 
chung bezeichnen. 

Damit  zwei  Pfaff' sehe  Gleichungen  in  gleich  viel  Variahein  äquivalent 
seien y  ist  also  jedenfalls  notwendig,  dafs  sie  denselben  Rang  x^  besitzen. 
Im  nächsten  Kapitel  wird  sich  zeigen,  dafs  diese  Bedingung  auch 
hinreichend  ist. 

Schreiben  wir  die  Pfaff 'sehe  Gleichung  (3)  unter  der  Voraus- 
setzung an  =1=  0  in  der  Form : 


(4)  dXn  —  aj^dx-^^  — 

und  setzen  wir 


ai  EEE  —  —j 


doc, 


CCik  ^  1 


dx. 


dx. 


da.. 


dccj, 


+  cck^-  —  cci-^        (i,Jc=l..n—l) 


dx^. 


dx' 


bezeichnet  ferner  21  den  Rang  der  schiefsymmetrischen  Matrix, 

II  e^a  II         (i,lc=l..n-l) 

so  besitzt,   wie  man  leicht  erkennt,   die  Pfaff 'sehe  Gleichung  (3)    oder 
(4)  den  Rang  21  -\-  2-^  der  Rang  einer  exakten  Gleichung  ist  2. 

102.  Den  Sätzen  des  Art.  99  lassen  sich  analoge  an  die  Seite 
stellen,  die  sich  auf  die  Änderung  der  Klasse  x  bei  Addition  eines 
exakten  Differentials  dSl  beziehen.     Setzt  man 


■n 

z/'  E^  ^  a-dXi  ^  z/  -|-  dSl(x^X2  .  .  Xn) 


also: 


tti  + 


dx. 
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SO  folgt: 

'''■*  — ä:^~ä^^  ^^■*- 

Der  Rang  der  Matrix  (C)  bleibt  also  ungeändert,  wenn  man  zu  dem 
Ausdruck  z/  ein  beliebiges  exaktes  Differential  hinzufügt,  und  man  hat 
die  Sätze: 

1)  Ist  die  Klasse  x  von  z/  eine  gerade  Zahl,  so  ist  die  Klasse  des 
Ff  äff' sehen  Äusdruclcs  zf  -{-  dSl  enttveder  k  oder  tc  -\-  1. 

2)  Ist  die  Klasse  x  von  A  ungerade^  so  'besitzt  der  Ausdruck  J  -\-  dSl 
die  Klasse  x  oder  x  —  1. 

Die  Klasse  eines  bedingungslosen  Ausdrucks  mit  gerader  Variabeln- 
zahl  bleibt  bei  Hinzufügung  eines  Differentials  stets  ungeändert. 

Addirt  man  z.  B.  zu  einem  Ausdruck  der  Klasse  1,  d.  h.  zu  einem 
Differential  df  ein  beliebiges  anderes  dSl,  so  erhält  man  wiederum 
einen  Ausdruck  d(f -{- Sl)  der  Klasse  eins;  addirt  man  aber  d( — /"), 
so  entsteht  ein  Ausdruck  der  Klasse  0,  d.  h  ein  identisch  verschwindender 
Ausdruck. 

Ferner  verifizirt  man  leicht  folgende  Behauptungen: 

Ist  z/  ein  Ausdruck  der  Klasse  2,  also  von  der  Form  gdf,  so  ist 
die  Klasse  des  Ausdrucks  gdf  -]-  dSl  gleich  zwei  oder  gleich  drei,  je 
nachdem  ^  eine  Funktion  von  q  und  f  allein  ist,  oder  nicht. 

Ist  ein  Pfaff'scher  Ausdruck  z/'  in  n  —  1  Variabein  x^  . .  Xn—i 
nnd  mit  der  Klasse  x  gegeben,  und  bedeutet  Xn  eine  n*®  unabhängige 
Veränderliche,  so  ist  die  Klasse  des  Ausdrucks  dXn  +  z/'  gleich  x'  oder 
x'  +  1,  je  nachdem  x  ungerade  oder  gerade  ist,  in  allen  Fällen  also 
eine  ungerade  Zahl. 

103.  Um  von  den  Resultaten  dieses  §  eine  weitere  Anwendung  zu 
geben,  schicken  wir  folgende  Bemerkungen  voraus,  die  sich  unmittelbar 
ans  Art.  31  und  32  ergeben: 

1)  Die  Klasse  x  des  Ffaff'schen  Ausdruxiks  z/  ist  gerade  oder  un- 
gerade, je  nachdem  die  lineare  Gleichung 

emc  Folge  (Art.  9)  des  Gleichungensystems 

(6)  anli  +  a/2l2  H h  ainin  ==  iaai      (i  =  1  .  .  n) 

ist,  oder  nicht. 

2)  Die  Klasse  x  des  Pfaff'schen  Ausdrucks  z/  ist  ungerade  oder 
gerade,  je  nachdem  die  Gleichung  ^q  =  0  eine  Folge  des  Systems  (6)  ist, 
oder  nicht. 
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104.  Wir  betrachten  nun  einen  ,)iomogenen^''  Pfaff'schen  Ausdruck 
(1),  d.  h.  einen  solchen,  dessen  Koeffizienten  ai  alle  in  den  Variabein 
X  homogen  derselben  Ordnung  g  sind,  also  den  Euler'schen  Identitäten: 

Genüge  leisten. 
Setzen  wir 

(8)  ^1%  +  x^a,^  -\ Y  Xna^  eee  a, 

so  folgt  durch  Differentiation: 

da^  da^  da^  da 

^1  'die,  +  ^2  ^  H       f-  ^^  ä^  +  ^'  ==  j^.y 

also  durch  Subtraktion  von  der  Gleichung  (7): 

(9)  anXi  +  ai2X2  -\ 1-  ainXn  ?ee  (^  +  1)  a,  —  -^  (^  =  1  . .  n). 

Aus  diesen  Gleichungen  ergebep  sich  der  Reihe  nach  folgende 
Thatsachen: 

1)  Ist  die  Funktion  aEEH  1/)  so  ist  g  =  —  1,  und  die  Klasse  x 
des  homogenen  Ausdrucks  A  ungerade. 

Denn  a  ist  homogen  der  Ordnung  9^+1,  also  ist  ^  =  —  1 ;  ferner 
hat  man  jetzt  wegen  der  Gleichungen  (9): 

(10)  anOOt  +  •  •  +  ainOCn  ^^0         (i  =  1  .  .  n). 

Das  Wertsystem  |/  =  Xi^  ^o  =  ^  erfüllt  also  die  linearen  Gleichungen 
(6),  nicht  aber  (5),  also  ist  die  letztere  Gleichung  keine  Folge  von 
(6)  (Art.  10). 

2)  Ist  a  EE  0,  aber  g  =^  —  1,  so  ist  die  Klasse  k  des  homogenen 
Ausdrucks  ^  gerade. 

Denn  aus  (9)  folgt  jetzt: 

ö^a^i  H h  ^in^n  ^  (^  +  l)ötr,       (i=\  ..n) 

also  werden  die  Gleichungen  (6)  durch  die  Werte  %i  =  Xi  und  den 
nicht  verschwindenden  Wert  %^  =  g  -^1  erfüllt,  d.  h.  Iq  =  ^  ist  keine 
Folge  von  (6). 

3)  Ist  K  gerade,  und  a  nicht  identisch  null,  so  besitzt  der  homogene 
Pfaff' sehe  Ausdruck 

(11)  —  (a^dx^  -\ f-  ttndXn) 

die  Klasse  k  —  1. 


1)  oder  z=  einer  nicht  verschwindenden  Konstanten. 
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Denn    dieser   Ausdruck    genügt    den   Bedingungen    des   Satzes    1), 
also  ist  seine  Klasse   ungerade,  mithin  nach  Art.  99  1)  gleich  k  —  1. 
Als  Korollar  folgt  hieraus: 

4)  Ist  die  Ffaff'sche  Gleichung 

J  ^^  a^  dx-^  +  •  •  +  dndxn  =  0 

exakt,  sind  ferner  die  ai  alle  Jiomogen  derselben  Ordnung ^  und  ist  die 

Funktion  a^^  U  aiXi  nicht  identisch  null,  so  ist  —  ein  Euler' scher  Mulr 

tiplikator   dieser    Gleichung,    d.  h.    der   Ausdruck   (11)   ist   ein    exaktes 
Differential. 

5)  Ist  die  Klasse  x  des  homogenen  Ausdrucks  A  ungerade,   und  ist 
g  nicht  gleich  —  1,  so  ist  die  Klasse  des  (homogenen)  Ausdrucks 

gleich  x  —  1. 

Denn  schreibt  man  z/'  in  der  Form  I^aldxiy  so  folgt 


«•■■  =  ^4ri  U«.- -  Z;  ^' ^ 


^ 


hieraus  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (7)  sofort: 

^Xiai  =  0, 

d.  h.  z/'  erfüllt  die  Bedingungen  des  Satzes  2),   seine  Klasse  ist   also 
gerade,  mithin  nach  Art.  102  2)  gleich  x  —  1. 
Als  Korollar  ergiebt  sich  hieraus: 

6)  Ist  A  ein  homogener  Ff  äff 'scher  Ausdruck,  und  gleichzeitig  ein 
exaktes  Differential,  so  hat  man,  falls  ^  =)=  —  1  ^5^; 

A  E^  — p^  ä(a^x^  H h  anXn). 

Verschwindet  also  die  Funktion  a  identisch,  ohne  dafs  dies  für  sämt- 
liche Koeffizienten  at  der  Fall  ist,  so  kann  z/  nur  dann  ein  exaktes 
Differential  sein,  wenn  g  =  —  1  ist. 

7)  Ist  a  ei:  0,  und  n  ungerade,  so  ist  die  Klasse  x  des  homogenen 
Ausdrucks  J  kleiner  als  n. 

Denn  die  Identitäten  (8)  (9)  zeigen  jetzt,  dafs  die  linearen  Glei- 
chungen (5)  (6)  das  Lösungensystem  ii  =  Xij  1^  =  ^  +  1  besitzen; 
nach  Art.  11  ist  also  der  Rang  x^  der  zu  z/  gehörigen  Matrix  (B) 
(Art.  96)  kleiner  als  n  +  1,  mithin,  da  er  gerade  ist,  auch  kleiner  als  w; 
und  unsere  Behauptung  folgt  aus  der  Thatsache  x  ^x^^. 
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8)  Ist  z/  homogen^  ferner  a^EnOj  und  g  =  —  1,  so  ist  x  <  n. 
Denn  aus  (10)  folgt,   dafs   der  Rang  Xg   ^^^  Matrix  (C)  (Art.  96) 

kleiner  als  n  ist.  Ist  also  n  gerade,  so  ist  x  <in-^  für  ungerades  n 
ist  die  Behauptung  schon  erwiesen. 

9)  Ist  z/  homogen,  a^zO,  g  =^  —  1,  n  gerade  und  x  =  n,  bedeutet 
ferner  w  irgend  eine  homogene  Funktion  der  Ordnung  g  -\-  1,  so  ist  die 

Klasse  des  Ausdrucks  —  A  gleich  n  —  1. 

Denn  dieser  Ausdruck  erfüllt  die  Bedingungen  des  vorigen  Satzes, 
also  ist  seine  Klasse  <  n,  mithin  nach  Art.  99  gleich  n  —  1. 

105.  Die  vorstehenden  Sätze  sollen  nun  auf  den  homogenen  Ausdruck 

(12)  A  ^  a^^dx^  -\-  a^dx^  +  a^dx^ 

angewendet  werden,  wobei  die  ai  ganzrationale  homogene  Funktionen 
zweiten  Grades  der  drei  Variabein  x^x^x^  bedeuten. 

Wir  haben  jetzt  die  Fälle  ;c  =  1,  2,  3  zu  unterscheiden. 

Der  Fall  x  =  1  erledigt  sich  nach  Satz  6)  der  vor.  Nr.  Im  Falle 
X  =  2  setzen  wir  wiederum 

Ist  a  nicht  identisch  null,   so  ist  nach  Satz  3)   der  Ausduck  —  z/  ein 

exaktes  Differential  df,  d.  h.  z/  hat  die  Form  adf,  und  die  Funktionen 
a  und  f  sind  unabhängig. 

Ist  a^nOy  so  ist  nach  Satz  2)  x  notwendig  gleich  2,  d.  h.  die 
Gleichung  z/  =  0  ist  exakt,  und  die  at  erfüllen  nach  Art.  81  die  Be- 
dingung 

(13)  a^  %  +  0^2%!  +  «3  0^12  ^  0. 

Die  aik  sind  ganzlineare  homogene  Funktionen  von  x^^  x^,  x^.  Dasselbe 
gilt  also  auch  von  den  Ausdrücken 

(14)  A^  =  y  «23  +  ^^^r,    -^2  =  y  «31   +  ^^2;    A  ^  Y  ^12  +  ^^i> 

WO  h  eine  beliebige  Konstante  bedeutet;  man  hat  daher 
(15)  Ai  =  CuXi  +  C2iX2  +  CsiXä        (i  =  1,  2,  3). 

Die  Gleichungen  (9)  liefern  hier  mit  Rücksicht  auf  (14) 

Oa^  —   0^12^2      I      «13*^3  "-^=  *^('^2-^3  ^3-^)) 

also 

tt-i     1_~   Xa./Lo    Xa-O-a,  Cl/a    "^3  "^1  "^l  "^'^3  ^  3  ■         1  2  "^2  "^^1  * 

Umgekehrt,  sind  die  Ai  beliebige  Linearformen  der  x,  und  die  a,  durch] 


[105] 
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die  soeben  hingeschriebenen  Gleichungen  definirt,  so  ist  HüiXi  identisch 
null,  also  ist  nach  Satz  2)  des  vor.  Art.  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

(16)  (^2^3  —  ^3^2)^^!  +  (^3 A  —  OCiÄ^)dX^  +  (^^1^2  —  ^2^l)^^3  =  0 

exaM. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  ist  von  Jacobi  ^)  ausgeführt  worden. 
Ihre  allgemeine  Integralgleichung  hat  die  Form: 

(17)  Zj^^2— •^»  .  L/^~^i  '  L^^^~^^  =  konst. 

Dabei  bedeuten  X^^  Ag,  A3  die  (als  verschieden  vorausgesetzten)  Wurzeln 
der  kubischen  Gleichung: 


^11        ^     ^12  %3 


"21 


^22  ^       ^23 

^31  ^32  ^33  ^ 

die  Linearformen  Li  sind  durch  die  Formeln  gegeben: 


=  0: 


Li 


X, 


0 


5i      ^11         '*'« 


'21 


O/g 


a3 


"23 


ll 


JS       ^31  ^32  ^i 

und  die  |,-  sind  beliebige  Konstante. 

Ist  endlich  die  Klasse   des  Ausdrucks  (12)   gleich  3,  so  ist  nach 
Satz  5)  des  vor.  Art.  die  Klasse  des  Ausdrucks 


gleich  2;  da  ferner  die  a/  ganzrationale  homogene  Funktionen  2*®'* 
Ordnung  sind,  und  der  Identität  2?a/a;/?:^0  genügen,  so  vrird  die 
allgemeine  Integralgleichung  der  exakten  Gleichung  zi'  =  0  wie  so- 
eben gefunden.  Ist  (17)  diese  Gleichung,  und  bezeichnet  man  ihre 
linke  Seite  mit  cö,  so  findet  man  für  z/  folgende  Darstellung: 


^  ^  d  (y  aj  -\-  Qdo , 


wobei  Q  aus  irgend  einer  der  3  Gleichungen 
1    da    ^^      da 


(i  =  l,2,3) 


berechnet  wird.  Die  Funktionen  —  a,  o,  co,  sind,  wie  man  leicht  erkennt, 
unabhängig  (Art.  123),  und  homogen  bezw.  von  den  Ordnungen  3,  3,  0. 
1)  Jacobi  Werke  Bd.  4  p.  257;  vgl.  Frobenius  II. 
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Kapitel  IV. 
Die  Pfaff-Grassmann'sche  Reduktionsmetliode. 

§  1.     Die  Pfaff'sche  Eeduktion. 

106.  Wie  schon  in  der  Einleitung  bemerkt  wurde,  nahm  die 
Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  ihren  Ausgangspunkt  von  der  zuerst 
von  Pfaff  in  einem  speziellen  Fall  gelösten  Aufgabe,  eine  gegebene 
totale  Differentialgleichung 

(1)  ^  ZT  a^^dx^  -{-  '    +  andxn  =  0 
auf  eine  reduzirte  Form 

F,df,  +  F,df,  +  .  .  +  Frdfr  =  0 

zu  bringen,  in  welcher  die  F  und  f  gewisse  Funktionen  der  ursprüng- 
lichen Variabein  x  bedeuten,  und  die  Zahl  r  der  Terme  (oder,  wie  wir 
auch  sagen  wollen,  der  „Differentialelemente  df/^)  möglichst  klein  ist. 
Um  diese  Frage  zu  beantworten,  stellte  sich  Pfaff  zunächst  folgende 
Aufgabe:     Es  sollen  in  die  Gleichung  z/  =  0  neue  Variabein 

(2)  y„  2/2,  ...2/«-i,  i 

eingeführt  werden,  derart  dafs  die  transformirte  Gleichung  nur  mehr 
die  w  —  1  Variabein  y^  ..  yn—i  enthält,  m.  a.  W.:  Man  soll  die  Funktionen 
ij;^  . .  il^n  derart  bestimmen,  dafs  vermöge  der  Variaheintransformation: 

(3)  Xi  =  i^i{y^y^..yn-i,t)        (i=\,2..n) 
eine  Identität  von  folgender  Form  besteht: 

n  —  l 

(4)  ^  =  ()(2/i,  y^,  • .  2/n-i,  t) '  ^  bi{y^y^  -  -  yn-i)dy,-. 

1 

Indem  wir  uns  in  z/  die  x  durch  die  Funktionen  ip  ersetzt  denken, 
und  die  Koeffizienten  von  dt,  dyi  links  und  rechts  vergleichen,  folgt: 

(5)  %  T7  +  ^2  ^  +  •  •  +'^'^  TT- ^ 

(6)  ^iä^  +  ^2ä^H \-^nj^^=Qbi    (^=l.•>^-l). 

Dabei  sind  natürlich  auch  in  den  üi  die  x  durch  die  ip  zu   ersetzen. 

Differentiiren  wir  (5)  nach  2//,  (6)  nach  t,  und  beachten,  dafs  hi 
von  t  nicht  abhängt,  so  folgt: 
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'^  "^  dx„    dt 


W     ^    ay.  \^aa^i    dt 

Nun  ist  aber  wegen  (6) 

(9)  ^.■if^^'i/ 


7t 

+  2 


ük 


dtdy. 


a; 


wenn  gesetzt  wird 

(10) 

also  ergiebt  sich  durch  Subtraktion  der  Gleichung  (7)  von  (8): 

oder  endlich,  unter  Gebrauch  der  Symbole  tt/^: 

Aber  mit  Rücksicht  auf  (5)  besteht  auch  noch  die  Identität 


(13) 


27    0^ 
f     dt 


^(^i  +  ^(^ik 


dt 


0. 


Die  nach  den  Variabein  (2)  genommene  Funktionaldeterminante 
der  i/;  verschwindet  nun  nicht  identisch;  indem  wir  also  die  Relation 
(5)  noch  einmal  aufschreiben,  erhalten  wir  aus  (12)  und  (13): 


(14) 


^* 


a* 


dt 


f*«i  =  *     +  «12  -^  H f-  «m  -^ 


_         ^^1    , 


fia»  =r  a„i  -^  +  a„2  -^  +  • .  +         ♦ 

107.  Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der  Satz: 

Existiren  w  +  1  Funktionen  fi^ti--  tn  der  Variabein  (2),  derart 
dafs  die  Identitäten  (14)  bestehen,  wenn  man  in  den  a,  die  x  durch  die  ^ 
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ersetzt,  und  sind  die  il^i  hinsichtlich  der  n  Variabein  (2)  unabhängig, 
so  gilt  vermöge  der  Transformationsformeln  (3)  eine  Identität  der 
Form  (4),  und  zwischen  den  Funktionen  ^  und  q  besteht  der  durch 
(10)  definirte  Zusammenhang. 

In  der  That,  sind  die  Identitäten  (14)  erfüllt,  so  gilt  das  Gleiche 
von  den  Relationen  (12),  (11),  (7).  Bezeichnet  man  daher  die  linke 
Seite  von  (5)  mit  T,  die  linke  Seite  von  (6)  mit  Y^-,  so  kann  die 
Identität  (11)  so  geschrieben  werden: 

dY.        dT  d  Y. 

Darnach  können  wir  setzen 

worin  die  hi  nur  von  y^y^  .  .  yn—i  abhängen,  und  q  mit  fi  durch  die 
Formel  (10)  zusammenhängt.  Unsere  Behauptung  ist  damit  bewiesen. 
Damit  also  vermöge  der  Variabeintransformation  (3)  eine  Identität 
der  Form  (4)  bestehe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  Funktionen 
^/  einem  Gleichungensystem  der  Form 

-^  =  S«(^1^2--^n) 

genügen,  wobei  die  Funktionen  5/  (x^ x^  . .  ic„)  und  ^{x^  .  .  Xn)  die 
linearen  Gleichungen 

^a-  =  an  5i  +  •  •  +  «/ni» 

identisch  erfüllen.  Die  tf^i  müssen  also  für  jedes  beliebige  Wertsystem 
der  (als  arbiträre  Konstanten  zu  betrachtenden)  Gröfsen  y^  .  .  yn—i  Inte- 
gralfunktionen des  simultanen  Systems 

dx- 

-j^  =  iiipc^x^ .  .  Xn)         (i==:l..n) 

sein.     Löst  man  daher  die  Gleichungen  (3)  in  der  Form 
(16)  yi  =  (piix^x^  .  .  x„);     t  =  %{x^x^ . .  Xr) 

auf,  so  müssen  die  (pi  unabhängige  Lösungen  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung 

c.  =0 


:|, 


(17) 

^1   dx^     1     *2   ^^^     1              1     *n  ^^^^ 

oder  des 

zugehörigen  simultanen  Systems 

dx^  :dx^:"\dXn  =  i^'.l^'.-' 
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sein,   während   i   von   den  qp/  unabhängig  sein  mufs,   im  übrigen  aber 
beliebig  gewählt  werden  kann.     Damit  ist  folgender  Satz  bewiesen: 

„Man  erhält  die  allgemeinste  Variabeintransformation,  vermöge  deren 
der  Pfaff'sche  Ausdruck  A  die  Form 

«— 1 

(18;  Qiy^y^  •  •  Vn-it)  •  ^ hiy^y^  •  •  yn-i)dyi 

1 

annimmt,  indem  man  ein  beliebiges  Lösungensystem  1^  . .  |„,  fi  der  linearen 
Gleichungen 

^ cikh  =  ^>     ^ ^^f^ik  =  ^o^i  (i=l  .  .n) 

derart  bestimmt^  dafs  nicht  alle  ^,-  null  sind,  und  irgend  n  —  1  unab- 
hängige Integrale  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

nebst  einer  beliebigen  andern  Funktion  %  als  neue  Variabein  y^  . .  yn—iyt 
in  z/  einführtJ^ 

Ist  eine  solche  Transformation  gefunden,  so  ergeben  sich  die  Ver- 
hältnisse der  bi  aus  den  Relationen  (6);  die  Funktion  q  ist  bis  auf 
einen  willkürlichen,  nur  von  y^  .  .  yn—i  abhängenden  Faktor  bestimmt. 

Ist  der  Rang  der  Matrix  (B)  (p.  129)  kleiner  als  w  -|-  1,  so  besitzen 
die  linearen  Gleichungen  (15)  immer  ein  Lösungensystem,  für  das  nicht 
aUe  I,:  verschwinden.  Also  folgt:  Es  ist  dann,  aber  auch  nur  dann 
unmöglich  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck  A  durch  Einführung  neuer  Variabein 
auf  die  Form  (18)  zu  bringen,  wenn  die  Zahl  der  Variabein  x  ungerade, 
und  A  bedingungslos  ist. 

108.  Wir  betrachten  nun  zunächst  einen  bedingungslosen  Aus- 
druck A  mit  gerader  Variabeinzahl  n  ==  2v,  Da  dann  das  Pfaff'sche 
Aggregat 

P  =  (l,2..2v) 

nicht  null  ist  (Art.  97),  so  ist  nach  Art.  31  das  allgemeinste  Lösungen- 
fljstem  der  linearen  Gleichungen  (15)  durch  die  Formeln 

(19)  i  =  ^77,,o;     ^o^^-^P 

fgegeben,  wo  6  eine  arbiträre  Funktion  der  x  bedeutet,  und  77,:^  o  aus 
P  dadurch  entsteht,  dafs  man  die  Ziffer  i  durch  0  ersetzt.  Die  all- 
igemeinste  Transformation,  welche  die  Überführung  von  A  in  die  ver- 
[langte  Form  leistet,  wird  also  erhalten,  wenn  in  (16)  unter  den  <pi 
fand  n  —  1  unabhängige  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differential- 
leichung 

T.  Weber,  Daa  Pfaffsche  Problem.  10 
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(20)  77,„|^^  +  7r,|-f^  +  ..  +  /7„„|^^  =  0 

und  unter  if;  eine  willkürliche  Funktion  verstanden  wird.  Wir  dürfen 
annehmen,  dafs  Tino  nicht  identisch  null  ist  (Art.  97),  und  dafs  eine 
Stelle  Xj^  .  .  Xn  existirt,  an  der  alle  a,-,  also  nach  Art.  38,  6)  auch  alle 
77,0  regulär  sind,  und  an  der  77„o  nicht  verschwindet  (Art.  38,  3)). 
Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  (20)  besitzt  dann  hinsichtlich 
x^  ^=  Xn^  n  —  1  Hauptintegrale  h^  .  .  Jtn-i  (Art.  46),  und  x  kann  mit  Xn 
identifizirt  werden.     Jetzt  erhält  z/  vermöge  der  Transformation 

(21)  2/l   =h{^l   •  '  ^'0;        •  •  Vn-l  ==  hn-l(Xi   .  .  X,,)'^       Xn  ==  Xn 

die  Form 

n  —  l 

1 
Ersetzt   man   hierin   Xn  durch   Xn^j   und    beachtet,   dafs   die  i/,  Haupt- 
integrale sind,  so  folgt  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  dxi 

G/i{X^  .  .  Xn  —  1,  Xfi  j  z=z  Q\Xi  •  •  Xn  —  iXn  )  "  Oi\X^  .  .  X^  —  l)  ) 

mithin 

die  aus  der  Pfaff 'sehen  Grleichung  z/  =  0  vermöge  unserer  Variabein- 
transformation hervorgehende  Gleichung  ist  sonach: 


^CliiHl  .  •  Vn-l,  Xn^)dyi,  =  0, 


kann  also   der  Form  nach  angegeben   werden,  auch  wenn  die   hi  un- 
bekannt sind. 

109.  Durch  die  Methode  der  vor.  Nr.,  die  man  als  die  j,gerade 
Pfaff' sehe  BeduMion'^  bezeichnet,  wird  ein  bedingungsloses  z/  in  w  =  2i; 
Variabein  auf  eine  Form  mit  nur  n  —  1  Differentialelementen  gebracht. 
Dies  läfst  sich  aber  auch  für  einen  bedingungslosen  Ausdruck  mit 
2v  —  1  Veränderlichen 

2^—1 

(22)      .        J  =  ^ai{x^x,  ...  X2v-i)dXi        (2v  —  1  ^  3) 
erreichen.     Nach  Art.  97  dürfen  wir  nämlich  jetzt  das  Aggregat 

als   nicht    identisch    verschwindend    voraussetzen.      Dann    ist    also    der'j 
Pfaff 'sehe  Ausdruck: 
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(23)  /l'  ^  a^dx^  -\-  a.^dx,2  +  •  •  +  a2v-2^^2v-2 

ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  den  2v  —  2  Variabein  x^  .  .  x^^—^f 
wenn  die  Gröfse  x-^v—x  als  eine  Konstante  betrachtet  wird.  Schreiben 
wir  demnach: 

n;,,  =  (1,  2, .  .  fc  -  1,  0,  A.  +  1  . .  2»^  -  2)    (fc  =  1,  2, . .  2i.  -  2) 

so  können  wir  annehmen,  dafs  112 v— 2,0  nicht  identisch  null  ist  (Art. 
97).     Sind  jetzt  die  Funktionen 

irgend  2v  —  3  unabhängige  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(24)  i7^^+iI^4^  +  --  +  77.'._,og^^^^  =  0, 

SO  sind  sie  hinsichtlich 'iCj^a^g  ..  ^21—3  von  einander  unabhängig  (Art.  46). 
Wählt  man  dann  il^ix^  .  .  rr2v— 1)  beliebig,  aber  so,  dafs  die  Funktionen 
(p^  .  .  (p2v—s,  t  hinsichtlich  x^  .  .  ^2^—2  unabhängig  sind,  so  liefern  die 
Fonneln 

(2b)  xf  ==  (pi{x^  .  .  0:2 v-i),  ^21—2  =  ip(x^  .  .  X2V-1)       (;i  =  1  .  .  2v  —  3) 

die  allgemeinste  Transformation  der  Variabein  ^^  .  .  rr2r— 2,  vermöge 
deren  der  Pfaff'sche  Ausdruck  (23)  in  die  Gestalt 

2v— 3 

(26)    z/'E^a  (a;/  .  .  X2v-3y  002v-2f  0C2v-l)  ^^l{^i    '  '  ^2v-3,  X2v-i)dx! 

1 

übergeht.  Diese  Identität  besteht  vermöge  (25)  identisch  für  jedes 
Wertsystem  der  Variabein  x^.  .  Xiv~i  und  der  Differentiale  dx^ .  .^^2v— 2, 
obei  indes  bei  der  Ausrechnung  der  Differentiale  dx!  ^=  dcpi  die 
TÖfse  0^2  v—i  als  Konstante  zu  behandeln  ist.  Bezieht  man  aber,  wie 
uewöhnlich,  das  Differentiationssymbol  d  auf  alle  2v  —  1  Variabein  x^ 
so  müssen  wir  die  Identität  (26)  so  schreiben: 

2v-3  /2v-3  g      '     \ 

2T)        J  \^q'  '^  lldxl  —  ö'  .  (  ^  &/  g^   "      \  •  dx2,-x . 

I' (ihren  wir  diese  Darstellung  von  z^'  in  den  gegebenen  Ausdruck  (22) 
ein,  und  schreiben  wir: 

a/(ic/  . .  a;2r_2,  ^2v-i)  ^  ö'  •  hl'         (i  =  1,2, .  .2v  —  3) 

hv—i 


a{X^    .  .X2v-2iX2v-l)^a2v-\  —  ^   ^'Ou    j^ , 


wobei    in    der  Funktion    «2^—1    die  Variabein    x^..X2v—2    mittels  der 

10-= 
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Formeln  (25)  durch  Xy  .  .  ^2'r— 1>  ^21—1  auszudrücken  sind,  so  nimmt 
z/  die  Form  an 

21/— 3 

(28)  z/  E^  ^^  aldxl  +  ädx^y-1' 

1 

Ein  bedingungsloser  Ausdruck  z/  in  n  =  2v  —  1  Variabein  kann 
also  stets  in  einen  Ausdruck  mit  ebenso  viel  Variabein  transformirt 
werden,  in  welchem  aber  die  Anzahl  der  Differentialelemente  gleich 
n  —  1  ist.  Wir  wollen  dies  Verfahren  als  die  ,,ungerade  Ffaff'sche 
BeduMion^'  bezeichnen. 

110.  Um  den  Ausdruck  z/  des  vorigen  Artikels  weiter  zu  behandeln, 
schreiben  wir  die  Identität  (26)  in  der  Form 

Nun  ist  die  Invariante  x^^  des  Pf  äff 'sehen  Ausdrucks  z/',  wenn  darin 
nur  rr^  . .  iC2r_2  als  Variable  gelten,  gleich  2v  —  2.  Nach  Art.  98 
gilt  also  dasselbe  für  den  Ausdruck  a'z/j'  mit  den  Variabein  x^  .  .  ;:c2t_2, 
mithin  auch  für  den  Pfaff'schen  Ausdruck  z/^'  (Art.  99).  Also  ist  der 
Pfaff'sche  Ausdruck 

2r  — 3 

^l    ^  ^  hiiXy    .  .X2v-Sf    X2r-i)dx/ 

1 

für  jeden  beliebigen  Wert  der  (als  Parameter  zu  betrachtenden)  GrÖfse 
a?2t._i  ein  bedingungsloser  Ausdruck  mit  2v  —  3  Variabein  x^  .  .  X2r—^. 
Ist  nun  2v  —  3^3,  d.  h.  21^  —  1  ^  5,  so  können  wir  auf  z// 
wiederum  die  ungerade  Reduktion  anwenden.  Zu  diesem  Zwecke 
können  wir,  analog  wie  oben,  die  Variabein  Xj'x2  .  .  von  vornherein 
so  numerirt  denken,  dafs  der  Ausdruck 

2r  — 4 

z/''  ^  ^Ä  h'(xy' .  .X2v-fiy  X2v-i)dx/ 
1 

einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  den  2v  —  4  Variabein 

(29)  X^'X.2    .  .  X2v-i 

darstellt,  wenn  X2V—5  und  a;2t/— 1  als  Parameter  gelten.   Dann  lassen  sich 
statt  der  Variabein  (29)  neue  Veränderliche 

(30)  X/'  iEE  (p,-{X-^X^  .  .  ir2v-4;  ^2'i'-3,  ^2v-l)       (^  =    1,  2  .  .  2l/  4) 

so  einführen,  dafs  identisch: 

2r  — 5 

(31)  Z/"  E^  6\X^'  .  .  X2'v-iy  X2v-dj  ^2»'-l)  '  ^'  h" dx,'' 
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worin  die  h^'  lediglich  von  den  Variabein 

abhängen.  Die  Identität  (31)  besteht  vermöge  (30)  für  alle  Werte 
der  2v  —  2  Variabein 

(32)  X^'  .  .  X2v-i,  ^2.-3,  ^2,-1 

und  bei  der  Auswertung  der  Differentiale  dxl'  ^  dq)i  sind  ^Vv— 3  ^^^ 
Xiv—i  als  Konstante  zu  behandeln.  Bezieht  sich  aber  das  Differentiations- 
symbol d  auch  auf  X2v—3  und  X2n—iy  so  haben  wir  zu  setzen: 

2v  — 5  /2v  — 5  ^       „     \ 

1  \  1  2v— sy 

(2v  — 5  ^       „     \ 

Mit  diesem  Wert  von  zjI"  erhält  der  ursprüngliche  Ausdruck  z/  folgende 
Gestalt: 

2r  — 5 

( 33)  z/  ^  adx^v—i  +  adxir-3  +  x/'  cil' dx[', 

1 
Darin  ist  gesetzt: 

a/'  ^  6  6"hl'        {i  =1,2  .  .2v  —  b) 

/  2r-5  ,     \ 


und  sowohl  in  d  als  auch  in  der  am  Schlufs  der  vor.  Nr.  definirten 
Funktion  ä  sind  die  Variabein  x^  .  .  a?2i/— i  mittels  der  Formeln  (30) 
M    durch  die  Variabein  (32)  auszudrücken. 

Die  Identität  (33)  besteht  für  alle  Werte  der  Variabein  x^  .  .  x^v—i 
und  ihrer  Differentiale,  wenn  man  die  xl  und  x['  mittels  der  Formeln 
(25)  (30)  durch  die  a:;  ausdrückt. 

Schreiben  wir  jetzt  die  Identität  (31)  in  der  Form 

so  ist  z//'  wiederum  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  2v  —  5  Variabein 
x^' . .  x^y^^  etc.  Durch  v  —  1-malige  Wiederholung  dieser  Schlufs- 
weise  erhalten  wir  für  z/  eine  Darstellung^)  der  Form: 


1)  Es  wird  gesetzt  x/o)  =  x^,  x^W  EE  x! ^  xp)  ^  x-'  etc. 
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(34)  J  E=  a^^2v-i  +  ^'^^2v-3  H 1-  ^^'~'^  c^4''"') ; 

auf  der  rechten  Seite  steht  ein  Pfaff 'scher  Ausdruck   in   n  =  2v  —  1 
Variabein; 

X^'—^\    X^^-^\    X^^''~^\    X^^''~^\    ••    ^2^-3;    ^2r-2;    ^2.-1. 

Die  Funktionen  a,  a  .  .  d^~^^  sind  Funktionen  dieser  Variabein-,  die 
Variabein  x^^^  hängen  mit  den  x'^^~~'^^  so  zusammen: 

(35)  4*)  =  ^f-^\xf-^)xi^-^^  .  .  4'-^2\.H-l.    4*;il  +  3  •  •  <-3^2._l) 

(Ä  =  1,  2  .  .  22/  —  2^) 

und  dies  gilt  für  jeden  Index  k   der  Reihe   1,  2^ .  ,  2;  —  1. 

Drückt  man  mittels  der  Formeln  (35)  die  Variabein  x/x/'  .  .  ^/*) 
der  Reihe  nach  durch  die  ursprünglichen  Variabein  x-^^  .  ,  X2v—i  aus,  so 
verwandelt  sich  (34)  in  eine  Identität,  die  für  jedes  Wertsystem  der 
Xi  und  ihrer  Differentiale  stattfindet.  Indem  wir  also  die  Bezeichnung 
etwas  ändern,  folgt  der  Satz: 

„Jeder  bedingungslose  Pfaff" sehe  Ausdruck  z/  in  2v  —  1  Variahein 
Xj^  .  .  X2V—1  läfst  sich  durch  v  —  1  successive  ungerade  Reduktionen  auf 
die  Form: 

(36)  F,df,  +  I,df,  +  .  .  +  F^dfr 

hringen,  worin  die  Fy  f  gewisse  Funktionen  von  x^  .  .  X2v—i  bedeuten." 

111.  Zwischen  den  2  t/  Funktionen  F,  f  besteht  natürlich  min- 
destens eine  identische  Relation  der  Form 

(37)  0iF,..F„f,..f,)  =  O. 

Es  kann  aber  auch  nur  eine  solche  Relation  geben;  liefsen  sich  näm- 
lich r  ^  2  der  Funktionen  F,  f  durch  die  übrigen  ausdrücken,  und 
würde  man  die  letzteren  als  neue  Independente  in  den  Ausdruck  (36) 
einführen,  so  erhielte  man  einen  Ausdruck  in  nur  2v  —  r  Variabein, 
der  also  nicht  die  Klasse  2v  —  1  besitzen  könnte.  Die  Relation  (37) 
mufs  ferner  nach  einer  der  Gröfsen  F  auflösbar  sein;  denn  andernfalls 
liefse  sich  eines  der  /,  etwa  f^  durch  f^  -  •  fv  allein  ausdrücken :  Dann 
aber  würde  sich  (36)  auf  einen  Ausdruck  mit  nur  v  —  1  Differential- 
elementen reduziren,  der  seinerseits  durch  Einführung  neuer  Veränder- 
licher in  einen  Ausdruck  mit  höchstens  2v  —  2  unabhängigen  Variabein 
verwandelt  werden  könnte. 

Eines  der  Differentialelemente  df-^  .  .  dfv,  etwa  df-^  ist  nach  der 
vor.  Nr.  mit  dx^v  —  ^  identisch.  Es  läfst  sich  aber  leicht  erreichen, 
dafs  f^   mit  einer  ganz    beliebigen  Funktion    von   x^  .  .  x^v—i    identisch 
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wird;  wir  brauchen  zu  diesem  Zweck  blos  statt  der  x  beliebige  neue 
Variable  ^^  .  .  I21— i  in  z/  einzuführen,  und  den  so  erhaltenen  Ausdruck 
auf  die  Form  (36)   zu   bringen;   dann   stimmt   df\  mit  d^^v—v  überein. 

112.  Ist  z/  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  2 1/  Variabein  x^..  X'^r^ 
so  denken  wir  ihn  uns  durch  eine  gerade  Pfaff' sehe  Reduktion  auf  die 
Form  pz/j  gebracht.  Der  PfafF'sche  Ausdruck  qA^  mit  den  Variabelh 
y^  .  .  y2y-i,  t  besitzt  dann  die  Invariante  7i^  =  2v,  und  dasselbe  gilt 
nach  Art.  99  auch  für  den  Ausdruck  z/^,  der  nur  von  den  iji  abhängt; 
daher  ist  z/^  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  2v  —  1  Variabein,  kann 
also  nach  Art.  109  auf  eine  Form  mit  nur  v  Differentialelementen  ge- 
bracht werden.     Daher  gilt  der  Satz : 

Jeder  bedingungslose  Ausdruck  in  2v  Variäbeln  x^  .  .x^v  'ksxm 
mit  Hülfe  von  einer  geraden  und  v  —  1  ungeraden  Reduktionen'  auf 
die  Form  (36)  gebracht  werden,  worin  die  Fi,  fi  gewisse  Funktionen 
von  x-^  .  .  Xiv  bedeuten. 

Diese  Funktionen  sind  jetzt  von  einander  unabhängig.  Es  folgt 
dies  entweder  daraus,  dafs  im  entgegengesetzten  Fall  der  Ausdruck 
(36)  auf  eine  Form  mit  weniger  als  2v  Variabein  gebracht  werden 
könnte,  also  eine  Klasse  ;c  <  2v  besäfse,  oder  auch  unmittelbar  aus 
den  Bemerkungen  der  vor.  Nr.,  wenn  man  dieselben  auf  z/^  anwendet, 
und  beachtet,  dafs  q  im  gegenwärtigen  Fall  wegen  (10)  von  der 
Variabein  t  nicht  unabhängig  ist. 

Wir  wollen  die  Resultate  der  letzten  drei  Nummern  folgender- 
mafsen  resumiren : 

Jeder  bedingungslose  Ff  äff' sehe  ÄusdrucJc  in  2v  —  1  Variahein 
Xi . .  X2V-1  läfst  sich  durch  Einführ img  neuer  unabhängiger  Veränder- 
licher z^  . .  Z2V-1  auf  die  Form 

(38)  6{Z^,  ^2,  ••  Z2r-l)  •  {dZr  +  Zr  +  idZ^  +  ^v-f2^%  H h  Z2v-ldZy-i) 

reduziren. 

Jeder  bedingungslose  Pfaff 'sehe  Äusdruclc  in  2v  Variahein  x^..X2v 
läfst  sich  durch  Einführung  neuer  unabhängiger  Veränderlicher  z^z^.-z^v 
'4iuf  die  Form 

(39)  Zv  +  idz^  +  <2'»-+2<'^  H +  ZtvdZy 

reduziren. 

113.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dafs  auch  umgekehrt  jeder 
Pfaff 'sehe  Ausdruck  der  Form  (38)  die  Klasse  2v  —  1  besitzt,  wenn  <? 
eine  beliebige  Funktion  der  z  bedeutet;  dabei  ist  es  nach  Art.  98 
gleichgültig,  ob  man  (38)  als  einen  Ausdruck  in  dem  2v  —  1  Inde- 
pendenten  z^  .  .  Z2v-i  ansieht,    oder    ob   man  diese   Gröfsen  als   unab- 
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hängige  Funktionen  irgend  welcher  Variahein  Xj^  .  .  X2v-i  betrachtet 
und  dementsprechend  unter  z/  einen  Pfaff 'sehen  Ausdruck  in  X;i^..X2v—i 
versteht. 

Ebenso  ist  die  Klasse  des  Ausdrucks  (39)  gleich  2v,  gleichviel 
ob  die  ^i  unabhängige  Veränderliche  oder  unabhängige  Funktionen 
von  2v  Variabein  x^  .  .  X2v  bedeuten. 

Doch  ist  es  nützlich  diese  Behauptungen  direkt  ^u  verifiziren. 
Wir  zeigen  zunächst^  dafs  der  Ausdruck 

(40)  d0r  +  ^v  +  ld^i  +  ■  '  -\-  ^2r-ld2r-l  \ 

die  Klasse  2v  —  1  besitzt,  wenn  die  0^  .  .  ^2^—1  unabhängige  Variable 
bedeuten.     Wir  setzen 

a^  ^E.  Zy^i .  .  a^—i  ^  02v—i'i    G^v  E^  1,  «v-f-i  ==  0,  . .  a2v—i  ==  0 
da.        daj^ 


Clik 


dki 


dz. 


dz, 


(i,7c=l  ..2v—l) 


und  bilden  aus  diesen  Elementen  die  zu  (40)  gehörige  Matrix  (B): 

0  ^v+l       •    .  '2'2r-l        1        0       .    .       0 

0 

1 

0 
0 

0 

Diese  2 v -reihige  Determinante  hat  den  Wert  1,  also  den  Rang  2v, 
streicht  man  die  erste  Zeile  und  Spalte,  so  entsteht  ein  Schema  vom 
Rang  2v  —  2,  also  ist  die  Klasse  von  (40)  gleich  2v  —  1.  Da  aber 
die  Klasse  eines  bedingungslosen  Ausdrucks  mit  2v  —  1  Variabein 
durch  Multiplikation  mit  einem  Faktor  sich  nicht  ändert  (Art.  99) 
so  besitzt  auch  der  Ausdruck  (38)  die  Klasse  2v  —  1.  Streicht  man 
ferner  in  dem  obigen  Schema  die  v  +  l*''  Zeile  und  Spalte,  so  erhält 
man  die  zu  dem  Ausdruck 


(41) 


Zv^ld^l  +  ^v_i_2(?^2  +  •  *  +  Z2v  —  ld2r- 


gehörige  Matrix   (B);    diese   besitzt  den  Rang   2v  —  2,    und    dasselbe 
gilt  von  dem  Schema,  das    entsteht,  wenn  auch   noch  die  erste  Zeile 
und  Spalte  weggelassen  wird.     Also  ist  2v  —  2   die  Klasse  von  (41), i 
und  daraus  folgt  nach  leichter  Änderung  der  Bezeichnungsweise,  dafs 
2v  die  Klasse  von  (39)  ist. 


[114]     §  2.    Die  Grassmann'sche  Reduktion  u.  d.  Grassmann'sche  Theorem.     153 

Wir  verzichten  darauf,  die  hier  auseinandergesetzte  Pfaff'sche  Re- 
duktionsmethode, ebenso  wie  die  nun  folgende  Grassmann'sche,  durch 
spezielle  Beispiele  zu  erläutern,  da  wir  später  weit  einfachere  Methoden 
kennen  lernen  werden. 


§  2.     Die  Grassmann'sche  Reduktion  und  das  Grassmann'sche 

Theorem. 

114.  Wir  betrachten  nunmehr  den  Fall  eines  bedingten  Ausdrucks 
J  in  ii  Variabein,  dessen  Klasse  %  sonach  <  n  ist,  und  zwar  zunächst 
unter  der  Annahme,  dafs  x  einer  geraden  Zahl  2A  gleich  sei.  Nach 
Art.  97  können  wir  in  diesem  Fall  annehmen,  dafs  die  beiden  Pfaff- 
schen  Aggregate 

P  =  (1,  2, . .  2A),    772,,„  =  (1,  2, . .  2A  -  1,  0) 
nicht  identisch  null  seien.    Nach  Art.  31  besitzen  dann  die  Gleichungen 

/.x  0  =  ai^i    H h  anln  ,.       .         s 

(1)  t  fc     I         I         i:  {i=\..n) 

üi  go  =  (In  51  -r   •  •  -r  (^in  Sn 

das  Lösungensystem: 

(2)  ?i  =  77io..|2>i  =  i72A,o,     |2;i+i  =0..?,  =  0,     go  =  —  P.       . 
Bezeichnen  wir  mit 

w  —  1  unabhängige  Integrale  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung: 

f3)  77,0  ?^  +  ^20  1^  +  •  •  +  ^2;i,o  .-^  =  0 

und  mit  ^(a^,  .  .  rr„)  eine  beliebige  Funktion,  die  nur  der  einen  Be- 
dingung zu  genügen  hat,  dafs  die  Funktionen  t^qp2  •  <P2X  hinsichtlich 
Xi .  X21  unabhängig  sind,  so  erhält  z/  nach  Art.  107  vermöge  der 
Variabeintransformation : 

(4)       2/1   =  9^2;    2/2  =  93  ••2/2^-1=  (P2X'',    y2l  =  X2X^l..'l/n-i  =  Xn'^    t  ==  tf^ 

die  Form 

w  — 1 

(5)  ^  =  Q(yi  .  .  2/n-i,  0  -^ ^ (2/12/2  .  .  yn-i)dyi, 

1 

und  da  die  Funktion,  die  in  Art.  106  und  107  mit  ^  bezeichnet 
wurde,  gleich  —  P,  also  nicht  identisch  null  ist,  so  ist  wegen 

^  ^  ^~  Q  dt 

die  Funktion  q  von  t  nicht  unabhängig. 
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Ist  X-^^  .  .  Xn  eine  Stelle,  an  der  alle  ai  regulär,  und  TI^^q  nicht 
null  ist  (Art.  38,  3),  6)),  so  können  wir  unter  den  cpi  insbesondere 
Hauptintegrale  der  Gleichung  (3)  hinsichtlich 

(7)  x-n  =  xlx 

verstehen,  so  dafs  sich  also  (pi  vermöge  (7j  auf  ^,_i  reduzirt;  ferner 
dürfen  vrir  in  (4)  die  Funktion  i/;  mit  x^x  identifiziren.  Setzen  wir 
dann  in  der  Identität  (5)  x-n  =  x^Xy  so  folgt: 

X,    (^i  (^'l  •  •  ^iX-l)  ^Ix,  X2X-\-l  '  .  ^n)  dXi 
i  =  l 

22  — 1 

^q(Xi  .  .  X^X-\y  ^2;i4-l  •  •  ^nj  ^2a)  I    yf^i(Xx  ..  XtX-\yXix^x..Xy)dXi 

1 

n  — 1 
+  ^*^*(^1  .  .  XtX-\,  XiX  +  l  .  .  Xn)dXic\, 


man  findet  somit: 

h{yi..yn-i)  =  -- : o.     ~         (*  =  1, . .  2A  —  1), 

Q{yi--yn-i^^2?) 


M!/i.-!/n-i)^    Z^^^;-    ^0.      (^  =  2A..n-l), 


Q(yi..yn-i--4x) 

d.  h.  die  Pfaff'sche  Gleichung 


^i=^^hidy;  =  0, 
1 

die  sich   durch  unsere  Transformation  aus   z/  =  0  ergiebt,  kann   der 

Form  nach  angegeben  werden,  auch  wenn  die  Hauptintegrale  cpi  nicht 

bekannt  sind. 

115.    Es  sei  zweitens  die  Klasse  tc  von  z/  gleich  einer  ungeraden 

Zahl  21  —  1.     Jetzt  dürfen  wir  die  beiden  Pfaff 'sehen  Aggregate 

P'=(l,  2..2A  — 2),  §  =  (0,  1,  ..2A  — 2,  2A  —  1) 

als    nicht    identisch    verschwindend    annehmen.     Die    Gleichungen   (1) 

können  jetzt  nur  durch   die  Annahme  Iq  ^  0  erfüllt  werden.     Haben 

die  Symbole  Kik  dieselbe  Bedeutung  wie  in   Art.  32,   so   besitzen  die 

Gleichungen  (1)  u.  a.  das  Lösungensystem: 

?1  =  -^l,n,    ^2  =  -K'2,„  .  .  i^A  — 1  =  K2X  —  l,n  5       ^2^  =  0,   .  .    |„_i  =  0, 

Es  seien: 

(pi{Xi  .  .Xn)  .  .  9?2;i-l(^l  .  ■  OOn),    X2X,    3^2^  +  1  •  •  ^n-1 

irgend  n  —  1  unabhängige  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung: 
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W  ^l'^  fe  +  ^2n  ^  H h  ^2;-l,n  ^^^  -   §  ^^  =  0 

und  7p{xi  .  .  Xn)  eine  Funktion  derart,  dafs  die  qpi  .  .  9)2;.- 1^  hinsiclit- 
lich  a^'i  .  .  .r2;i_i,  :r„  unabhängig  sind.  Dann  nimmt  z/  vermöge  der 
Transformation: 

(9)  2/1  =  9)1;   .  .   t/2Z-l  ==  Cp2X-l'-,    y2X  =  X2X  .  .  tJn-1  =  Xn-l\    t  =  ^ 

die  Form  an: 

n  — 1 

(10)  Z/  =  ()  («/i«/2  .  .  «/„_i)  2-  &,  (7/1I/2  .  .  «/„_i)  (7t/,;  , 

1 

worin  die  Funktion  q  von  t  unabhängig  ist;  dies  folgt  aus  (6),,  da 
hier  ^l^^^^}  0  ist.  Ist  x^  .  .  Xn  eine  Stelle,  an  der  alle  a,;  regulär 
und  Q  nicht  null  ist,  so  dürfen  wir  statt  der  cpi  in  (9)  die  Haupt- 
integrale von  (8)  hinsichtlich  Xn  =  Xn^  wählen.  Machen  wir  unter 
dieser  Annahme  in  (10)  die  Substitution  Xn  =  Xn,  so  folgt: 

n  —  1  11  —  1 

2^  tti  (0Ci_  .  .  Xn-lXn^)  dXf  ^  q(Xi  .  .  Xn-l)  ^'  h  {x^  .  .  Xn-l)  dX;.  . 
1  1 

Die  aus  z/  ==  0  durch  die  Transformation  (10)  hervorgehende  Pfaff' sehe 
Gleichung  ist  also: 


rt  — -  i 

Xf  (^i  (2/1  •  •  Vn-iXn^)  dyi  ==  0. 


116.  Die  Aufgabe,  den  Ausdruck  J  auf  die  Form  (10)  zu  bringen, 
worin  q  von  t  ganz  unabhängig  ist,  hätte  sich  auch  im  Falle  k  =  2X 
(und  <  n)  dadurch  lösen  lassen,  dafs  wir  statt  des  Lösungensystems 
(2)  der  linearen  Gleichungen  (1)  irgend  eines  der  Lösungensysteme  (22) 
des  Art.  31  gewählt  hätten,  für  die  l^  ^  0  ist.  Wir  können  daher 
unter  Wiederholung  eines  schon  in  Art.  107  erhaltenen  Resultats 
folgende  Sätze  aussprechen: 

1)  Die  Aufgabe,  eine  Ff  äff 'sehe  Gleichung  z/  =  0  mit  n  Variahein 
'II  eine  Gleichung  mit  weniger  als  n  Variahein  zu  transformiren ,  ist 
dann  und  nur  dann  unmöglich,  wenn  n  ungerade  und  die  Klasse  von  J 
f/leich  n  ist. 

2)  Die  Aufgabe,  den  Ff  äff 'sehen  AusdrucJc  A  in  einen  Ausdruck 
)tnt  weniger  als  n  Variabcln  zu  reduziren,  ist  dann  und  nur  dann  un- 
möglich, wenn  x  =  n  ist. 

117.  Die  Lösung  der  Aufgabe,  einen  Ausdruck  x}^^  Klasse  in 
n  Variabein  auf  die  Form  qA^  zu  bringen,  worin  z/^  nur  noch  von 
n  —  1    Variabein    abhängt,    soll   als   „Grassmann'sche   lleduktion^^   be- 
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zeichnet  werden.  Dieses  Reduktionsverfahren  umfafst^  wie  man  sieht, 
die  gerade  Pfaff'sche  Reduktion  als  einen  Spezialfall. 

Es  werde  nun  zunächst  k  =  2X  —  1  angenommen.  Durch  die 
Grassmann'sche  Reduktion  der  Nr.  114  geht  zi  über  in  einen  Ausdruck 
pz/j,  der  nur  von  n  —  1  Variabein  abhängt,  und  natürlich  wieder  die 
Klasse  tc  besitzt.  Ist  nun  k  <^n  —  1,  so  läfst  sich  der  Ausdruck  (>z/^ 
durch  eine  abermalige  Grassmann'sche  Reduktion  auf  eine  Form  ^z/^ 
bringen,  die  nur  noch  n  —  2  Variable  enthält.  Durch  n  —  ;c-malige 
Ausführung  der  Grassmann'schen  Reduktion  erhält  sonach  z/  schlielslich 
die  Form  x/Jn—x,  die  einen  Ausdruck  der  Klasse  %  mit  %  Veränder- 
lichen, also  einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  2^  —  1  Veränderlichen 
darstellt.     Nach  Art.  111  kann  derselbe  die  folgende  Form  erhalten 

(11)    ö(^i^2 .  .  ^2A-i)  {dzx  +  ^;.+i  dzi  +  Sx+2ds^i  -\ [-  Z2X-id^i-i\ 

worin  die  Zi  unabhängige  Funktionen  der  2A  —  1  in  r/in—y.  auf- 
tretenden Variabein,  also  auch  unabhängige  Funktionen  der  ursprüng- 
lichen Variabein  x^  .  .  Xn  bedeuten. 

Ist  zweitens  die  Klasse  x  des  Ausdrucks  z/  gleich  2A  (<  n),  so 
erhält  z/  durch  die  Grassmann'sche  Reduktion  der  Nr.  113  die  Form 
qJ^,  wobei  z/j  nur  die  Variabein  y^ . .  yn—i  enthält,  während  Q{yi..  yn—\i) 
von  der  Veränderlichen  t  nicht  unabhängig  ist.  Da  qJ^  als  Ausdruck 
in  den  Variabein  y^..yn—\t  betrachtet,  wiederum  die  Klasse  2k  be- 
sitzt, so  ist  die  Klasse  von  z/^  entweder  2  k  oder  2  k  —  1  (Art.  99,  1). 
Ist  die  Klasse  von  z/^  gleich  2  k  —  1,  so  können  wir  diesen  Ausdruck 
durch  n  —  1  —  {2  k  —  1)  successive  Grassmann'sche  Reduktionen  auf 
einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  2  k  —  1  Variabein  reduziren. 

Ist  aber  2  k  die  Klasse  von  z/^,  so  erhält  z/j  durch  Anwendung 
der  Reduktion  des  Art.  113  die  Form  Q^^^y  ^^  ^2  ^^^'  mehr  n  —  2 
Veränderliche  enthält.  Für  ^^  bestehen  nunmehr  wiederum  dieselben 
Möglichkeiten  wie  für  z/^,  und  durch  Wiederholung  obiger  Schlufs- 
weise  ergiebt  sich,  dafs  der  eine  oder  der  andere  der  folgenden  beiden 
Fälle  stattfinden  mufs: 

1)  Es  giebt  eine  Zahl  h^n  —  %  derart,  dafs  man  durch  Ä;-malige 
Anwendung  der  Grassmann'schen  Reduktion  des  Art.  113  zu  einem 
Ausdruck  z/^t  in  n  —  li  Variabein  gelangt,  dessen  Klasse  gleich  2  k  —  1 
ist,  während  alle  vorhergehenden  Ausdrücke  z/^,  zi^, . .  /Ik—i  die  Klasse 
2k  besitzen;  nach  dem  obigen  läfst  sich  dann  z/^t  durch  n  —  h  —  ;c  +  1- 
malige  Anwendung  der  Grassmann'schen  Reduktion  auf  einen  bedingungs- 
losen Ausdruck  Jn—21+1  mit  2k  —  1  Variabein  reduziren. 

2)  Durch  n  —  ;c-malige  Anwendung  der  Reduktion  des  Art.  113 
erhält  man  der  Reihe  nach  die  folgenden  Darstellungen  für  z/ 
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worin  z^/   einen  Pfaff 'sehen  Ausdruck    mit   n  —  i  Yariabeln  bedeutet, 
und  sämtliclie  Ausdrücke  z/^,  z/g,  .  .  die  Klasse  x  =  2X  besitzen. 

Im  Falle  x  =  2X  kann  daher  z/-  durch  wiederholte  Anwendung 
der  Grassmann'schen  Reduktionen  auf  die  Form  (7z/  gebracht  werden; 
darin  bedeutet  z/  entweder  einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  2A  —  1 
Veränderlichen,  und  6  ist  durch  die  letzteren  nicht  allein  ausdrückbar; 
oder  es  ist  z/  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  2A  Veränderlichen. 
Nach  Art.  111  kann  daher  z/  im  Falle  x  =  2X  stets  auf  die  Form 

(12)  ^;.+i^^i  +  ^?.+2d02  +  •  •  +  ^2xd0x 

gebracht    werden,    worin    die    01  .  .  02X    unabhängige    Funktionen    ^er 
Variabein  x^^  .  .  Xn  darstellen. 

118.  Da  nach  Art.  113  auch  umgekehrt  einem  Ausdruck  der 
Form  (11)  die  Klasse  2A —  1,  und  einem  Ausdruck  der  Form  (12) 
die  Klasse  2X  zukommt,  gleichviel  ob  man  die  ^i  als  unabhängige 
Variable  oder  als  unabhängige  Funktionen  von  x-^^  .  .  Xn  betrachtet,  so 
ergiebt  sich  der  folgende  wichtige  Doppelsatz,  den  wir  als  das  „Grass- 
inann'sclie  TJieoremf^  bezeichnen  wollen: 

„Ist  die  Klasse  %  eines  Pfaff'schen  Ausdrucks  A  in  n  Variahein 
.'\  . .  Xn  gleich  2A,  dann  und  nur  dann  läfst  sich  z/  auf  die  Form 

Zx+idzi  +  ZiJ^^dz^  +  •  •  +  ^2idzx 

'luziren,    worin    ZxZ^  .  .  z^x    unabhängige    Funktionen    der    Variahein 
x^  . .  Xn  hedeutenJ^ 

„Ist  die  Klasse  k  eines  Pfaff'schen  Ausdrucks  z/  in  n  Variahein 
.'\  . .  Xn  gleich  2X  —  1,   dann  und  nur  dann  läfst  sich  A  auf  die  Form 

(11)    ^{zxZt .  .  Z2i-^){dzx  +  ZiJ^tdz^  +  Zxj^^dZi  -\ \-  z^x-idzx-^) 

f>  ringen^   worin  z^, .  z^x—i  unabhängige  Funktionen  von  x^  . .  Xn  und  0 
'hie  gewisse  Funktion  von  z^z^  -  -  hezeichnet}^ 

119.  Wir  wollen  diesem  Satze  noch  einige,  leicht  zu  verifizirende 
K'orollare  hinzufügen: 

1)  Ist  X  die  Klasse  eines  Pfaff'schen  Ausdrucks  z/  in  n  Variaheln, 
läfst  sich  A  dwrch  Einführung  neuer  Variahein  auf  eine  Form  hringen, 

die  nur   mehr   x    Veränderliche   enthält;   eine   weitere   Verringerung   der 
Variaheinzahl  ist  unmöglich. 

2)  Eine  Pfaff' sehe  Gleichung  vom  Bange  x^  (Art.  101)  kann 
durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  auf  eine  Gleichung  mit  nur 
y-i  —  1    Veränderlichen    reduzirt   werden;    eine    weitere    Reduktion    der 

Variaheinzahl  ist  nicht  möglich. 
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Diese  beiden  Sätze  enthalten  die  Theoreme  des  Art.  116  als 
Spezialfall. 

3)  Kann  ein  Ff  äff' scher  ÄusdrucJc  z/  oder  eine  Pf  äff 'sehe  Gleiehung 
^  =  0   in   n  Veränderlichen   auf  eine  Form  gebracht  werden,   die  nur 

h  <,—  n  Differentialelemente  enthält,  so  ist  die  Invariante  x^  des  Aus- 

drucks  /J  höchstens  gleich  2h. 

4)  Ein  Ffaff'scher  Ausdruck  A  (oder  eine  PfaflP'sche  Gleichung 
^  =  0)  mit  der  Invariante  x^  kann  durch  Einführung  neuer  Variahein 

auf  eine  Gestalt  gebracht  werden,  die  nur  —  Xj^  Differentialelemente  ent- 
hält; eine  tveitere  Verringerung  der  Zahl  der  Differentialelemente  ist 
unmöglich. 

5)  Eine  Pfaff'sche  Gleichung  z/  =  0  mit  den  Variabein  x^  .  .  Xn 
läfst  sich  dann  und  nur  dann  auf  die  Form 

df+  F,df,  +  •  •  +  F,_,dfx-i  =  0 

bringen,  worin  die  2/1  —  1  Funktionen  fF  von  einander  unabhängig  sind, 
ivenn  der  Bang  x^  der  Gleichung  z/  =  0  gleich  2A  ist. 

120.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  die  Invariantentheorie  einer 
Pfaff'schen  Gleichung  vollkommen  zu  erledigen.  Es  gilt  nämlich 
der  Satz: 

Damit  Mvei  Ffaff'sche  Gleichungen 

n 

(13)  Z/  ^    X/^K^1^2  •  •  ^'n)dXi   =  0 

1 
n 

(14)  z/ ' ^  yf a/ (x^x<^ .  .Xn) dxl  =  0 

1 

äquivalent  seien,  d.  h.  damit  eine  Variabeintransformation 

(15)  x/  =  q)i{x^  .  .  Xn)         {i  =1  .  .n) 

und  eine  Funktion  Qix-^^  .  .  x»)  existire  von  der  Eigenschaft^  dafs  ver- 
möge (15)  die  Identität 

A'=qA 

stattfindet,  ist  nicht  nur  notwendig,  sondern  auch  hinreichend,  dafs  die 
beiden  Gleichungen  (13)  und  (14)  denselben  Rang  x^  besitzen^^  (vgl. 
Nr.  101).  |! 

In  der  That,  besitzt  der  Ausdruck  z/  die  Invariante  x-^  =  2l,  so 
ist  seine  Klasse  x  gleich  2  k  oder  2A  —  1;  in  beiden  Fällen  kann  J 
auf  folgende  Form  gebracht  werden 

zj  ^0(d0x  +  ^x+idzi  -j 1-  Z2i-id0x~i), 
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worin  die  Funktionen  Zi,  z^  .  .  ^2X—i  von  einander  unabhängig  sind. 
Im  Falle  x  =  2A  genügt  es  ja  zu  diesem  Zwecke,  in  dem  Ausdruck 
(12)  6  statt  Zix  und  (SZx^i  an  Stelle  von  Zx^i  zu  setzen.  Besitzt  nun 
z/'  ebenfalls  die  Invariante  2A,  so  läfst  es  sich]  auf  eine  analoge  Form 
z/'  =  6\dzx  +  zi^i  dz^  -\ \-  Z2X-1  dzx-i) , 

wobei  z^,  z^  .  •  Z2X  —  1  unabhängige  Funktionen  der  Yariabeln  x-^..Xn 
bedeuten.  Dann  kann  man  w  —  2A  +  1  weitere  Funktionen  z^x,  Z2x-[-i'  -^n 
der  Variabein  ij;  und  ebensoviele  Funktionen  zixy  ^n+i  •  •  ^n  der  Variabein 
x'  derart  wählen,  dafs  die  Funktionen  z^  .  .  Zn  hinsichtlich  der  x  und 
die  z^' .  .  Zn    hinsichtlich  der  x'  unabhängig  sind.     Die  Gleichungen 

z[(x^x^  .  .  Xn)  ==  Ziix^x^ .  .Xr)          {i=\  . .  n) 
lassen  sich  nunmehr  sowohl  nach   den  x,  als  auch  nach  den  x  auf- 
lösen, liefern  also  eine  Variabeintransformation,  vermöge  deren  augen- 
scheinlich die  Identität 

., g'       . 

z/  ^  —  •  z/ 

G 

stattfindet. 

Der  Rang  k^  ist  somit  thatsächlich  die  einzige  Invariante  einer 
Pfaff'schen  Gleichung  gegenüber  beliebigen  Punkttransformationen  des 
Kaums  2^„. 

§  3.     Die  Jacobi*selie  Reduktion;  das  Fundamentaltheorem. 

121.  Die  reduzirte  Form  (11),  die  für  einen  Pfaff'schen  Ausdruck 
ungerader  Klasse  im  vorigen  §  aufgestellt  wurde,  gestattet  noch  eine 
weitere  Vereinfachung.  Wir  wollen  zu  diesem  Zwecke  zunächst  folgende 
Frage  beantworten: 

Kann  man  in  einen  Pfaff'schen  Äusdruclc 

n 

(1)  z/  =  ^i ai(x^x^ . .  Xr)  dXi 

1 

'it  der  Klasse  k  neue  Variable  y^y^  . .  yn—iy  t  derart  einführen ^   dafs 
xl entisch: 

n  —  l 

2)  ^^d  W{t,  y,,  y^, .  .  2/n-i)  +  2'?^/(2/i2/2  •  •  Vn-i)  dyiy 

1 

dafs   sich   also  A   in   die   Summe   aus   einem   exakten  Differential   und 

einem  Ausdruck  in  n  —  1  Va/riaheln  verwandelt? 

Die  gesuchten  Transformationsformeln  seien 

"'>)  Xi  =  Xi(yiy2  ' '  Vn-i  t)        (^  =  1  .  .  n)  • 

-der  nach  den  «//  und  t  aufgelöst: 
^)         yi  =  cpi(xi.  .Xn),  t  =  ip{xi..Xn)        {i=^l..n  —  l). 
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Setzen    wir   für    die   Xi   ihre  Ausdrücke  (3)  in  (2)   ein,    so  folgt 
durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Koeffizienten  von  dy^  ..  dy„—iy  dt: 


(5) 
(6) 


Ht 


r  +  «^ 


^X^ 


Hn 


'^  d 


«1   ä^  +  «2 


dt  ' 


-^  +  '-  +  ^n^-^  =  ^  +  HVl  '  -  Vn-l) 


"2   dt    "I  ^  ^*"   dt 

^Vi  ~~  ^Vi 
(^=l,2,..7^-l). 

Diese  Identitäten  bestehen  vermöge  (3)  für  jedes  Wertsystem  y^  ..y„_it 
Differentiirt  man  (5)  nach  «//,  (6)  nach  t,  so  folgt: 


^'h    ^Xk    (^Xi     ,     >^ 


C^W 


dx^     dt     dy- 


1 


»A 


^(^i    ^Xic   ^Xi 
dxj^    dt    dy^ 


+  2^/* 


dtdy^        dtdy^ 

^^Xh  .__.  d^W 
dtdy^       dtdy^ 


und  durch  Subtraktion 


^•i(2«..t)-«. 


ferner  hat  man  wegen  a^i"^  —  üik  die  identische  Gleichung 
(8) 


SllI?-©-«^ 


Da  nun   die  nach  y^  .  .  yn—it  genommene  Funktionaldeterminante  der 
Xi  nicht  identisch  null  sein  kann,  so  folgt  aus  (7),  (8): 


(9) 


g< 


a* 


ÖTo 


^Xi 


r  + 


+  -'  +  ^2n^ 


^^1 


^r 


r  +  ^^^TT"! ^' 


=  0. 


Umgekehrt,    erfüllen    die    Funktionen    %/    diese    Relationen    identisch, 
wenn  man  in   den  aik  die  x  durch   die  %  ersetzt,  so   gelten  auch  die 
Beziehungen    (7)    identisch.     Bezeichnet    man    daher    die    linke    Seite    Ij 
von  (5)  mit  T,  die  linke  Seite  von  (6)  mit  Y^-,  so  gelten  die  Identitäten: 

Bestimmen  wir  also  mittels  einer  Quadratur  eine  Funktion  ^(^/i .  .yn—it) 
derart,  dafs  u 
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T 

so  erhalten  wir 

dY, 


dt 


-  =  Tt\Wj        (^=1.2..n-l). 


Demnach  besitzen  die  Ausdrücke   Yi  folgende  Form: 

Yi  =  ^^  +  Hyiy2"yn-i)y 

d.  h.  es  besteht  eine  Identität  der  Form  (2). 

122.  Durch  eine  ganz  analoge  Überlegung  wie  in  Art.  107  er- 
halten wir  nunmehr  den  Satz: 

Stellen  die  Funktionen  %  7]^  •  .  rjn  der  Variahein  x^  .  .  x^  ein  heliebiges 
Lösungensystem  der  n  linearen  Gleichungen 

n 

(10)  2a,,ty,  =  0         {i  =  \..n) 

dar,  so  erhält  man  eine  Variabeintransformation  (4),  vermöge  deren  z/ 
die  Form  (2)  annimmt,  indem  man  irgend  n  —  1  unabhängige  Inte- 
grale (p^(p^  . .  cpn—i  der  linearen  partiellen  Bifferentialgleichung 

sowie  eine  beliebige  andere,  von  den  cpi  unabhängige  Funktion  il^  als  neue 
Variable  i/i .  . «/«— i,  besw.  t  in  den  Ausdruck  A  einführt;  und  jede  Trans- 
formation dieser  Eigenschaft  kann  auf  dem  angegebenen  Wege  erhalten 


Ist  eine  solche  Transformation  (3)  oder  (4)  gefunden,  so  ergiebt  sich 
^  durch  eine  Quadratur  hinsichtlich  t^  und  ist  infolge  dessen  blos  bis 
auf  eine  additive  arbiträre  Funktion  der  Variabeln  y^  .  .  ya—i  bestimmt. 
Hat  man   W  irgendwie  fixirt,  so  folgen  die  bi  aus  (6). 

Wir  wollen  die  Lösung  des  Problems,  den  Ausdruck  z/  auf  die 
Form  (2)  zu  bringen,  als  eine  „Jacobi'sche  Reduktion"  bezeichnen.^) 

Offenbar  ist  die  Jacobi'sche  Reduktion  nur  dann  unausführbar, 
wenn  die  Gleichungen  (10)  nur  das  Lösungensystem  0  .  .  0  besitzen, 
d.  h.  wenn  der  Rang  Xg  der  zu  z/  gehörigen  Matrix  (C)  (Art.  96) 
gleich  n  ist.     Also: 

Im  Falle  eines  bedingungslosen  Tfaff'schen  Ausdrucks  mit  gerader 
Variaheinzahl,  und  nur  in  diesem,  ist  die  Jacobi'sche  Reduktion  unmöglich. 


1)  S.  Jacobi  Werke  Bd.  4,  p.  424,  woselbst  das  hier  behandelte  Problem  in 
etwas  anderer  Form  auftritt;  vgl.  auch  die  historische  Übersicht. 

V.  Weber,  Das  Pfaffache  Problem.  11 
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123.  Aus  der  Beziehung  (5)  folgt,  dals  die  Funktion  ^  dann 
und  nur  dann  i^on  t  frei  wird,  wenn  das  'bei  der  Jacobi'schen  Re- 
duktion benutzte  Funktionensystem  7]^r]2  .  .  r]n  die  Gleichung 

(11)  i:aiYji  =  0 

erfüllt.  Dies  ist  natürlich  nur  möglich,  wenn  der  Rang  der  Matrix  (A), 
d.  h.  die  Klasse  x  von  z/  <  w  ist,  und  die  Jacobi'sche  Reduktion 
kommt  dann  auf  die  Grassmann'sche  hinaus.  In  der  That,  benutzt 
man  beim  Verfahren  der  Art.  114  u.  115  ein  Lösungensystem  der  dort 
mit  (1)  bezeichneten  Gleichungen,  von  der  Eigenschaft,  dals  lo  ==  ^ 
ist,  so  verwandelt  sich  z/  in  einen  Ausdruck  der  Form 

n  —  l 

1 
der  ohne  weiteres  in  der  Form: 

n—l 

geschrieben  werden  kann.  Da  im  Falle  z  ==  2A  die  Gleichung  (11) 
stets  eine  Folge  von  (10)  ist,  so  liefert  uns  die  Jacobi'sche  Reduktion 
nur  im  Falle  %  =  2X  —  1  etwas  neues,  wenn  die  r^,-  so  gewählt 
werden,  dafs  die  Relation  (11)  nicht  stattfindet.  Das  allgemeinste 
Lösungensystem  der  Gleichungen  (10),  welches  die  Relation  (11)  nicht 
erfüllt,  ist  in  Art.  34  angegeben  worden. 

124.  Wir  betrachten  nun  den  Fall  x  =  2X  —  1  =  n,  d.  h.  einen 
bedingungslosen  Ausdruck  in  2X  —  1  Variabein.  Die  Gleichungen  (10) 
besitzen  jetzt  nur  ein  einziges  Lösungensystem,  das  in  der  Bezeich- 
nungsweise des  Art.  32  so  lautet 

Vn  =  —  P';  rji  =  Ufln         (i=  1,2  .  .n—l), 

worin  P'  wie  gewöhnlich  das  Pfaff'sche  Aggregat  (1,  2  .  .  2A  —  2)  be- 
deutet. Da  die  Funktionen  rji  die  Relation  (11)  nicht  erfüllen,  so 
liefern  sie  eine  Jacobi'sche  Reduktion,  vermöge  deren  z/  die  Form  (2) 
erhält,  und  W  von  t  nicht  unabhängig  ist.  Führt  man  also  W  neben 
y^  .  .  yn—i  als  neue  Veränderliche  ein,  so  nimmt  z/  folgende  Gestalt  an: 

n  —  l 

z/  =  dyn  +  ^' h,{y^  .  .  i/«_i)  dyi  =  dyn  +  z/'. 

1 

Die  Klasse  von  z/'  ist  nun  nach  Art.  102  2)  gleich  x  —  1 ;  denn  sie 
kann  wegen  x  ==  n  nicht  gleich  x  sein.  Mithin  ist  z7'  ein  bedingungs- 
loser Ausdruck  in  n  —  1  =  2A  —  2  Variabein   und  kann  daher  durch 
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eine  Reihe  Pfaff'scher  Reduktionen  auf  eine  Form  mit  nur  A  —  1 
Diiferentialelementen  gebracht  werden. 

Bringen  wir  diesen  Satz  mit  den  Ergebnissen  des  vorigen  §  in 
Verbindung,  so  gelangen  wir  schliefslich  zu  dem  nachfolgenden  Theorem, 
das  den  Mittelpunkt  der  ganzen  Theorie  des  Pfaff 'sehen  Problems  bildet, 
und  aus  diesem  Grunde  immer  als  der  j^Fundamentalsatz^''  unserer 
Theorie  zitirt  werden  soll: 

^,Ist  die  Klasse  eines  Pfaff'schen  ÄusdrucJiS  z/  in  n  Veränderlichen 
x^ .  .  Xn  gleich  2A,  dann  und  nur  dann  kann  z/  auf  die  Form: 

(12)  zx-\-i  dzi  +  ^A4-2  d^2  H [-  ^2k  dzi 

gebracht  tverden,  worin  z^  .  .  Z2x  unabhängige  Funktionen  von  x^  .  .  Xn 
bedeuten.  • 

Ist  die  Klasse  eines  Ffaff'schen  Ausdrucks  A  in  n  Veränderlichen 
x^  .  .  Xn  gleich  2X  —  1,  dann  und  nur  dann  kann  /l  die  Form: 

(13)  dzi  +  ^;.-fi  dzi  +  zi+idz2  -\ h  ^2;i-i  dzx-i 

erhalten j  worin  z^Z2  .  .  Z2z  —  i  unabhängige  Funktionen  von  x^  .  .  Xn  bedeuten. 

Wir  wollen  einen  Ausdruck  der  Form  (12)  oder  (13),  in  dem 
alle  vorkommenden  Gröfsen  z  entweder  unabhängige  Variable  oder 
auch  unabhängige  Funktionen  irgendwelcher  anderer  Variablen  be- 
deuten, als  eine  j,Normcdform"  bezeichnen.  Die  Klasse  x,  eines  Aus- 
drucks z/  ist  also  gleich  der  Anzahl  der  in  seiner  Normalform 
vorkommenden  unabhängigen  Funktionen.  Aus  unsern  bisherigen  Ent- 
wickelungen  folgert  man  leicht,  dafs  jedes  z/,  dessen  Klasse  >  1  ist, 
unbegrenzt  viele  Normalformen  besitzt-,  eine  Methode,  um  aus  einer 
speziellen  Normalform  die  allgemeinste  zu  erhalten,  werden  wir  in 
Kap.  VIII  kennen  lernen. 

125.  Durch  den  Fundamentalsatz  erledigt  sich  auch  ohne  weiteres 
die  Frage,  die  wir  in  Art.  95  aufgeworfen  haben;  es  gilt  nämlich 
der  Satz: 

Damit  zwei  Pfaff" sehe  Ausdrücke 

n 

z/  Lzi  ^  ai  {x^x.^ .  .  Xn)  dXi 
1 

n 

z/' ^ ^  al(XyX^  .  .  Xn) dxl 

iquivalent  seien,  ist  nicht  nur  nottvendig,  sondern  auch  hinreichend,  dafs 
l>dde  dieselbe  Klasse  x  besitzen. 

In  der  That,  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  und  ist  k  etwa  gleich 
-  A  —  1,  so  hat  z/  die  Normalform  (13),    ebenso  z/'  die  Normalform 

11* 
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dz{  +  zij^x  äz{  + \-  zii-x  dzi_^. 

Bestimmt  man  dann  die  Funktionen  z^i  .  .  Zn  und  z^i  .  .  Zn  so,  dafs 
z^  .  .  Zn  hinsichtlicli  der  x  und  z-^ .  .  Zn  hinsichtlich  der  Yariabeln  x! 
unabhängig  sind,  so  definiren  die  Gleichungen 

z'i{x(x^ . .  .Xn)  =  Ziipc^x^  .  .  ^«)         (^  =  1  . .  n) 

eine  Variabeintransformation,  vermöge  deren  A'  ^  A  ist,  und  analog 
erledigt  sich  auch  der  Fall  ;c  =  2A. 

Die  Klasse  x   ist   also   in   der   Thai   die   einzige  Invariante   eines 
Ffaff'schen  AusdrucTiS  gegenüber  beliebigen  Transformationen  der  x. 

126.    Es    ist    nützlich    die  vorstehenden  Entwickelungen  auf  den 
Spezialfall  n  =  3  anzuwenden.     Ein  Pfaff 'scher  Ausdruck 
(14)  z/  =  X.(xyz)  dx  +  Y(xyz)  dy  +  Z{xyz)  dz 

besitzt  die  Klasse  3  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Funktion 

nicht  für  jedes  beliebige  Wertsystem  xyz  verschwindet;  das  Quadrat 
dieser  Funktion  ist  nämlich  nichts  anderes  als  die  zu  (14)  gehörige, 
4  reihige  Determinante  (B)  (Art.  96). 

Unter  der  eben  gemachten  Annahme  verschwinden  auch  nicht  alle 
drei  Ausdrücke 

■(\Q\  iZ_M.   M_£^.   M_iZ 

-     '  dz  .        dy  ''      ex  dz  '      dy  dx 

identisch;  und  wir  können,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  annehmen,  der 
erste  dieser  Ausdrücke  sei  nicht  null.     Sind  jetzt 

(17)  (p^{xyz)  =  c^y    (P2{^y2)  =  c^ 

die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems: 

(18)  rf^:rfy:rf^  =  (4|_||):(||_g):(||-|Z) 

oder  also  (piCp2  zwei  unabhä!ngige  Lösungen  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

^^^^    [dz  dyJdx'^Xdx  dzldy~^\dy          dx]dz~^' 

so  sind  die  Funktionen  cp^cp^  hinsichtlich  y  und  z  unabhängig  (Art.  46); 
daher  stellen  die  Gleichungen  ^ 

(20)  x'  =  x,  y=(p^{xyz)',    z'=(p^(xyz)  ^' 

eine  Yariabelntransformation  dar;  und  wir  wissen  aus  Art.  122,  dafs 
vermöge  dieser  Transformation  der  Ausdruck  /l  die  Form 

(21)  A  =  dWix'y'z'}  +  M{yz')  dy'  +  N{y' z')  dz' 
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erhält,  wobei  die  Funktion  W  in  folgender  Weise  gewonnen  wird. 
Man  löse  die  Gleichungen  (20)  nach  x,  y,  z  auf: 

x  =  x\  y  =  '^^{x'y'z')]  z  =  ^^{xy'z') 
und  ersetze  in  dem  Ausdruck 

^         ex      ^        ox 

die  Yariabeln  xyz  durch  x\  ^^-4^^,  wodurch  man  die  Funktion  0{x'y'z') 
erhalte.     Dann  ist   ^  durch  die  Formel 

^EEE  I  0dx'  -\-  arb.  Funktion  v.  y'z' 

definirt,  und  die  Funktionen  M  und  N  ergeben  sich  hinterher  aus  der 
Vergleichung  der  linken  und  rechten  Seite  von  (21),  wenn  links  alles 
durcb  die  x' y' z'  ersetzt  wird.     Ist  dann 

die  allgemeine  Integralgleichung  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

Mdy'+  Ndz'=0, 
80  hat  man  eine  Identität  der  Form 

Mdy+Ndz'EEEQ(y'z')d(o{y'z'), 

"  wodurch  schliefslich  z/  die  Gestalt  d^F  -\-  gdco  erhält,  in  der  ^^  q,  m 
drei  unabhängige  Funktionen  der  ursprünglichen  Variabein  xyz  be- 
deuten. ^) 

Ist    die   Klasse    des  Ausdrucks  (14)    gleich   zwei,    so    dürfen    wir 
annehmen,    dafs    zwar    die    Funktion   (15),    nicht   aber    die    Funktion 

-?^—  identisch  null  ist.     Auch  jetzt  liefern  uns  die  Formeln  (21) 

eine  Variabeintransformation,  vermöge  deren  z/  nach  §  2  die  Form: 

annimmt,  also  nach  Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
z/'=0  auf  die  Gestalt  Qdcj   gebracht  werden  kann.     Wie  man  sieht, 
■"t    dies  Verfahren,    das    zuweilen    als    „Bertrand'sche    Methode"    zitirt 
ird,  bedeutend  umständlicher  als  das  in  Art.  90  angegebene. 

1)  Vgl.  auch  das  in  Art.  105  behandelte  Beispiel. 
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Kapitel  V. 
Die  vollständigen  Systeme   V  und   W, 

§  1.     Die  vollständigen  Systeme   V  und   W  für  den  Fall  einer 

geraden  Klasse. 

127.  Nach  dem  Fundamentalsatz  kann  ein  Pfaff'scher  Ausdruck 


z/  ^1  ^'  ai{x^x^  .  .  Xn)dXi., 


dessen  Klasse  x  =  2k  ist,  auf  die  Normalform 

(1)  J  ^  F,df,  +  F,df,  +  ■  ■  +  F,df, 

gebracht  werden,  worin  die  Funktionen  f\  .  .  fxF-^  .  .  Fx  von  einander 
unabhängig  sind.  Aus  der  Identität  (1)  folgt,  indem  man  die  Koeffizienten 
von  dx^  .  .  dXn  links  und  rechts  vergleicht: 


(2) 

und  hieraus 


-^-^t+^S+-+^^S  (^-1-) 


(3) 


a,k 


dx. 


dx- 


dx. 


^mJ  \  dx,   dx,         dx. 


Bilden  wir  demnach  die  beiden  zu  z/  gehörigen  Matrices 


(B) 


u 

a. 

a,      . 

.        ttn 

a^ 

0 

»12        . 

•     ain 

an 

ani 

an  2      • 

.     0 

;  (C)  ii  «a  !!    (i,  /.•  =  !..  «) 


so  zeigen  die  Identitäten  (3),  dafs  die  Matrix  (C)  entsteht,  indem  man 
die  folgenden  beiden  Matrices: 


(4) 


1 

dXy      1 

dx^ 

dx^ 

dx. 

i  •  • 

1   a-„- 

cF^  a/i 

'l          \ 

oh 

O'h 

dF, 

dx„ 

zeilenweise    komponirt.      Ebenso    ergiebt    sich    die    Matrix    (B)    durch 
zeilenweise  Komposition  der  nachstehenden  beiden  Schemata: 


i 
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(5) 


F,  ■■  Fl    0 


0 


ax, 

dx^ 

dx^ 

'"dx 

dF, 

oF, 

^h 

^/. 

^^r. 

c'x 

cx„ 

cx,^ 

F, 


F, 


oF, 
dx^ 

»/■a 
■«^J 

dF, 

dx,, ' 

.-'Ei 

dx„ 

Da  in  einer  Matrix,  die  durch  Zeilenkomposition  zweier  Matrices  mit 
nur  2X  Spalten  entsteht,  bekanntlich  alle  Determinanten  von  höheren 
als  dem  2  A*®"^  Grade  identisch  null  sind,  so  folgt  aus  dem  obigen  die 
schon  früher  bewiesene  Thatsache,  dafs  ein  Ausdruck  mit  einer  Nor- 
malform (1)  notwendig  die  Klasse  2A  besitzen  mufs. 

Nach  Art.  97  dürfen  wir  im  gegenwärtigen  Falle  annehmen,  dafs 
die  Determinante 


0 


ttl,'2?. 


(1,  2, . .  2A)= 


nicht  identisch  null  ist.  Diese  Determinante  entsteht  aber,  indem  man 
von  den  beiden  Matrices  (4)  je  die  2A  ersten  Zeilen  komponirt,  und 
es  folgt 


(l,2..2A)^±r"  M 


Um  das  Vorzeichen  zu  bestimmen,  beachten  wir,  dafs  diese  Iden- 
tität stattfinden  mufs,  was  auch  die  Funktionen  jP,  /'  bedeuten  mögen; 
es  genügt  daher,  für  diese  Funktionen  irgend  eine  spezielle  Annahme 
einzuführen.     Wir  setzen 


Xi, 


(i=l..A); 


dann  werden  die  Gröfsen: 

(6)  ö^i^,    %4    •  •    tf2A- 1,2/1 

alle  gleich  1,  die  übrigen  tiik  dagegen  alle  null,  und  P  reduzirt  sich 
auf  das  Produkt  der  Elemente  (6),  d.  h.  auf  die  Einheit,  während  die 
x^i  genommene  Funktionaldeterminante   der  F^  f  den  Wert 

Man  hat  daher: 


nach  x^  . 


( —  1)'^  annimmt. 


(7) 


(-1) 


\X^ 


Hieraus  folgt  zunächst:   „Zs^  div.  Klasse  k  eines  Pfaff' sehen  Aus- 
druckes z/  fjleich  2A,   und  ist  das  Ff  äff  "sehe  Aggregat  P  nicht  nullj  so 
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sind  die  2A  Funldionen  I),  f),  die  in  irgend  einer  Normalform   von  A 
auftreten^  hinsicJälich  der  Variabein  x^x^  .  .  x-n  von  einander  unabhängig, ^^ 
Hat  das  Symbol  77^-,^  dieselbe   Bedeutung  wie  in  Art.  31,    so  er- 
hält man  ohne  Weiteres  die  Identität: 


(8) 


77, 


(-1) 


\^H).+»  /-Fl 


( 

\x^  .. 


lU,    ..    Ü 


Xk-iXyXk  +  l  ..  X2X-^ 

{v  =  21  +  1,  21  +  2,  .  .  n). 

Ferner  entsteht  der  in  Art.  31  mit  77^^,0  bezeichnete  Ausdruck  dadurch 
aus  P,  dafs  man  in  der  Funktionaldeterminante  auf  der  rechten  Seite 
von  (7)  die  Zeile: 

dF^  dF,     dF,  df,  cf,     df, 


dxj^  dxy. 


dx^   dx^   dxj,       dx^ 


durch  die  folgende  ersetzt: 

F^F^  ..FxOO..O. 

Entwickelt    man    die    so   erhaltene   Determinante  nach   den  Elementen 
dieser  Zeile,  so  folgt: 


(0)    77,,„-(- 


'F^ . .  Fs-iFs^i . . Fxfi . .  fp. 


1  . .  x^J 


128.   Ist  X  =  2X  die  Klasse  von  z/,   und  das  Pfaff'sche  Aggregat 
P  nicht  identisch  null,  so  besitzen  die  linearen  Gleichungen 

(10)  anii  +  ani2  -\ h  «/«In  =  «»lo     {i  =\,2,..n) 

genau  n  —  %  +  1  linear  unabhängige  Lösungensysteme,  die  in  Art.  31 
angegeben  wurden.  Wir  wollen  diese  Lösungensysteme  folgender- 
mafsen  bezeichnen 

(11)  liW|,<') . .  V'\  0        (s  =  1,  2, . .  »  -  pt) 

(12)  |,(«)y»). .  |„(«  |„<«) 
so  dafs  also  gesetzt  wird 


(13) 


p.  m 

^  5    ^2/1 


-\-t 


0 


(^  =  1,  2,  .  .  2A;  s,  «^  =  1,  2,  .  .  w  —  2A-  s  ^  0 
(14)  lT  =  n^,',  1?]+.=^^  iT  =  -P     (^  =  1..2A-,  h=l..n-2X). 
Wir  setzen  jetzt  zur  Abkürzung 


^•./■=^^^">i^  +  ^ 


C  Xa 


+  •■  +  V'^ 


IL 

dx^ 
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oder  ausführliclier  geschrieben: 

XJ  EEE  77,0  ^  +  ^20  a^  H f-  ^^2;.,o  ^~- 

Xhf^  77i,2>i+A  -K--  +  •  •  +  772^,2A+Ä  ^-; P  ^ — — 

CX^  CX^j^  ^^2^  +  A 

Qi=  1,  2,  ..?^  — 2A) 

und  betrachten  die  folgenden  beiden  Systeme  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen, die  wir  mit  F  und  W  bezeichnen,  und  von  denen  das 
erste  alle  Gleichungen  des  zweiten  enthält: 

(V)  X/^0         (s  =  0,  1..W  — x) 

(W)  X,/-=  0         (A  =  1,  2,  .  .  n  —  4 

Dann  gelten  die  Sätze: 

Das  System  V  ist  ein  n  —  z  -\-  1-gliedriges  vollständiges  System, 
und  die  Funktionen 

sind  X  —  1  unabhängige  Integrale  desselben. 

Das  System  W  ist  ein  n  —  K-gliedriges  vollständiges  System  und 
besitzt  die  x  unabhängigen  Integrale 

(16)  F„F„..F,,f„f„..f,. 

Im  Falle  x  =  nj  d.  h.  wenn  z/  einen  bedingungslosen  Ausdruck 
mit  gerader  Yariabelnzahl  bedeutet,  existirt  überhaupt  kein  System  W, 
und  V  enthält  blos  eine  Gleichung  (nämlich  die  Gleichung  (20)  des 
Art.  108). 

Der  zweite  Teil  des  obigen  Satzes  ergiebt  sich  unmittelbar  aus 
den  Formeln  (7)  (8);  man  findet: 

(_  l)V'^^-  +  '^  X  f  -=  V  --^  .  f^'  "  ^^    ^'  '  ^^  ) 

^     ^^k        \Xj^.  .Xk-iX2X-\-sP0k-{-l  .  .X2?J 

df      /F,..f,    \ 


und  demnach: 

i,F,     ..    F,f,    .,    f\ 

.X2X-\-sX^  .  .  XxXx^: 

daher  sind  die  Gleichungen    W  in  der  That  erfüllt,  wenn  /'  eine  will- 


\X-2XA-,X...XxXxJri..Xtx' 
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kürliche  Funktion  der  Gröfsen  (16)  bedeutet-,  nach  Art.  64  ist  also  W 
ein  n  —  x-gliedriges  vollständiges  System. 

Dieses  vollständige  System  ist  hinsichtlich  der  Ableitungen 


df         df 


^^x  +  l    ^^x  +  2 


auflösbar,  und  dies  steht  mit  der  Thatsache,  dafs  die  Funktionen  (16) 
hinsichtlich  x-^^  ,  .  x^i  unabhängig  sind,  im  Einklang. 

Um    auch    den    ersten    Teil    des    obigen    Theorems    nachzuweisen, 
beachten  wir,  dafs  vermöge  (9)  und  (14)  identisch: 


i-^r'^'^xj 


^        ^        ex 


s   ^J_  V  /'^l--^*-l^^+'--^'^/*l--/^ 


\Xi..Xi-iXi^i         ..       X2;J 


also,  wie  man  leicht  verifizirt: 


(-ly^^'-^'^xj^-- 


0 

d_f_ 


dx-^ 


df      dF^ 


*^2  X        '^i 


Fx 

cx^ 


0 

dx. 


dx^2_    cx.^^^ 


0 

dx. 


dfl 


öx, 


21 


Diese  2A  +  1-reihige  Determinante  verschwindet  identisch,  wenn 
/  durch  eines  der  fi  ersetzt  wird.    Subtrahirt  man  ferner  die  Elemente 

F 

der  mit  -^  multiplizirten  X  -\-  V^"^  Spalte  von  denjenigen  der  zweiten, 

und  ersetzt  in  der  so  umgeformten  Determinante  die  Funktion  f  durch 

F 

den  Quotienten  -^,  so  werden  die  Elemente  der  beiden  ersten  Spalten 

proportional.  In  derselben  Weise  zeigt  man,  dafs  die  Gleichung  Xo/==0 
durch  den  Quotienten  irgend  zweier  Funktionen  Fi  befriedigt  wird. 
Das  System  F  besitzt  darnach  in  der  That  die  y.  —  1  Integrale  (15), 
und  ist  daher  nach  Art.  64  vollständig. 

Man  erkennt  gleichzeitig:  Ist  das  Pfaff'sche  Aggregat  i72/.,o  nicht 
identisch  null,  was  nach  Art.  97  immer  vorausgesetzt  werden  darf,  so 
ist  das  vollständige  System   F  nach  den  Ableitungen 


cf       df 


dx^^  dx.^_j^^ 


df_ 
dx^ 


auflösbar,   und  die  Funktionen  (15)  sind  daher  hinsichtlich  x^  .  .  x^ 
von    einander    unabhängig.      Übrigens    verifizirt    man    mit   Hülfe    der 


ieril 

1 
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Identität  (9)  leicht,  dafs  772/1,  o  der  mit  +7^/  multiplizirten,  nach 
x^  .  .  a;2/i— 1  genommenen  Funktionaldeterminante  der  2A  —  1  Funk- 
tionen (15)  gleich  ist. 


§  2.     Die  vollständigen  Systeme    V  und    W  für  den  Fall  einer 
ungeraden  Klasse. 

129.  Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  Betrachtung  eines  Pfaff 'sehen 
Ausdrucks  z/  mit  der  Klasse  k  ==  2X  —  1.  In  diesem  Falle  können 
wir  die  beiden  Pfaff'schen  Aggregate 

P'  E=  (1,  2,..2X-  2);  Q={0,1,..2X-  2,  2A  -  1) 

als  nicht  identisch  verschwindend  voraussetzen.  Denken  wir  uns  daher 
den  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  nach  der  Methode  von  §  2  des  vor.  Kap. 
auf  die  Form 

gebracht,  so  folgt  aus  der  Identität  (7)  des  vorigen  §,  da  P  jetzt  ^  0 
ist,  dafs  zwischen  den  Funktionen  F^  .  .  Fxfi  .  .  fx  eine  identische  Relation 
besteht,  aber  mich  nur  eine:,  denn  beachtet  man,  dafs  das  Pfaff 'sehe 
Aggregat  Q  mit  —  772  ;i,  o  identisch  ist,  so  folgt  aus  der  Schlufs- 
bemerkung  des  vorigen  §,  dafs  die  Funktionen 

hinsichtlich    der    Variabein   x^,  x^y  .  .  ^rg^-i    unabhängig    sind.     Diese 
Thatsache  läfst  sich  offenbar  auch  so  aussprechen: 
,jlst    der  Rang  x^  einer  Pfaff'schen  Gleichung 


^ai(x^'. 


Xn)dXi  =  0 

gleich  2X,  so  darf  manj  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken ^  das 
Pfafj'sche  Aggregat 

e=(0,  1,..2A  — 2,2A-1) 

als  nicht  identisch  verschwindend  voraussetzen.  Hat  man  dann  die 
Gleichung  z/  =  0  auf  irgend  eine  reduzirte  Form 

(1)  dzz  +  zx^idzj^  +  zxj^^dz^  -\ \-  z^x-idzx^i  =  0 

mit  X  Differentialelementen  gebracht j  so  sind  die  Funktionen  z^z<^..Z'2x-i 
insbesondere  hinsichtlich  der  Variabein  x^x.^  .  .  X2x~i  von  einander  un- 
abhängig}^ 

130.  Wir  denken  uns  jetzt  den  Ausdruck  z/  auf  irgend  eine  Normalform 

(2)  z/  =zi  df,  +  F,df\  +  F,df,  +  . .  +  F,^,df\^, 
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gebracht.     Dann  gelten  die  Identitäten: 

(3)  ai  —  ^ 

(4)  •  aik 


^  +  F,^  +  F,^  +  .-  +  F^ 


^fk-i 


i 
x  —  i 


ex, 


;.— 1 


dF,   cf,        dF,   df, 


Die  zu  dem  Pfaff'sclien  Ausdruck  z/  gehörige  Matrix  (C)  entsteht 
also  durch  zeilenweise  Komposition  der  folgenden  beiden: 


dx.        da 


ex. 


d  ä\      d  x^ 
8F^     dF,_,  df^      dfi_. 


dx,^ 


dx^     dx^^ 


dx^ 


dx^        dx^     ' 


d  x^         d  X.. 


d  X, 


dF\ 

dx^ 


cF. 


x—i 


G  X, 


cF 


;.-i 


ebenso  erhält  man  die  Matrix  (B)  durch  Zeilenkomposition  der  Schemata 


0,      F„     F„ 

»_n_  9j\  i_F, 

dx^ 


x-i, 


dF. 


X  —  1 


^  dx^      dx^ 


0. 


dx^ 


df,      .-, 


dx^      dx„      dx„ 


BF. 


x—i 


dx^ 


0, 

cx^ 

dx„ 


1, 


0,       0, 


0     ^fi    ^4 


0,    -r,, 

dF^ 


dx. 


ex. 


dx. 


ex. 


A 

dx^ 

A 


dx. 


0 

^fx-i 
ex. 


ifi 


x—\ 


d  x.^ 


x-i 


dF. 


x—\ 


A      o    ^  ^ 

dx„  ^^       dx^      dx^ 


df,_,      dF,       gp 


OX,, 


dx. 


cx^ 


dx. 


dx^ 


Aus   diesen  Thatsachen  folgert  man  auch  umgekehrt   leicht,   dafs  eine 
Normalform  (2)  nur  einem  Ausdruck  der  Klasse  2A  —  1  zukommt. 

Ferner  erhält  man  ganz  ähnlich  wie  im  vorigen  §  die  nach- 
stehenden Identitäten,  in  denen  die  Bezeichnungsweise  des  Art.  32  be- 
nutzt wird: 


(5) 
(6) 


1  ;.(;._!)  /i^i  Fg  .  .  Fx-ifj2  •  •  fx 


^  ^  \X^.  .  Xk-lOCvXk-l  .  .  X2X-2 


h 


1 
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(') 

Q 

(8) 

Kx.,r 
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^  \X^    X^  .  .Xk-iX^Xk^i  .  .  X2X-J  ' 

Qc  =  1,  2,  .  .  2A  —  1;  1/  =  2A,  2A  +  1,  .  .  ^). 

Das  Yorzeichen  in  (7)  wird  dadurch  bestimmt,  dafs  man  die  spezielle 
Annahme 

fx  =  x^',  fi  =  X2r,  Fl  EEE  X2i-^i         (i=l,2,..X  —  1) 
einführt,    für    welche    Q  ^  1,    die    in    (7)    rechtsstehende    Funktional- 
determinante aber  gleich  ( —  1)^  wird. 

Aus  (5)  und  (7)  folgt  zunächst: 

Unter  den  über  z/  gemachten  Annahmen  sind  die  in  der  Normal- 
farm auftretenden  Funktionen 

(9)  n,F,F,..Fx-r,f„f„..f,-, 
hinsichtlich  x^.  .x^x-i,  und  die  Funktionen 

(10)  F,F,..F,_,fJ,..h_, 

hinsichtlich  der  Variahein  x^.  .x^x—^  unabhängig.^'' 

131.    Unter    den     gegenwärtigen    Voraussetzungen     besitzen     die 
Gleichungen 

(11)  «aSl   +  «/2I2   -\ V  ^'inln  =  0        (i=\    .  .n) 

(12)  %  li  +  «2  &  +  •  •  +  ö^«  i«  =  0 

genau  n  —  x  linear  unabhängige  Lösungensysteme 

|.w|,w  . .  |„w        (s  =  1,  2, . .  «  -  %). 
Dabei  können  wir  nach  Art.  32  setzen: 

(^  =  1,  2, .  .  2/1  —  1;  6',  ^  =  1,  2, .  .  ^^  -  2A  +  1;  5  ^  0- 

Die  Gleichungen   (11)  besitzen  aufserdem  noch  ein  n  —  x  +  1*®^ 
Lösungensystem,  das  (12)  nicht  befriedigt: 

Dieses  Lösungensystem  kann  mit  dem  folgenden  identifizirt  werden: 

(14)  ni^2x-iniu-i . .  nü-2,u-u  —  p;  o,  . .  o. 
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Wir  setzen  jetzt  zur  Abkürzung: 

oder  ausführlicher  geschrieben: 

Xnf^^E  Tl\  2A— 1   "ö h   '  •  "4"   ^^2?  —  '>   2;i  — 1  o P     '^ 


X  —  1 


Xnf=K,^,j,n    I^H l'^'^'^^  +  ^'ä^^""^^^ 

{h  =  1,2,  ..:?^  — 2A  +  1) 

und    betrachten    die    folgenden    beiden   Systeme  partieller  Differential- 
gleichungen: 

(V)  X/=0         (5  =  0,1,..^  —  ;.) 

(W)  Xnf=  0         {Ji  =  1,  2,  .  .  J^  —  k). 

Dann  gelten  folgende  Sätze: 

Die   Gleichungen    V  bilden    ein   n  —  x  -{-  1  'gUedriges  vollständiges 
System  mit  den  k  —  l  unabhängigen  Integralen 

(10)  F,F,..Fy._,f,f,..f,_,. 

Die  Gleichungen   W  bilden  ein  n  —  x-gliedriges  vollständiges  System  mit 
den  X  unabhäfigigen  Lösungen 

(9)  h,F,..F,._^,f,..f,_,. 

Man  findet  nämlich  mit  Rücksicht  auf  die  Identitäten  (5)  bis  (8) 
und  die  vorhin  definirte  Bedeutung  der  Koeffizienten  |/*): 

(-1)^  X/EE-(  )   (s  =  l,..n-x) 

(15)(_ip— Z/^-(f^     f-     ''-'-fr) 

woraus  nach  Art.  64  die  Richtigkeit  unserer  Behauptungen  sofort  folgt. 
Auch  ersieht  man  ohne  weiteres,   dafs  das  vollständige  System   V 
nach  den  Ableitungen 

df     df        df 


^y,     ^^y.J^l  ^•^; 


und  das  vollständige  System    W  nach  den  Ableitungen 

df  df 


(^•^y.  +  X  ^^. 


I 
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aufgelöst  werden  kann,  was  mit  der  Thatsaclie  übereinstimmt,  dafs 
die  Funktionen  (10)  hinsichtlich  x^  .  .  ic^— i;  und  die  Funktionen  (9) 
hinsichtlich  x^  .  .  Xy,  unabhängig  sind.  (Art.  63). 


§  3.     Verschiedene  Eigenschaften  der  Systeme   V  und    W. 

132.  Die  Resultate  der  letzten  zwei  Paragraphen  lassen  sich 
folgendermafsen  resumiren: 

Zu  jedem  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  der  Klasse  %  gehören  zwei 
ganz  bestimmte  vollständige  Systeme  V  und  W-^  das  System  V  ist 
n  —  X  -{-  1-gliedrig,  besteht  aus  allen  Gleichungen 

deren  Koeffizienten  einem  linearen  Relationensystem  der  Form 

(2)  anii  +  ai2^2  H h  «/«l«  =  «/|o  ^)     (i  =  1,  2,  . .  n) 

genügen,  und  ist    unter  den   Voraussetzungen    des  Art.   97   nach    den 
Ableitungen : 

cf       df  df_ 

auflösbar;  ist  x  =  2A,  und 

(3)  J  =  F,äU^--^F,dh, 

80  bilden  die  fi  und   die  Verhältnisse   der  F-,,   ein   System   von  %  —  1 
unabhängigen  Integralen  des  Systems   F;  ist  x  =  2  A  —  1  und 

(4)  z/ESrf/-;,  +  F.r?/;  +  ..  +  F,_,rf/i_i 

80  sind  F^..Fi—\f^..fi—x  die  unabhängigen  Lösungen  von  F. 

Das  System  TF  ist  n  —  ;c-gliedrig,  in  F  enthalten  und  besteht 
aus  allen  Gleichungen  (1),  deren  Koeffizienten  den  linearen  Gleichungen : 

n  n 

(5)  "^'anh^O,    ^a,lu  =  Q     (*  =  1  .  .  «) 

1  1 

genügen;    unter    den  Annahmen    des  Art.  97    läfst    es    sich    nach    den 
Ableitungen 

auflösen;    seine  Integrale    sind    die    x    unabhängigen,    in    irgend    einer 
Normalform    von    z/    auftretenden    Funktionen:     hat    man    im    Falle 


1)  bei  ungeradem  x  ist  ^^  z=.  ^  eine  Folge  von  (2). 


176  Kap.  V.     Die  vollständigen  Systeme  V  und  W.  [133] 

X,  =  2A  —  1  den  Ausdruck  z/  nach  der  Grassmann'sclien  Methode  auf 
die  Form 

gebracht^  so  bilden  auch  die  Funktionen  ^^  .  .  02X—i  ein  System  un- 
abhängiger Integrale  von   W. 

133.  Für  einen  bedingungslosen  Ausdruck  z/  giebt  es  kein  System 
Wy  und   V  reduzirt  sich  auf  eine  Gleichung: 

(6)  77,|^+77,„/^  +  ..  +  i7„o|^  =  0 

beziehungsweise : 

(7)     n;.  1^  +  n^„jL  +  ..+  „„_,  „^-p'^  =  o, 

je  nachdem  n  =  21  oder  2A  —  1  ist.  Dabei  haben  Uik  und  i7/jt  die 
in  Art.  31  und  32  erklärte  Bedeutung.  So  besteht  z.  B.  für  den 
Pfaff 'sehen  Ausdruck: 

(8)  V  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

im  Falle  x  =  3   das  vollständige  System   V  aus    der  einen  Gleichung: 

(9)      (|I_^)|^+(|£_^)|r+(|^_|Z)|£  =  o. 

^  ^  \dz        cyj  ex    '     \dx         dz /  dy    '    \cy         oy;  dz 

Diese  Gleichung  repräsentirt,  falls  %  =  2,  also  die  Gleichung  V  =  0 
exakt  ist ,  das  vollständige  System  W ,  während  jetzt  V  aus  den  2 
Relationen  besteht ,  die  sich  durch  Nullsetzen  aller  zweireihigen 
Determinanten  des  Schemas 

dl      dl      d£ 

dx^    dy^     dz 

X,     Y,    z 

ergeben.  Hat  man  den  Ausdruck  (8)  auf  die  Normalform  Qdf  ge- 
bracht, so  sind  die  Funktionen  q  und  /'  die  beiden  unabhängigen  Inte- 
grale der  Gleichung  (9)  und  f  ist  die  Lösung  des  zweigliedrigen 
Systems   F. 

Bei  der  Integration  von  (9)  kann  man  sich  des  Satzes  bedienen, 
dafs  diese  Gleichung  den  Jacobi'schen  Multiplikator  eins  besitzt  (Art.  56); 
hat  man  also  ein  Integral  derselben  durch  eine  Operation  2  bestimmt, 
so  erhält  man  das  zweite  durch  eine  Quadratur.  Allgemein  zeigt  die 
Identität  (15)  des  Art.  131,  dafs  die  partielle  Differentialgleichung  (7), 
auf  welche  sich  das  vollständige  System  V  im  Falle  z  =  2/l  —  1  =  n 
reduzirt,  den  Jacobi'schen  Multiplikator  1  besitzt,  und  es  läfst  sich 
auch  direkt  leicht  nachweisen,  dafs  die  Identität 


i 
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stattfindet. 

Im  Falle  k  =  2  (und  nur  in  diesem)  besteht  das  vollständige 
System  V  aus  den  n  —  1  unabhängigen  Gleichungen,  die  sich  durch 
Nullsetzen  aller  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 


¥ 


IL  IL..  IL 

dx^   dx^        dx^^ 


ergeben,  also  aus  dem  zu  der  Gleichung  z/  =  0  adjungirten  System 
partieller  Differentialgleichungen ;  das  System  W  ist  dann  n  —  2-gli6drig 
und  enthält  alle  Gleichungen  der  Form: 

aO)        «-*£;  +  «*'-|J  +  «"|^^  =  0     ii,k,l^l,..n). 

Hat  man  etwa  0^12  =1=  0,  so  genügt  es,  diejenigen  dieser  Gleichungen 
beizubehalten,  für  die  ^  =  1,  h  ==  2  ist;  die  Gleichungen  (10)  besitzen 
die  Integrale  q  und  /*,  wenn  gdf  eine  Normalform  von  z/  bedeutet. 

Im  Falle  x  ==  1  wird  V  w-gliedrig,  also  bedeutungslos,  und  W 
ist  mit  dem  zu  z/  ==  0  adjungirten  System  identisch. 

134.  Aus  der  Definition  der  beiden  vollständigen  Systeme  V  und 
W  ergiebt  sich  fast  unmittelbar  eine  wichtige  Eigenschaft  derselben. 
Führen  wir  nämlich  in  den  Ausdruck  z/  statt  der  X/,  neue  Veränder- 
liche y^  .  .yn  ein,  wodurch  z/  in  z/'  übergehe,  so  verwandeln  sich  die 
in  der  Normalform  von  z/  auftretenden  %  Funktionen  F,  f  in  gewisse 
Funktionen  ^,  (p  der  Variabein  y^  d.  h.  die  Normalform  von  z/  geht 
direkt  in  eine  Normalform  von  z/'  über.  Da  nun  ein  j9-gliedriges 
vollständiges  System  durch  Angabe  von  n  —  p  unabhängigen  Integralen 
bestimmt  ist,  so  erkennen  wir,  dafs  die  beiden  vollständigen  Systeme 
V  und  W  vermöge  unserer  Variabeintransformation  in  die  zu  z^'  ge- 
hörigen   vollständigen   Systeme    V   bezw.    W   mit   den   Independenten 

I    //i  .  .  2/«    überbeführt    werden.      Wir    geben    dieser    Thatsache    dadurch 
j   Ausdruck,  dafs  wir  sagen:  Die  beiden  vollständigen  Systeme  V  und   W 
I   sind  mit  dem  Pf  äff 'sehen  Ausdruck   z/   „invariant  verknüpft"  oder 
auch  ,jCovariant". 

135.  Unter  der  Annahme  k  =  2X  besteht  eine  Identität: 

z/  =  F,{dlx  +  Ix+idi,  +  ■  •  +  hx-id^-i) 
wobei  ^i'^fj  |;._f.i^-^-  gesetzt  wurde.     Dabei  ist 
(11)  z/,  =  dix  +  rf|^+irfli  +  •  •  +  hx-.idt,-t 

V.  Weber,  DaB  Pfaffaeho  Problem.  12 
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ein  bedingungsloser  Pfaff'scher  Ausdruck  in  z  —  1  Variabein.  Führen 
wir  daher  in  zf^  mittels  der  Transformation 

y,  =  i/;,(|J.  .  .I2X-1)         (i  =  l,2,..2k  —  1) 

neue  Veränderliche  y^  .  .  y^—i  ein,  so  erhalten  wir  einen  bedingungs- 
losen Ausdruck  in  y^  .  .  y^—i.  Da  nun  die  x  —  1  Funktionen  il>i  das 
allgemeinste  Lösungensystem  von  V  darstellen,  so  ist  der  Satz  bewiesen: 
Führt  man  unter  der  Voraussetzung  x  ==  2  k  in  den  Pfaff' sehen 
Ausdruck  z/  irgend  x  —  1  unabhängige  Integrale 

(12)  yi  =  cpiix^x^ .  .x^         (i  =  1,  2,  .  .  2A  —  1) 

des  vollständigen  Systems  V  nebst  heliebigen  andern  Funktionen  y^, 
2/x+i .  .  2/«  statt  der  x  als  neue  Veränderliche  ein^  so  erhält  A  die  Form: 

y.  —  i 

z/  EE  ^z/'  =  (?  •  ^  hi(y^y^  ■ '  y,-i)dy! 
1 

tvorin  A  einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  den  x  —  1  Variahein 
2/1  . .  ?/x— 1  hedeutet,  und  0  nicht  durch  y^  .  .  yy,-i  allein  ausdrückhar  ist 

Umgekehrt  kann  ein  bedingungsloser  Ausdruck  z/'  in  x  —  1 
Variabein  ^^  .  .  yy.—i  stets  die  Form  (11)  erhalten;  man  schliefst  daraus 
leicht,  dafs  unsere  Transformation  die  allgemeinste  von  der  angegebenen 
Beschaffenheit  ist. 

Die  Funktionen  9^  .  .  g?;,_i  sind  hinsichtlich  x^  .  .  Xy,—\  unabhängig 
(Art.  128  und  63)-,  also  stellen  die  Gleichungen  (12)  zusammen  mit 
den  folgenden: 

yh  =Xh        (h  =  x,K-\-  1  .  .  n) 

eine  Variabein transformation  dar,  die  nach  den  x  aufgelöst  so  lauten 
möge: 

(13)  Xi  =  1/^,(2/12/2  •  •  Vn)'-,  Xh  =  2/a     {i=\  .  .X  —  \'^  h  =  x,  .  .  n). 
Aus  der  Identität  z/ z^:  öz/'  folgt  jetzt: 

(14)  ^  asix^  ..x,)j~  =  6'  hi{y^  . .  2/.-1) 

^  as{x^  .  .  Xn)  Y^  ^  ^     {i=l  ..X  —  l-^h  =  x,..n) 

worin  die  Xi  überall  durch  ihre  Ausdrücke  (13)  zu  ersetzen  sind.  Da 
die  Gleichungen  (14)  blos  die  Verhältnisse  der  h;,  bestimmen,  können 
wir  61  E£=:  1  setzen,  wodurch  6  und  übrigen  hi  bestimmt  sind.  Da  nun 
die  Funktionen  6  ^  F?.  und  (p^  .  .  (py,—i  ein  System  von  x  unabhängigen 
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Integralen  des  vollständigen  Systems  W  darstellen,  so  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Kennt  man  im  Falle  x  =  2  X  ein  System  von  x  —  1  unabhängigen 
Integralen  des  vollständigen  Systems  V,  so  ergieU  sich  das  noch  fehlende 
X*®  Integral  von  W  durch  hlofse  Differentiationen  und  Eliminationen. 

136.  Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  in  der  vor.  Nr. 
erhalten  wir  noch  den  Satz: 

Führt  man  unter  der  Annahme  x  =  2X  in  den  Äusdruch  z/  irgend 
X  imahhängige  Integrale  z^.  .  Zy,  von  W  als  neue  Variable  ein^  so  ver- 
tvandelt  sich  z/  in  einen  bedingungslosen  Ausdruch  mit  x  Variabein 
z-^  . .  Zy.y  und  man  erhält  auf  diesem  Wege  die  allgemeinste  Varia^beln- 
transformation  der  genannten  Beschaffenheit. 

Hat  z.  B.  z/  die  Form  (8)  und  ist  x  =  2,  so  besteht  W  aus  der 
einen  Gleichung  (9),  und  der  vorige  Satz  liefert  Bertrand's  Methode 
(Art.  126).  Es  zeigt  sich  auch  jetzt  wieder,  dafs  diese  Methode  einen 
Umweg  bedeutet.  In  der  That  genügt  es  ja  nach  dem  Obigen,  um  z/ 
auf  die  Normalform  Qdf  zu  bringen,  das  Integral  f  des  zu  z/  =  0 
adjungirten  zweigliedrigen  Systems  V  durch  eine  Operation  1  zu  be- 
stimmen, worauf  Q  aus  der  Identität  ^  ^  Qdf  ohne  weiteres  folgt, 
während  bei  Bertrand's  Methode  die  Operationen  2,  0  (Art.  133)  und 
aufserdem  noch  eine  Operation  1  erfordert  wird. 

137.  Unter  der  Annahme  x  =  2X  —  1  besteht  eine  Identität 

J  =  dfx  +  F,df\  H h  Fx_,dfx-^  EEE  dfx  +  z/^. 

Setzen  wir  nun 

y:  =  ti{F^  . .  F.^iJ,  . .  fi-i)     {i  =  1,  2, . .  2A  -  2) 

wobei  die  ipi  irgend  2A  —  2  unabhängige  Funktionen  der  einge- 
klammerten Gröfsen,  also  irgend  2  k  —  2  unabhängige  Lösungen  von 
V  bedeuten,  so  wird  z/^  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  den  2  A  —  2 
Variabein  ^/i  •  .  ^/x-i- 

Führt  man  also  im  Fall  x  =  21  —  1  irgend  x  —  1  unabhängige 
Integrale 

("l»)  yi  =  (pl{x^  ..Xn)  {i=\   ..X—  1) 

des  Systems  V  nebst  beliebigen  andern  Funktionen  (py.  . .  (pn  als  neue 
Variable  y^  .  .  i/«  em,  so  erhält  A  die  Form: 

X— 1 

JEEzdip  +  J^^dt  +  ^'b,{y^..yy,_i)dys 

1 

füobei  z/i  einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  den  21  —  2   Veränderlichen 

12* 
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y^  , .  yx—i  bedeutet j  und  die  Funktion  j^  nicht  durch  y^ .  .  yy,—i  allein 
ausgedrücld  tv erden  l'ann.  Offenbar  giebt  es  auch  Iceine  andere  Variabein- 
transformation der  angegebenen  Eigenschaft 

Da    die    91  .  .  ^j^— i    hinsichtlich    x^  .  .  Xy,—i    unabhängig    sind^    so 
bilden  die  Gleichungen  (15)  zusammen  mit 

yh  =^Xh       {]h  =  'n,x-{-lj.  .  n) 

eine  Transformation,  die,  nach  den  x  aufgelöst,  so  lauten  möge: 

(16)     Xi  =  Xi(y^ . .  2/0;  Xh  =  yh         (i  =  1  .  ,  K  —  1',  h  =  Xj .  .  n). 

Vermöge  dieser  Gleichungen  bestehen  dann  Identitäten  der  Form: 

/f  f^s  ^—  ^ ö {h^=  x.x  4-  l  .  ,n) 

2^'jy;~Ji;  +  ^'(^1  •  •  2/x-i)   {i  =  i..K~i) 

wobei  die  a^  vermöge  (16)  durch  die  y  auszudrücken  sind.  Da  die 
Existenz  einer  Funktion  ^,  die  diesen  Identitäten  genügt,  und  nur  bis 
auf  eine  additive  willkürliche  Funktion  von  y^..yy,—i  bestimmt  ist, 
von  vorneherein  feststeht,  so  ist  der  Ausdruck: 

y  ^ydyy  +  ^y^idyyj^i  -\ 1-  Slndyn 

worin 


gesetzt  wurde,  ein  exaktes  Differential  dip,  wenn  die  Gröfsen  y^.Ajy—i 
als  willkürliche  Konstante  gelten.  Die  Ermittelung  von  ^  erfordert 
demnach  eine  einzige  Quadratur.  Sind  an  der  Stelle  x^  .  .  Xn  alle  ai 
regulär  und  P'  und  Q  nicht  null^  so  können  wir  unter  den  Funktionen 
(pi  in  (15)  die  Hauptintegrale  des  vollständigen  Systems  V  hinsichtlich 
x^,^  =  oc^yx^  .  .  x^^  =  x^^  verstehen.  Dann  sind  die  %.  und  infolgedessen 
auch  die  ^n  an  der  Stelle  y^  =  x^^  .  .  yn  =  x»^  regulär,  und  dasselbe 
gilt  dann  nach  Art.  92  von  der  Funktion  1/;.  Da  nun  die  Funktionen 
^?  Vi  '  •  Vy—i)  i^i  ^6^  X  ausgedrückt,  jc  unabhängige  Lösungen  von  W 
darstellen,  so  folgt: 

Kennt  man  im  Falle  eines  ungeraden  x  die  Integrale  des  voll- 
ständigen Systems  F,  so  läfst  sich  das  noch  fehlende  x^^  Integral  von 
W  durch  Differentiationen^  Eliminationen  und  eine  einzige  Quadratur 
ermitteln. 
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138.  Wir  betrachten  wieder  einen  Pfaff'schen  Ausdruck  J  der  Klasse 
X  und  gleichzeitig  einen  Ausdruck  J'  der  Form  ()z/,  wobei  q  irgend  eine 
Funktion  der  Variabein  x^  .  .  x^  bedeutet;  es  sei  %'  die  Klasse  von  J\ 
Ferner  seien  V  und  W  die  zu  z/'  kovarianten  vollständigen  Systeme. 
Dann  haben  wir  nach  Art.  99  folgende  vier  Fälle  zu  unterscheiden. 

1)  x  =  y/  =  2A;  dann  hat  J'  die  Normalforra 

X 

1 

also  stimmen  die  vollständigen  Systeme  V  und  V  überein,  da  sie  nach 
Art.  128  dieselben  Integrale  haben. 

2)  x  =  2A,   x'  =  2A  —  1;    dann  haben  J  und  J'  die  Normalformen 

X  —  l  ?.  —  ! 

J  ^E  —  (d0  -\-  ^'-  0,  d(pi\  ;     J'^EE  d0  -{-  ^i  0i dcpi , 
^  1  1 

also  stimmen  jetzt  die  Systeme   W  und  V  überein. 

3)  X  =  2A  —  1;  jc'  =  2A  —  I5    W  und  W  sind  identisch. 

4)  X  ==  2A  —  1;  x'  =  2A;    "PT  und  7'  sind  identisch. 

Setzen  wir  ferner  z/"  ^  z/  -^  dw^  worin  w  eine  beliebige  Funktion 
von  (f\  .  .  Xn  bedeutet,  und  bedeuten  Y"  und  W"  die  zu  ^"  kovarianten 
vollständigen  Systeme,  ferner  %"  die  Klasse  von  z/",  so  gelten,  wie  leicht 
ersichtlich,  die  vier  analogen  Sätze : 

1)  Ist  K  =  %"  ==  21  —  1,  so  ist  das  System  V  mit  V"  identisch. 

2)  Ist  x  =  2X  — 1,  x"=2A  — 2,  so  ist  das  System  V  mit  W" 
identisch. 

3)  Ist  jc  =  2A,  x"  =  2A  -[-  1}  so  ist  das  System  W  mit  7"  identisch. 

4)  Ist  jc  =  2^,  5t''  =  2A,  so  ist  das  System  T7  mit  T7"  identisch. 

139.  Nachdem  wir  die  Existenz  der  vollständigen  Systeme  7  und  T7 
und  ihre  wichtigsten  Eigenschaften  erkannt  haben,  ist  es  von  Interesse, 
Grassmann's  Verfahren  zur  Herstellung  einer  reduzirten  Form  von  unserm 
gegenwärtigen  Standpunkte  aus  noch  einmal  zu  erläutern. 

Bei  geradem  x  hat  man  nach  Art.  114  die  w  —  1  Integrale  «/i  •  •  2/n  — 1 
einer  beliebigen  Gleichung  des  vollständigen  Systems  7,  nebst  ein^jr  n^^^ 
Funktion  t  als  neue  Variable  einzuführen,  und  erhält  so  eine  Identität 
der  Form 

n—l 

(17)  J  —;■  Q^'  -EL'-  Q^  hii^ij^  .  .  !/n-i)  dy^ .. 

1 

Bei  ungeradem  x  bedeuten  dagegen  die  y^  .  .  yn—i  die  Integrale  einer  be- 
liebigen Gleichung,  die  in  dem  System  17  enthalten  ist,  und  es  besteht 
wiederum  eine  Identität  (17). 

Es  sei  nun  zunächst  x  =  2A,  und  J'  besitze  dieselbe  Klasse;  dann 
ist  nach  der  vor.  Nr.  das  zu  z/'  gehörige,  kovariante  System  7'  mit  7 
identisch,  wenn  alle  n  Variahein  y^  .  .  yn—i  t  als  Independente  hetraehtet 
werden.  Da  aber  z/'  von  t  ganz  unabhängig  ist,  so  lautet  eine  der  Glei- 
chungen von   V'  augenscheinlich: 
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und  die  übrigen  n  —  x  Gleichungen  von  V'  bilden  für  sich  ein  vollständiges 
System  F  in  n  —  1   Independenten. 

Hat  dagegen  J'  eine  um  eins  kleinere  Klasse  %'  =  2X  —  1,  so  stimmt 
nach  dem  vor.  Art.  V  mit  W  überein-,  das  System  W'  ist  n  —  jc'-gliedrig 
und  enthält  wiederum  die  Gleichung  (18);  die  übrigen  n  —  x' — l=n  —  x 
Gleichungen  bilden  für  sich  ein  vollständiges  System  V  in  n  —  1  Inde- 
pendenten. 

Wendet  man  nun  die  Grassmann'sche  Reduktion  auf  den  Ausdruck  J' 
von  neuem  an,  so  hat  man  in  beiden  Fällen  die  n — 2  Integrale  ^j  . .  ^„_2 
einer  beliebigen,  im  System  V  enthaltenen  Gleichung  nebst  einer  n  —  1*®" 
Funktion  u  statt  der  y^  .  .yn—i  als  neue  Independente  einzuführen. 

Ist  aber  %  =  21  —  1 ,  so  hat  man ,  falls  %  <in  —  1 ,  die  Reduktion 
der  Nr.  115  neuerdings  auf  qJ'  anzuwenden;  da  nun  dieser  Ausdruck  von 
t  nicht  abhängt,  so  enthält  das  zu  q/i'  kovariante  System  W  die  Glei- 
chung (18)  und  geht  aus  W  direkt  durch  Einführung  der  Independenten 
y^.  .yn-it  hervor. 

Das  Grassmann' sehe  Beduktionsver fahren  ist  demnach  gleichbedeutend 
mit  der  folgenden  Methode: 

Man  bestimme  im  Falle  %  =  2X  die  2X  —  1  Integrale  g^z^  •  •  ^2>i— i 
des  zu  A  gehörigen  vollständigen  Systems  V,  im  Falle  k  =  2X  —  1  die 
2X —  1  Integrale  z^  .  .  Z2X—i  f^cs  Systems  W,  und  zwar  beidemale  mit 
Hülfe  der  in  Art.  61  auseinandergesetzten  Methode  successiver  Substitution. 
Führt  man  dann  die  Zi  statt  ebensovieler  Xi  als  neue  Independente  ein,  so 
erhält  A  die  Form: 

2/1  —  1 

^  ^  (?^i  ^  (?  ^^  bi(z^  .  .  ^2A-i)  dzi, 
1 

worin  A^  einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  2X  —  1  Variahein  bedeutet, 
und  a  durch  die  Zi  allein  ausdrückbar  ist,  oder  nicht,  jenacJidem  %  =  2X  —  1 
oder  gleich  2X  ist.  Hinterher  ist  A^  nach  der  Ff  äff' sehen  Methode  auf  eine 
Form  mit  nur  X  Differentialelementen  zu  bringen.     (Art.  110.) 

Wie  man  sieht,  enthält  Grassmann's  Reduktionsverfahren  zugleich 
einen  Beweis  für  die  Vollständigkeit  des  Systems  V  im  Falle  %  =  2X,  und 
des  Systems  W  im  Falle  %  =  2X  —  1.  Dieser  Beweis  beruht  darauf,  dafs 
durch  Einführung   der  neuen  Variabein  «/^  .  .^/n— i,  ^  das  System  V  (bezw. 

W  bei  ungeradem  %)  eine  Form  annimmt,  in  der  es  die  Gleichung  ^  =^ 

umfafst,  während  die  n  —  2X  übrigen  Gleichungen  F  von  t  ganz  unab- 
hängig werden,  und  dafs  auf  das  Gleichungensystem  V  wiederum  eine  ganz 
analoge  Transformation  angewendet  werden  kann  etc. 

Benutzt  man  im  Falle  oi  =  2X  —  1  bei  der  Einführung  der  neuen 
Variabein  y-^^y2  .  .  yn—it  die  n — 1  Integrale  yi  einer  linearen  partiellen 
Diiferentialgleichung,  die  in  F,  nicht  aber  in  dem  System  TF  enthalten  ist, 
so  erhält  man  die  Jacobi'sche  Reduktion  (Art.  122).  Durch  geeignete  Kom- 
bination der  Jacobi'schen  und  der  Grassmann'schen  Reduktion  gelangt  man, 


i 
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wie  leicht  ersichtlich,  zu  einem  Verfahren,  das  darauf  hinauskonunt ,  die 
X  —  1  Integrale  ^^^  .  .  Zy,—i  des  Systems  V  in  J  als  neue  Variable  ein- 
zuführen, wodurch  J  die  Form  dip  -\-  J^  enthält,  in  der  J-^^  einen  be- 
dingungslosen Ausdruck  in  den  2  k  —  2  Variabein  s^  .  .  Zy,—i  bedeutet. 
Den  Ausdruck  ^^  kann  man  dann  hinterher  nach  Pfaff's  Methode  auf  eine 
Gestalt  mit  nur  X  —  1  Differentialelementen  bringen  (Art.  Hl)  und  ge- 
langt so  zu  einer  Normalform  von  z/.  Auch  gewinnt  man  auf  dem  hiermit 
angedeuteten  Wege  einen  Beweis  für  die  Vollständigkeit  des  Systems  V  im 
Falle  y,  =  2X  —  l. 

140.  Die  meisten  Sätze,  welche  wir  in  diesem  §  über  die  voll- 
ständigen Sysl^me  V  und  W  abgeleitet  haben,  können  auch  ohne 
Zuhilfenahme  des  Fundamentaltheorems  bewiesen  werden.  Wir  be- 
schränken uns  an  dieser  Stelle  darauf,  die  beiden  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  Systeme  V  und  W,  nämlich  ihre  Vollständigkeit  und  ihre 
Kovarianz,  direkt  zu  begründen;  dadurch  gewinnen  wir  die  Grundlage 
zu  einem  neuen  Beweis  des  Fundamental theorems,  der  im  nächsten 
Kapitel  geführt  werden  soll. 

Die  linearen  totalen  Differentialgleichungen 

(19)       ttiiclXi  +  cii2dx2  +  •  •  +  (linäXn  =  0         (^  =  1,  2  .  .  n) 

reduziren  sich  auf  tc  oder  tc  —  1  linear  unabhängige,  je  nachdem  die 
Klasse  %  des  Pfaff'schen  Ausdrucks  z/  gerade  oder  ungerade  ist.  Dieses 
Gleichungensjstem  ist  nach  Art.  79  einerseits  unbeschränkt  integrabel, 
andererseits  im  Falle  x  =  2X  zu  dem  Gleichungensystem  W,  im  Falle 
X  ==  21  —  1  zu  dem  Gleichungensystem  V  adjungirt.  Damit  ist  die 
Vollständigkeit  des  Systems  W  im  Falle  eines  geraden  x,  und  die  Voll- 
ständigkeit von  V  für  ungerades  k  bereits  nachgewiesen. 

Um  unsern  Beweis  zu  vollenden,  führen  wir  eine  n  -\-  1*®  unab- 
hängige Variable  Xq  ein,  und  betrachten  den  Pfaff'schen  Ausdruck  in 
w  +  1  Veränderlichen 

n 

J' ^  Xq^  ^^  yi  aldxi. 

0 

Dann  ist 

t'Q   — ;  U ,       M'j Xq  (X^  •  .  ,       6f';j    i^Q  Qjfi 


(20) 


c a/        d a^ 


aök  ^^  —  c*/t'o  ^^-  —  «^-  (A;  =  1  .  .  n). 

Die  unabhängigen  unter  den  Gleichungen 


X,^  (^ik  dxk  =  0         (i  ==  0,  1  .  .  >^) 
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liefern  uns  dann  unter  allen  Umständen  ein  unbeschränkt  integrables 
System  mit  n  -j-  1  Veränderlichen  x^,  x^^  .  .  Xn  (Art.  79). 

Wegen  (20)  aber  schreibt  sich  dieses  Gleichungensystem  so: 

n 

yj  ttik  dxk  +  tti  ^—^  =  0         {i=  \  .  .  n) 

(21)  1 

^ükdxk  =0. 

1 

Ist  a  ungerade,  so  stellen  die  Gleichungen  (21)  genau  %  -\-  1  linear 
unabhängige  Gleichungen  dar;  eine  derselben  ist  dx^  =  0,  und  die 
übrigen  oc  Gleichungen  erhält  man,  wenn  man  aus  den  Relationen 

n 

^  aikdXk  =  0^    2jCikdXk  =  0         {i=l..n) 
1 

irgend  x  linear  unabhängige  auswählt;  diese  x  Gleichungen  sind  von 
Xq  vollkommen  unabhängig,  bilden  also  nach  Art.  75  für  sich  ge- 
nommen, ein  ;{-gliedriges,  unbeschränkt  integrables  System  in  den 
Variabein  x^  . .  Xn.  Dieses  System  ist  nun  zu  dem  Gleichungensystem 
W  adjungirt,  und  es  ist  somit  die  Vollständigkeit  von  W  auch  im 
Falle  %  =  2X  —  1  erwiesen. 

Ist  andererseits  z  =  2A,  so  ist  x  der  Rang  der  Matrix  (B)  (Art.  96), 
also  reduziren  sich  die  Gleichungen  (21)  auf  genau  k  linear  unab- 
hängige. Ist  nun  etwa  %  nicht  identisch  null,  so  giebt  es  genau 
7c  —  1  linear  unabhängige  Linearkombinationen  der  Gleichungen  (21), 
die  Xq  weder  in  den  Differentialen,  noch  in  den  Koeffizienten  enthalten, 
nämlich  die  folgenden: 

n 

(22)  ^  (ai  ttik  —  «1  dik)  dxk  =  0        (^  =  2,  3  . .  w), 

1 

die  sich  offenbar  auf  oc  —  1  linear  unabhängige  Gleichungen  reduziren, 
und  für  sich  genommen  ein  x  —  1-gliedriges  unbeschränkt  integrables 
System  bilden  (Art.  75).  Die  Gleichungen  (22)  sind  aber  zu  dem 
System  V  adjungirt,  denn  aus  den  linearen  Gleichungen 

2?^ik  ik  =  ^o<^i         (i  =  1  .  .  n) 
folgt: 

n 

y,  (aiaik  —  ö^i«7;jfc)  1*  ^  0         (i  =  2,  3  .  .  n\ 
1 

Damit  ist  gezeigt,  dafs  auch  bei  geradem  x  das  System  V  voll- 
ständig ist. 
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141.  Um  zu  erkennen^  dals  die  beiden  vollständigen  Systeme  V 
und  W  mit  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  zJ  invariant  verknüpft  sind, 
genügt  es  offenbar,  dies  für  die  bezw.  adjungirten  Systeme  totaler 
Differentialgleichungen  nachzuweisen.  Geht  nun  vermöge  der  Yariabeln- 
transformation : 

(23)  Xi  =  tiiy^tj. . .  yn) 
der  Ausdruck  z/  in 

n 

^'  ^-^'h{y,y2-  -Vn)  dyi 
1 

über,  so  verwandeln  sich  gleichzeitig  die  Relationen  (19)  in  die  nach- 
stehenden: 

n  n 

(24)  ^  ^:  an  -^~dy,^Q        (i  =  1  . .  n). 

11  ^« 

Bezeichnet    man    die  linken   Seiten  von   (24)  mit  ViVg-.Vn,    so    ist 
das  Gleichungensystem  (24)  gleichbedeutend  mit  dem  folgenden 

ex.  C  Xt,  dx„ 

da  ja  die  Funktionaldeterminante  (    i  '  *  ^" )  nicht  null  ist. 

.  \y, . .  yJ 


Setzt  man  aber 


7   ==  ^_^  _  ^A 


SO  folgt  ganz  ähnlich  wie  in  Art.  98: 


n  n 


1        1 


und  mithin  können  die  Gleichungen  (25)  auch  so  geschrieben  werden: 

Ifrldy^  +  hr2dlj2  -\ f-  Irndyn  =  0  (r  =   1   .  .  u) , 

also  ist  das  System  (19)  mit  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  in  der  That 
invariant  verknüpft. 

Wir  verstehen  ferner  wie  oben  unter  Xq  eine  n  +  l*''  Independente, 
und  fügen  den  Transformationsformeln  (23)  die  folgende  hinzu 

(2^0  ^0  =  2/o- 

Vermöge  der  Variabeintransformation   (23),  (26)   verwandelt  sich   nun 
das  Gleichungensystem  (21)  in  das  nachstehende: 
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n  n 

(27)  V/  =  a,^5.  +  2^«a,,_grfy,  =  0        (i  =  1  . .  n) 

n  n  _  n 

V  =  ^  ^«  a,  ^  dy,  =  ^. 6,rfj/,  =  0. 
Die  Gleichungen  (27)  sind  äquivalent  mit  diesen: 

also  erhält  man  schliefslich  vermöge  unserer  Transformation  (23)  (26) 
aus  dem  System  (21): 

n  

(28)  6,^+^6,.,rf^,  =  0,     ^hdy,  =  0        (»  =  !..»). 

Daher  verwandeln  sich  auch  die  von  Xq  unabhängigen  Gleichungen, 
welche  man  durch  lineare  Kombination  der  Relationen  (21)  erhält,  in 
die  von  y^  freien  Gleichungen,  welche  durch  Linearkombination  aus 
(28)  hervorgehen.  Nach  der  vorigen  Nr.  sind  daher  die  unbeschränkt 
integrabeln  Systeme,  die  bezw.  zu  den  Systemen  Fund  W  adjungirt  sind, 
und  in  Folge  dessen  die  Systeme  V  und  W  selbst  mit  dem  Pfaff 'sehen 
Ausdruck  z/  kovariant;  m.  a.  W.  verwandelt  sich  z/  bei  Einführung 
neuer  Variabein  in  z/',  so  verwandeln  sich  gleichzeitig  V  und  W  in 
die  Gleichungensysteme  F'  und  W\  die  zu  z/'  bezw.  in  denselben 
Beziehungen  stehen,  wie  F  und  W  zu  z/. 


§  4.     Ergänzungen  zu  den  Probenius'sclien  Sätzen. 

142.  Die  Entwickelungen  des  vorigen  §  setzen  uns  in  den  Stand, 
die  in  Kapitel  III  abgeleiteten  Frobenius'schen  Sätze  in  einigen  wesent- 
lichen Punkten  zu  ergänzen. 

Es  sei  z/  ein  Pfaff 'scher  Ausdruck  der  Klasse  %,  ferner  q  irgend 
eine  Funktion  von  X-^^  .  .  Xn.     Setzen  wir  dann: 

z/'  ^  qJ  ^  y-,a/dxi, 
so  folgt: 

, >  .dg  dg 

tti  =  gar-,  aik  =  Qcii.k  +  »*  j^ ^k  j^  *, 

ist  nun  x  =  2A,  so  besitzt  z/'  die  Klasse  x  oder  %  —  1,  je  nachdem 
die  Matrix: 

II  alk  il         {h1^  =  1  •  -^0 


fl 


[142] 
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den  Rang  2A  oder  21  —  2  besitzt.     Dividiren  wir  aber  alle  Elemente 
dieser  Matrix  mit  p,  so  erhalten  wir  das  Schema: 


(1) 

worin 


Cik 


'Hk  II         {i^l=l  ..  n), 


gesetzt  wird.     Damit  nun   das   Schema  (1)   den  Rang  2A  —  2  besitze, 
ist  offenbar  notwendig  und  hinreichend,  dafs  das  Schema: 


"13 


Cn  1  Ch 2 


—  a,    —  «c 


Ci 


an 
0 


% 

0 
0 

an 

0 

1 

1 

0  1 

den  Rang  2A    besitze.     Subtrahiren    wir    aber    hierin    die    mit    -^— — 
multipizirte  n  -{-  V^  Spalte   von   der  Ä;*^"^,  und   die  mit     ^         multipli- 

zirte   n  +  l*"*  Zeile  von   der  i*^"  Zeile,   und  führen   diese  Umformung 
far  ijjc  =  1  .  .  n  aus,  so  entsteht  das  Schema 

dlogQ 


(2) 


0 


ai2 


ani 


an  2 


a\n     aij  — 


0        an, 


—  an      0 


dlogQ 


dx^  d  x^ 


—  1 


dx^ 
dlogQ 

1 

0 


Damit  nun  die  schiefsymmetrische  Matrix  (2)  den  Rang  21  besitze, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  dasselbe  für  dasjenige  Schema  gilt, 
das  aus  (2)  durch  Weglassung  der  letzten  Spalte  entsteht,  m.  a.  W., 
dafe  die  Funktion  q  jede  Gleichung  der  Form : 


^    dlogQ     ,  1     fc    ^  l^g  ?     I     i:    _  n 


öx^ 


befriedige,  wenn  unter  den  |/  irgend  ein  Lösungensystem  der  linearen 
Gleichungen 

^a,k  Ik  =  ai  5o ;    ^ak  Ja  =  0         (i  =  1  .  ,  n) 

verstanden  wird. 
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Damit  also  im  Falle  K  =  2k  der  Pf  äff 'sehe  Äusdruclv  qzJ  den  Bang 
2  k  —  1  besitze,  ist  nach  Nr.  128  notwendig  und  hinreichend ,  dafs  die 
Fiinldion  q  den  homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

(3)  XiQ  =  0        {i=l,2..n  —  n) 

und    aufserdem    der    nicht    homogenen    linearen   partiellen    Differential- 
gleichung: 

(4)  X^Q  —  Q.P=0 

genüge. 

143.    Denken  wir  uns  also  die  Funktion 

durch  eine  Relation  der  Form 

(5)  f\0,x^,x^,..x,)  =  0 

definirt,    so    mufs   die  Funktion  f  den  linearen   homogenen  partiellen 
Differentialgleichungen : 

(6)  X,f=0;    X„/-+P|^  =  0         (i=l..«-x) 

genügen^),  wenn  ^ —  1  die  Klasse  von  qJ  sein  soll. 

Die  Gleichungen  (6)  bilden  nun  ein  n  —  %  -\-  1-gliedriges  voll- 
ständiges  System  mit  den  Independenten  x-^,  x^  .  .  Xn,  ^.  Denn  das 
adjungirte  System  totaler  Differentialgleichungen  ist  das  folgende: 

X,  cf'kdxk  =  0,     ^  ttiicdxk  =  aida         {i  =  1  .  .  n) 

und    die    21    unabhängigen    unter    diesen    Gleichungen    stellen    nach 
Art.  140  ein  unbeschränkt  integrables  Gleichungensystem  dar. 
Beiläufig  folgt,  dafs  die  Gleichungen 

(7)  p-  XJ  =  0,    i  XJ-^  0,  . .  ^  X„_./'  =  0 

ein  n  —  x  -\-  1-gliedriges  Jacobi'sches  System  bilden.     Denn  zunächst 
stellen   die  n  —  x  letzten  dieser  Gleichungen  ein  vollständiges  System 

dar,   welches  nach  k — -—  •  •  ^-^    aufgelöst  ist  (vgl.   Art.  128),    bilden 
also  für  sich  ein  Jacobi'sches  System  (Art.  59);  setzt  man  ferner: 


1)  Dies  folgert  man  leicht  aus  dem  Schlufs  des  Art.  50,  wenn  man  beachtet, 
dafs  vermöge  einer  Relation  (5),  die  6  wirklich  enthält,  nicht  alle  Funktionen 


^10  ^20  •  •    ^2L0'>    " 


identisch  verschwinden  können. 
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SO  folgt,  da  die  Funktionen  7//^  und  P  von  6  unabhängig  sind: 

und  dieser  Ausdruck  ist  eine  lineare  Kombination  von  Y^fj  X^'f. .  Xn—if, 
also  identisch  null. 

Kennt  man  x  —  1  unabhängige  Integrale  -^^^g  •  •  ^y-  —  ^  ^^^  ^^11" 
ständigen  Systems  F,  so  erhält  man  das  noch  fehlende  Integral  ^^  von 
W  durch  Differentiationen  und  Eliminationen  (Art.  135).  Führt  man 
jetzt  die  neuen  Independenten 

ein,  so  erhält  man  nach  Art.  51  eine  Identität  der  Form: 

Dafs  Q  die  Variabein  Xy,^i  .  .  Xn  nicht  enthält,  folgt  leicht  aus  der 
Thatsache,  dafs  die  Gleichungen  (7)  ein  Jacobi'sches  System  bilden. 
Die  Gleichung  (4)  wird  jetzt 

und  man  findet: 

Q  =  (arb.  F.  von  z^  .  .  z^-i)  .  e*^   *  . 

Aus  dieser  Formel  folgt  beiläufig:  Kennt  man  im  Falle  x  =  2X 
zwei  verschiedene  Funktionen  q  und  q'  von  der  Eigenschaft,  dafs  die 
Amdrüclce  q/I  und  q'J  alle  beide  die  Klasse  %  —  1  haben,  so  ist  der 

Quotient  -^  entweder  konstant  oder  ein  Integral  des  vollständigen  Systems  V. 

Es  ist  dies  die  Verallgemeinerung  eines  in  Art.  94  ausgesprochenen 
Satzes. 

Hat  man  in  dem  vorliegenden  Fall  k  =  2X  den  Ausdruck  ^  auf 
die  Normalform 

^  =  F,df,  +  •  -  +  F,df, 

gebracht,  so  findet  man  folgendermafsen  die  allgemeinste  Funktion  q 
derart,  dafs  q^  die  Klasse  2A  —  1  besitzt: 

Damit  letzteres  der  Fall  sei,  mufs  nach  Art.  111  zwischen  den 
Gröfsen  qF^,  .  .  qFx^  f-^  .  .  fx  eine  (und  natürlich  auch  nur  eine)  iden- 
tische Relation  stattfinden.  Jede  solche  Beziehung  kann,  wie  man 
sofort  erkennt,  die  Form 

?p(^pj,, -J^ .  •*ir^/-,..A)  =  o 

erhalten,  und  hieraus  folgt: 
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F.         F, 


^-F;^{f^"f^^Fr--Fr) 


d.  h.   Qzi  besitzt  dann  und  nur  dann  die  Klasse  2  A  —  1 ,  wenn  q  eine 
Funldion  der  2X  Gröfsen 

(8)  F,,.F,,f\..h 

bedeutet^  die  hinsichtlich  F^  .  .  Fx  homogen  der  Ordnung  —  1  ist 


In  Art.  259   werden   wir  nachweisen,  dafs  der  Ausdruck  -p-  X^f^ 


wenn  man  die  neuen  Independenten 

F^  .  .Fx,  fi  ..fx,  ^x+i .  .^« 
einführt,  direkt  in  den  Ausdruck 

777  y_f_ L  T^    df     ,        j_  77    ^f 

^1  dF^  "^  ^2  ^J^2  "^  ^  ^^  dFj^ 

übergeht;  die  Bedingungen  (3),  (4)  sagen  somit  in  der  That  nichts 
anderes  aus,  als  dafs  q  eine  Funktion  der  Gröfsen  (8)  und  in  den  Fi 
homogen  —  1*^^  Ordnung  sein  mufs. 

144.  Ist  die  Klasse  k  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks  z/  gleich  2X  —  1, 
so  ist  die  Klasse  des  Ausdrucks  q^  E^  ^'  offenbar  dann  und  nur  dann 
ebenfalls  gleich  x,  wenn  die  Matrix  (1)  den  Rang  2A  —  2  besitzt. 
Durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  wie  in  Art.  142  erkennt  man: 
damit  k  —  1  die  Klasse  von  (>z/  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  Q  dem  zu  z/  gehörigen  vollständigen  System  W  genügt.  Dies 
folgt  auch  leicht  aus  der  Betrachtung  der  Normalform 

x—i 

^  =  dfx+^^Fidfi 
1 

und  aus  der  Schlufsbemerkung  des  Art.  100. 

Darnach    können    wir    die   Sätze   des  Art.  99   in  folgender  Weise 

ergänzen: 

1)  Ist  die  Klasse  %  von  A  gleich  2A,  so  ist  die  Klasse  von  qJ 
gleich  x  —  1   oder  gleich  %,  je  nachdem  die  FunMion  q  den  Identitäten 

X^Q  -  Q.P  =  0,  XiQ  =  0        (i  =  l..n--K) 
genügt,  oder  nicht. 

2)  Ist  die  Klasse  x  von  z/  gleich  2A  —  1,  50  ist  die  Klasse  von 
Q/l  gleich  %  oder  gleich  %  -{-  1,  je  nachdem  q  dem  zu  A  gehörigen  voll- 
ständigen System  W  genügt,  oder  nicht. 

145.  Es  sei  die  Klasse  x  des  Ausdrucks  z/  gleich  2A  —  1.  Soll 
dann  der  Ausdruck 

A'  =  zf  +  dSl 

die  Klasse  x  —  1  besitzen,  so  mufs  2A  —  2  der  Rang  der  Matrix 


[145 

1 

] 

0 

§  4. 

Ergänzungen  zu 

«12 

den  Frobenius'schen  Sätzen. 

«13                                 «1« 
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,  aß 

(^)\ 

ani 

—  «1- 

an  2 
-«2- 

a„3 

^3        dx,^ 

0 

aß 

dn  o 

a.r^ 

,   aß 
0 

sein.  Dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  Matrix,  die  aus 
(9)  durch  Streichung  der  letzten  Spalte  entsteht,  den  Rang  2k  —  2 
besitze,  dafs  also  ü  jeder  Relation  der  Form 


n  n 


2-^'+2^''i=^ 


1  1 


genüge,  worin  die  l^  die  linearen  Gleichungen 

(10)  ^aal*  =  0         (i=\.,n) 

befriedigen.  Gebraucht  man  die  Bezeichnungsweise  des  Art.  130  und 
beachtet  man,  dafs  identisch 

Q^  n{^2X-\  «1  +  -^^2,2;.-!  %  +   •  •  +  n2X-2,2X~l  ^21-2  F'a^l-l, 

so  ergeben  sich  für  ii  folgende  Bedingungen: 
(11).  X,ß  =  0        (i  =  l,2..w-x) 

(12)  Xoß  =  e. 

Denken  wir  uns  ^  durch  eine  Relation 

f{Sl,  X^X^  ..Xn)  =  0 

definirt,  so  mufs  /'  dem  folgenden  System  linearer  homogener  Glei- 
chungen genügen^) 

(13)  X./=0,    l-t^}^XJ==0        {i=l..n-^), 

worin  x^-  -  Xn,  ^  als  unabhängige  Variabein  figuriren. 

Das  Gleichungensystem  (13)   ist  vollständig;   denn  das  adjungirte 
System 

(14)  ^ üikdXk  =  0         {i=l  .,n) 

(15)  ^a^dXk-{-dSl  =  0 

ist  ein  x-gliedriges  unbeschränkt  integrabeles  System  in  den  n  -\-  1 
Variabein  x^  .  .  Xn,  Sl.  In  der  That,  die  Gleichungen  (14)  bilden  nach 
Art.  79  für  sich  genommen  ein  k  —  1-gliedriges  vollständiges  System 


1)  Vgl.  die  Anmerkung  p.  188. 
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in  Xj^  .  .  Xn.     Um   also  unsere  Behauptung  zu  erweisen^   haben  wir  nur 
zu  zeigen,  dafs  die  Bilinearform 


1       1 

die  aus  der  linken  Seite  von  (15)  nach  den  Regeln  des  Art.  TG  ge- 
bildet wurde,  für  jedes  Funktionensystem  UqU^^  .  .  Un  v^v^  .  .  Vn,  das  den 
Relationen 

X, «'*^'t  =  0,    ^  üii^Vk  ^  0,    ^ ükUk  +  Uq  =  0,    ^  ükVk  +  i?o  =  Ö 

genügt,  identisch  verschwindet;  dies  aber  ist  unmittelbar  evident. 
Es  folgt  wiederum,  dafs  die  Gleichungen 

(16)  -1  X/=  0,  1  XJ=Q,  ■  ■  -1  X„_.f  =  0 

ein  Jacobi'sches  System  bilden.  Führt  man  also  die  %  —  1  Integrale 
z^  .  .  0X—1  des  vollständigen  Systems  (16)  (d.  h.  also  des  Systems  V), 
sowie  das  noch  übrige  Integral  Zy,  des  Systems  W  neben  Xy,^i  .  .  Xn  als 
neue  Independente  ein,  so  erhält  man  Identitäten  der  Form: 

und  da  die  Gleichungen  (16)  ein  Jacobi'sches  System  bilden,  so  schliefst 
man  leicht,  dafs  vermöge  unserer  Variabeintransformation  der  Ausdruck 
1 


^  X^f  folgende  Form  annimmt: 

V 


wobei  ^  die  Variabein  rr^+i  .  .  Xn  nicht  mehr  enthält.  Die  allgemeinste 
Funktion  »ß,    die    den    Bedingungen   (11)   und  (12)    genügt,    hat    also 

die  Form 

/dz 
-^  -\-  (arb.  F.  von  z^z.^  .  .  z^^i) 

und  es  folgt  beiläufig: 

Kennt  man  im  Falle  %  =  21  —  1  zwei  verschiedene  Funktionen  5i 
und  Sl'  von  der  Eigenschaft,  dafs  die  Pf  äff' sehen  Ausdrücke: 

^  +  d£l',    ^  +  dSl' 

alle  beide  die  Klasse  %  —  1  besitzen,  so  ist  die  Differenz  ^  —  ü'  ent- 
weder eine  Konstante  oder  eine  Lösung  des  zu  z/  gehörigen  vollständigen 
Systems  V. 

Hat  man  J  auf  die  Normalform 

J  =  df,  +  F,df,  +  •  •  +  F,-^df,-t 


i 
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gebracht,  und  soll  z/  -\-  dSl  die  Klasse  2A  —  2  besitzen,  so  ist  nach 
Art.  102  und  113  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dafs  zwischen  den 
2A  —  1  Funktionen 

eine  identische  Relation  besteht,  dafs  also  Sl  die  Form 
(17)  Si  =  -f,+  V(F,..F,-^,f,..f,^,) 

besitzt.     In  Kap.  X  werden  wir  zeigen,   dafs,   wenn  man  die  Gröfsen 

als  neue  Independente  einführt,  der  Ausdruck  —  tt  X^f  direkt  in  den 

Ausdruck  ^  übergeht.     Die  Bedingungen  (11)  und  (12)  drücken  also 

in  der  That  nichts  anderes  aus,  als  dafs  Sl  in  der  Form  (17)  dar- 
stellbar ist. 

146.  Ist  X  =  2X  und  soll  z/  -\-  dSl  dieselbe  Klasse  besitzen,  so 
mufs  2X  der  Rang  der  Matrix  (9)  sein.     Da  jetzt  die  Gleichung 

^aS=  0 

eine  Folge  von  (10)  ist,  so  schliefst  man  leicht:  der  Ausdruck  zi-{-dSl 
besitzt  dann  und  nur  dann  die  Klasse  2A,  wenn  Sl  dem  zu  z/  ge- 
hörigen System  W  genügt,  eine  Thatsache,  die  auch  ohne  weiteres 
aus  der  Betrachtung  der  Normalform  und  aus  der  Schlufsbemerkung 
der  Art.  102  erschlossen  wird.  Fassen  wir  die  Resultate  dieser  und 
der  vorigen  Nr.  zusammen,  so  können  wir  die  Sätze  des  Art.  102  in 
folgender  Weise  ergänzen: 

1)  Ist  die  Klasse  k  von  A  gerade^  so  ist  die  Klasse  des  Ausdrucks 
J  -\-  dSl  gleich  %  oder  gleich  k  -\-  1,  je  nachdem  Sl  dem  m  A  gehörigen 
vollständigen  System  W  genügt  oder  nicht. 

2)  Ist  die  Klasse  k  von  A  ungerade,  so  ist  die  Klasse  des  Aus- 
drucJcs  A  +  d^  gleich  k  —  1  oder  gleich  x,  je  nachdem  Sl  den  Identitäten 

XiSl  =  0        {i  =  l,2  .,n  —  K) 

genügt,  oder  nicht.  Dabei  haben  die  Symbole  X^f  die  in  Art.  131  an- 
gegebene Bedeutung. 

147.  Die  Entwickelungen  dieses  §  enthalten,  wie  man  sofort  er- 
kennt, einen  neuen  Betveis  des  Fundamentaltheorems.  Wir  erinnern 
.zunächst  daran,   dafs  die  Sätze  der  Art.  140 — 145  ohne  Zuhilfenahme 

dieses  Theorems  begründet   wurden.     Ist  nun  %  der  Rang   der  zu  A 

T.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  l.'J 
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gehörigen  Matrix  (A)  (Art.  96),  und  ist  ;c  =  2A,  so  kann  man  nach 
Art.  143  eine  Funktion  F^  derart  bestimmen,  dafs  der  Ausdruck 

die  Klasse  x  —  1  besitzt;  dann  läfst  sich  nach  Art.  145  eine  Funktion 
f\  so  ermitteln,    dafs  die  Klasse  des  Ausdrucks  A"  ^ee  A' — df^  gleich 

X  —  2  ist;  ferner  kann  man  ein  F^  finden,  derart,  dafs  -^  A"  die  Klasse 

X  —  3  besitzt  etc.  Man  gelangt  so  der  Reihe  nach  zu  den  Funktionen 
F^f^F^f^  .  .  fx  einer  Normalform,  und  zeigt  dann  hinterher  nach  Art.  127, 
dafs  diese  Normalform  auch  nur  in  dem  Falle  existiren  kann,  dafs  die 
Matrix  (A)  den  Rang  21  besitzt,  und  dafs  dann  die  Funktionen  Fj  f 
unabhängig  sind.  Im  Falle  x  =  2X  —  1  bestimme  man  zunächst  fx  so, 
dafs  z/  —  dfx  die  Klasse  x  —  1  besitzt  u.  s.  w. 

Ist  X  =  2X,  so  erfordert  die  Bestimmung  einer  Funktion  q  von 
der  Eigenschaft,  dafs  qzJ  die  Klasse  x  —  1  besitzt,  nach  Art.  143  eine 
Operation  x,  nämlich  die  Ermittelung  eines  von  6  nicht  unabhängigen 
Integrals  des  n  —  x  -\-  1-gliedrigen  vollständigen  Systems  (6)  mit  den 
Independenten  x^  .  .  Xn  o.  Ebenso  verlangt  im  Falle  x  =  2l  —  1  die 
Aufsuchung  einer  Funktion  ^  von  der  Beschaffenheit,  dafs  z/  +  d^ 
die  Klasse  x  —  1  besitzt,  nach  Art.  145  eine  Operation  Xy  nämlich  die 
Bestimmung  eines  von  ß  nicht  unabhängigen  Integrals  des  n  —  x-\-l- 
gliedrigen  vollständigen  Systems  (13)  mit  den  n  -\-  1  unabhängigen 
Veränderlichen  x^  .  .  Xnj  Sl.  Daraus  folgt  sofort,  dafs  die  soeben  an- 
gedeutete Methode  zur  Herstellung  der  Normalform  von  z/  unter  allen 
Umständen  je  eine  Operation 

X,  X  —  1,  ;c  — 2,  ..  3,  2,  1,  0 

verlangt;  obwohl  diese  Methode  darnach  weit  einfacher  ist,  als  das  in 
Kap.  lY  entwickelte  Pfaff-Grassmann'sche  Reduktionsverfahren,  so  wollen 
wir  doch  nicht  näher  auf  sie  eingehen,  da  wir  im  nächsten  Kapitel 
eine  noch  vorteilhaftere  Methode  kennen  lernen  werden. 


ä 


[148] 


Kap.  VI,  §  1.     Die  Reduktionsmethode  von  Clebsch. 
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Kapitel  VI. 
Das  impllcite  Reduktionsverfahren. 

§  1.    Die  Eeduktionsmetliode  von  Clebsch. 

148.    In  einen  Pfaff 'sehen  Ausdruck 


(1) 


z/  ^  ^f  ai  {x^  a?2  •  •  ^«)  ^^* 


von  der  Klasse  k  denken  wir  uns  mittels  der  Formeln 

(2)  X^  =  (p^{X^X^  .  .Xr)    .  .  .    Xn    =  (pnidO^X^  .  .  Xn) 

statt   der  x  die  neuen  Variabein  x'  eingeführt,  wodurch  z/  die  Form: 


(3) 


Z/'  =  ^i  hi  (X^X^  .  .  Xn)  dXi 


erhalte.     Wir  setzen  nun: 

z/j  ^  \dx^  +  \dx^  +  •  •  +  \dXn  j 
mithin 

(4)  ^  =  \dx^-\-J^, 

und  wollen  untersuchen,  ivelche  Klasse  der  Ff  äff' sehe  Äusdruclc  z/^ 
besitzt,  wenn  man  darin  x^x{  .  .  Xn  als  Variable,  die  Gröfse  x^  dagegen 
als  willkürliche  Konstante  betrachtet.  Diese  Klasse  werde  mit  k  be- 
zeichnet. 

Die  fundamentalen  Matrices  (A'),  (B'),  (C),  die  zu  der  transfor- 
mirten  Gestalt  (3)  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks  z/  gehören,  sind  die 
folgenden: 


(A') 


6i     62    •  •  &« 

0   6,    . 

.6» 

0    612  . .  6i„ 

;     (B') 

-6.    0    . 

.6i„ 

hm  *„2  . .    0 

1 

—  6»  &» 1  • 

.    0 

(C)     i|6.-*|| 

{i,k-. 

=  \..n). 

ha  =  -h 

8  h 

8./ 

Dabei  ist 


gesetzt  worden.  Nach  Art.  98  stimmen  die  Rangzahlen  dieser  drei 
Matrices  bezw.  mit  den  Rangzahlen  der  in  Art.  96  analog  bezeichneten 
Matrices  überein. 

13* 
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Die  Matrices  (A^'),  (Bi')?  (^lO;  ^i®  i^  demselben  Sinne  zu  A^  ge- 
hören, wenn  darin  x^  als  Konstante  betrachtet  wird,  werden  erhalten, 
wenn  man  in  (A')  die  erste  Spalte  und  die  zweite  Zeile,  in  (B')  die 
zweite  Zeile  und  Spalte,  endlich  in  (C)  die  erste  Zeile  und  Spalte 
wegläfst.  Da  der  Rang  einer  Matrix  durch  Weglassung  einer  Zeile 
oder  einer  Spalte  entweder  ungeändert  bleibt  oder  um  eins  abnimmt, 
so  ist  der  Rang  von  (A/),  d.  h.  also  die  gesuchte  Klasse  %'  entweder 
gleich  k  —  2  oder  gleich  k  —  1  oder  gleich  x. 

149.  Soll  erstens  der  Rang  von  (A^')  gleich  x  —  2  sein,  so  mufs 
der  Rang  von  (A')  um  eins  abnehmen,  wenn  man  die  zweite  Zeile 
daraus  fortläfst.     Infolge  dessen  müssen  die  linearen  Gleichungen 

n 

(6)  ^'hdk  =  biio        (i=l..n) 

1 

nach  Art.  13  die  Relation  ^^  ^  0  zur  Folge  haben.     Ist  nun 
(6)  ^il2..|„lo 

ein  beliebiges  Lösungensystem  der  Gleichungen  (5),  so  ist  nach  Art.  132 
und  141  die  partielle  Differentialgleichung: 

n 

(7)  ^l,(«..^;)^  =  o 

in  dem  vollständigen  System  V  enthalten,  das  aus  dem  zu  z/  ge- 
hörigen System  V  durch  die  Variabeintransformation  (2)  hervorgeht, 
und  zu  z/'  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  V  zu  z/.  Nach  dem 
vorhin  gesagten  wird  daher  jede  Gleichung  von  F'  durch  die  Funk- 
tion f^zX^  identisch  befriedigt,  und  infolge  dessen  ist  die  Funktion 
9i(^i^2  ■  '  ^n),  die  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  (2)  auf- 
tritt, ein  Integral  des  vollständigen  Systems  F. 

Wir  wollen  nun  umgekehrt  annehmen,  dafs  letzteres  der  Fall  sei. 
Dann  ergiebt  sich,  dafs  jede  Gleichung  der  Form  (7),  deren  Koeffi- 
zienten einem  Relationensystem  (5)  genügen,  durch  die  Annahme 
/*5Z:  ^/  identisch  erfüllt  wird,  dafs  also  l^  :  0  eine  Folge  des  Glei- 
chungensystems (5)  ist.  Demnach  vermindert  sich  der  Rang  von  (A') 
um  eins,  wenn  man  die  zweite  Zeile  daraus  fortläfst. 

Es  sei  nun  zunächst  %  =  2X'^  dann  hat  jede  der  Matrices  (A'), 
(B'),  (C)  den  Rang  21.     Ferner  ist  jetzt  die  Gleichung 

(8)  ^h,^,  =  0 

eine  Folge  von  (5),  und  wir  können  daher  sagen,  dafs  die  Gleichung 
li  ^  0  eine  Folge  des  Systems  (5)  (8)  ist.     Also  vermindert  sich  der 


I 
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Rang  von  (B')  um  eins,  wenn  man  die  zweite  Spalte  fortläfst,  und 
infolge  dessen  ist  der  Rang  von  (B^')  gleich  x  —  2,  da  er  eine  gerade 
Zahl  sein  mufs.  Da  ferner  in  (A')  alle  diejenigen  ;c-reihigen  Determi- 
nanten verseh winden,  an  deren  Bildung  die  zweite  Zeile  sich  nicht 
beteiligt,  so  vermindert  sich  der  Rang  von  (C)  um  eins,  wenn  man 
die  erste  Zeile  wegläfst,  d.  h.  der  Rang  von  (Q^)  ist  ebenfalls  ^  —  2. 
Daraus  folgt  unmittelbar  x  =  k  —  2. 

Ist  K  =  21  —  1,  so  sind  die  Koeffizienten  jeder  in  V  enthaltenen 
Gleichung  (7)  Lösungen  der  linearen  Relationen: 

n 

(9)  ^6afc  =  0         {i=\..n) 

1 

und  es  ist  daher  unter  den  oben  gemachten  Annahmen  |^  ~:~.  0  eine 
Folge  von  (9),  d.  h.  der  Rang  von  (C),  der  gegenwärtig  gleich  x — 1 
ist,  vermindert  sich  um  eins,  wenn  man  die  erste  Zeile  fortläfst.  Der 
Rang  von  (Cj')  ist  darnach  x  —  3,  also  der  Rang  von  (A^')  notwendig 
X  —  2,  da  er  einer  der  drei  Zahlen  x^  x  —  1^  x  —  2  gleich  sein  mufs, 
aber  nur  um  eine  Einheit  gröfser  als  x  —  3  sein  kann. 

150.  Soll  zweitens  x  ==  x  —  1  sein,  so  darf  die  Matrix  (A')  beim 
Weglassen  der  zweiten  Zeile  ihren  Rang  nicht  ändern,  da  sonst  nach 
dem  eben  bewiesenen  x  =  x  —  2  wäre.  Dann  mufs  sich  der  Rang 
von  (A')  notwendig  um  eins  vermindern,  wenn  man  die  erste  Spalte 
streicht,  d.  h.  das  Gleichungensystem  (8)  (9)  mufs  die  Relation  li  =  0 
zur  Folge  haben.  Ist  nun  li  . .  |„  ein  beliebiges  Lösungensystem  von 
(8),  (9),  so  ist  die  zugehörige  lineare  partielle  Differentialgleichung  (7) 
in  dem  n  —  z-gliedrigen  vollständigen  System  W  enthalten,  das  ver- 
möge der  Variabeintransformation  (2)  aus  dem  zu  z/  gehörigen  System 
W  hervorgeht,  und  zu  ^'  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  TT  zu  z/ 
(Art.  132,  141).  Also  ist  jetzt  x^  ein  Integral  von  W  und  demnach 
(p^{x^..Xr)  ein  Integral  von  W.  Umgekehrt,  ist  letzteres  der  Fall, 
und  ist  (p^  keine  Lösung  von  F,  so  ändert  die  Matrix  (A')  ihren  Rang, 
wenn  man  die  erste  Spalte  wegläfst;  der  Rang  von  (A^')  ist  also  not- 
wendig X  —  1,  da  im  Falle  x  =  x  —  2  die  Funktion  (p^  dem  System  V 
genügen  würde. 

151.  Indem  wir  die  Resultate  der  beiden  letzten  Nummern  zu- 
sammenfassen, erhalten  wir  das  wichtige  Theorem: 

„Führt  man  in  einen  Ffaff'schen  Äusdruclc  z/  der  Klasse  x  mittels 
der  Transformationsformeln 

(2)  Xj'  =  9?!  (x^Xc^  .  .  Xn)    .  .    Xn   =  (pn{x^X^  .  .  Xn) 

statt  der  x  die  neuen  Veränderlichen  x^  .  .  Xn  ein,  und  erhält  dadurch 
z/  die  Form 
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n 

(4)  z/  ^ ^  hiix^x^  .  .  Xn) dXi  ^  \ dx^  +  J^ , 

1 

so  hesitst  der  Pfaff'scJie  Äusdruclc  z/^,  wenn  man  darin  x^x^  .  .  Xn  als 
Variable,  x^  ober  als  wiUkürlichen  Parameter  betrachtet,  die  Klasse 
X  —  2,  oder  x,  —  1,  oder  x,  je  nachdem  die  Funktion  (p^{x^X2  .  .  Xn)  ein 
Integral  des  zu  z/  gehörigen  vollständigen  Systems  V,  oder  ein  dem 
System  V  nicht  genügendes  Integral  des  Systems  W  bedeutet,  oder  endlich 
das  System  W  nicht  erfüllt." 

Der  Satz  gilt  in  dieser  Fassung  nur  für  x  <in,  da  es  für  ^  =  n 
ein  vollständiges  System  W  überhaupt  nicht  giebt.  In  diesem  Falle 
müssen  wir  ihn  besonders  aussprechen-,  er  lautet  dann: 

„Führt  man  in  einen  bedingungslosen  Pfaff' sehen  Ausdruck  A  miüds 
der  Formeln  (2)  die  neuen  Veränderlichen  x^  .  .  Xn  ein,  und  erhält  A 
dadurch  die  Form  (4) ,  so  ist  die  Klasse  von  Zl^  gleich  n  —  2  oder 
gleich  n  —  1,  je  nachdem  die  Funktion  (p^ix^x^^  . .  Xn)  der  zu  A  gehörigen 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  V  (Art.  133)  genügt  oder  nicht.^' 

152.  Wenn  die  Funktion  g)^  (x^  .  .  Xn)  die  Variabele  x^  wirklich 
enthält,  so  dürfen  wir  die  neuen  Variabein  X2  .  .  Xn  bezw.  mit  x^  . .  Xn 
identifiziren,  d.  h.  an  Stelle  von  (2)  folgende  Transformationsformeln 
benützen : 

(Vj  X-^    =  (p-^  [X^ X2  .  .  Xn) '1    X2  =  X2  .  .  Xn  =  Xn • 

Unser  voriges  Resultat  läfst  sich  dann  so  aussprechen: 
Drückt  man  mittels  der  Eelation 

irgend  eine  der  Variabein  x,  etwa  x^,  als  Funktion  von  X2  •  .  Xn  und  der 
arbiträren  Konstanten  q  aus,  und  substituirt  den  so  erhaltenen  Wert  in 
einen  Pf  äff 'sehen  Ausdruck  z/  der'  Klasse  x  (<  n),  so  verivandelt  sich  A 
in  einen  Ausdruck  A^  mit  n  —  1  Variabein  X2 . .  Xn,  der  für  beliebige 
Werte  von  c^  die  Klasse  x  —  2,  x  —  1  oder  x  besitzt,  je  nachdem  (p^ 
das  vollständige,  zu  A  gehörige  System  V,  oder  das  vollständige  System  W, 
nicht  aber  V,  oder  endlich  weder  V  noch  W  befriedigt. 

Im  Falle  x  =  n  besitzt  A^  die  Klasse  n  —  2  oder  n  —  1,  je  nach- 
dem (p^  die  partielle  Differentialgleichung  V  erfüllt  oder  nicht. 

Wir  wollen  die  Variabeintransformation  (9)  als  „erste^^  oder  „zweite 
Clebsch'sche  Beduktionsmethode'^  bezeichnen,  je  nachdem  (p^  dem  System  V, 
oder  dem  System  W,  nicht  aber  dem  System  V  genügt. 

153.  Ehe  wir  an  diese  beiden  Reduktionsmethoden  weitere  Schlüsse 
knüpfen,  wollen  wir  sie  an  dem  Spezialfall  n  =  x  =  S  erläutern.  Das 
System  F,  das  zu  dem  bedingungslosen  Pfaff'schen  Ausdruck 
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(10)  J  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

gehört,  reduzirt  sich  nach  Art.  133  auf  die  einzige  partielle  Differential- 
gleichung: 

(11)     ( r.  -  z,)  f^  +  (X.  -  X.)  U  +  (x„  -  r.)  g  =  0.  ^) 

Nehmen  wir,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  an,  dafs  X«,  —  Y^  nicht 
identisch  verschwinde,  so  besitzt  diese  Gleichung  zwei,  hinsichtlich 
x^  y  unabhängige  Integrale  qp,  i/;  (Art.  46).  Eins  derselben,  etwa  gp, 
mufs  X  wirklich  enthalten,  und  wir  können  darnach  mittels  der  Gleichung 

(12)  fp{ocyz)  =  x' 
die  Variable  x  in  der  Form 

(13)  x  =  G)  (x,  y,  z) 

ausdrücken.  Substituiren  wir  diesen  Wert  von  x  in  (10),  so  erhalten 
wir  für  z/  die  Darstellung: 

(14)     ^^xg-<^.'+(r+xg-).,+  (^+x|^)^. 

Nach  Nr.  151  ist  jetzt  der  Ausdruck 

ein  exaktes  Differential,  wenn  man  sich  in  X,  Y,  Z  die  Variable  x 
durch  G3  ersetzt  denkt,  und  x'  als  willkürliche  Konstante  betrachtet. 
Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  sich  davon  direkt  zu  überzeugen.  Damit 
jd^  exakt  sei,  mufs  man  haben: 

(15)  Ä(^+^Ä)-aT(^+^w)- 

Die  Funktionen  XFZ  enthalten  nun  die  Variabein  y  und  s  sowohl 
explicite  als  auch  implicite,  da  x  durch  o  ersetzt  ist.  Mit  Rücksicht 
darauf  schreibt  sich  die  Bedingung  (15)  folgendermafsen: 

^  _i_  ^  i^  4_  ^  /ax    ,    ax  dca\  ^^ 

dz  ~^  dx    dz  "^  dy  \dz  "•"  dx    dz) 

dy  '^  dx  dy  "^  dz  \dy    '    dx    dyj^ 

wobei  natürlich  x  überall  durch  a  ersetzt  ist;  d.  h,  man  mufs  vermöge 
X  =  CO  identisch  haben 

r. - z,  + (F.- X,)  ^,:  +  (x. - z.)  1^-0 


dz     '    ^^^'        ^^^  dy 


1)   X   =  i^-  etc. 

^     ^      (^y 
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für  jedes   beliebige   Wertsystem  x  ^  y,  z.     Dafs   aber   diese   Bedingung 
thatsächlich  erfüllt  ist,  folgt  unmittelbar  aus  der  Bedeutung  von  co. 
Demnach  kann  z/^  mittels  einer  Operation  null  auf  die  Form 

gebracht    werden,   worin    aber    bei   der  Ausrechnung   des  Differentials 
df^  die  Gröfse  x    als  Konstante   zu  betrachten  ist.     Führt  man  diesen 
Ausdruck   in  z/  ein,   und   versteht   man   unter   dem   Symbol   d  wie  ge 
wohnlich    eine    Differentiation,    die    sich    auf    alle    drei   Variable   xijz 
bezieht,    so  ergiebt  sich: 

z/  =  df^  (xyz)  +  F^  (x,  y,  z)  df^ , 
worin 

^  ÖX  CX 

und  /i  statt  x  geschrieben  wurde.  Ersetzt  man  hinterher  x  wiederum 
durch  g)(xyz),  so  gehen  f\,f^,F-^  in  Funktionen  von  xyz  über,  und 
man  erhält  für  J  die  Normalform 

J  =  df,  +  F,df,. 

Dafs  die  Funktionen  f^,  /g,  F^  hinsichtlich  der  Variabein  xyz  unab- 
hängig sind,  folgt  schon  daraus,  dafs  andernfalls  z/  mit  einem  Aus- 
druck in  nur  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  identisch  wäre,  also 
nicht  die  Klasse  3  besitzen  könnte. 

Die  vorstehende  Methode  zur  Herstellung  der  Normalform  von  z/ 
erfordert,  wie  man  sieht,  aufser  Differentiationen  und  Eliminationen 
nur  eine  einzige  Operation  2  und  eine  einzige  Operation  null,  ist  also 
bedeutend  einfacher,  als  die  bisherigen  Reduktionsmethoden. 

Unser  Verfahren  bestätigt  aufs  neue  die  auch  aus  der  Multipli- 
katortheorie folgende  Thatsache,  dafs  nach  Ermittelung  einer  Lösung 
(p  der  partiellen  Differentialgleichung  (11)  die  zweite  Lösung  ^  durch 
Differentiationen,  Eliminationen  und  eine  einzige  Quadratur  gefunden  wird. 

Beispiel:  ^  ^^ydx  -\-  zdy  -\-  xdz. 

Man  hat  in  diesem  Falle 

Yz     Zy^^il'^      Zx    A^    ^     1,       Xy    y^a;    ^     1   5 

also  wird  die  partielle  Differentialgleichung   F: 

|/  +  |Z  +  |/  =  o. 

ÖX    ^    cy    ^    öz 
Eines  ihrer  Integrale  ist  x  —  1/5  setzen  wir  daher: 

X  y  =  x\   X  =  y  -\-Xj 
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und  substituiren  diesen  Wert  von  x  in  z/,  so  kommt: 
z/  EE  ydx  +  (y  +  z)äy  +  (y  +  x)dz. 
Man  hat  nun 

^i  =  {y  +  ^)^y  +  (y  +  ^')äz  =  ^  (y  2/'  +  2/^  +  ^'^) , 

wenn  bei  der  Differentiation  x  als  Konstante  gilt;  betrachtet  man 
aber  x'  als  Variable  und  substituirt  den  Ausdruck  für  z/^  in  z/, 
so  folgt: 

^  =  (y  —  z)dx  +  d{-^y^  +  ys-]r  X0^ 

oder,  wenn  man  x   wieder  durch  x  —  y  ersetzt: 

^^^(y«/^'+^^)  +  (y  —  ^)d(^  —  y)- 

Man  wird  bemerken,  dafs  die  Funktionen  x  —  y  und  y  —  ^  zwei  un- 
abhängige Lösungen  der  Gleichung  V  darstellen,  was  mit  Nr.  131 
übereinstimmt. 

154.  Genügt  die  Funktion  tp  in  (12)  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (11)  nicht,  ist  sie  also  ganz  beliebig  gewählt,  so 
verwandelt  sich  z/  vermöge  der  Substitution  (13)  in  einen  Ausdruck 
der  Form  (14),  und  z/^  besitzt  jetzt  nach  Art.  151  die  Klasse  zwei, 
wenn  x   darin  als  Konstante  betrachtet  wird. 

Ist  dann 

die  allgemeine  Integralgleichung  der  Gleichung  z/^  =  0,  (die  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  in  den  beiden  Yariabeln  y  und  z  dar- 
stellt), so  hat  z/i  die  Form: 

X(x',y,z)dty 

wenn  sich  das  Differentiationssymbol  nur  auf  y,  z  bezieht,  und  es  er- 
hält z/  schliefslich  die  Form 

7t  dx  +  %dxl)'  y 

wobei  jetzt  das  Differential  d'^)'  auf  alle  drei  Variabein  xyz  zu  be- 
ziehen ist  und 

dx'         ^  dx 

gesetzt  wurde.  Indem  wir  schliefslich  x  wieder  durch  seinen  Wert  cp 
ersetzen,  wodurch  Tt'x't'  bezw.  in  jt^  x>  ^  übergehen  mögen,  erhalten 
wir  die  reduzirte  Form: 

z/  ^  7i{xyz)d(p(xyz)  -\-  %{xyz)dtl){xys). 
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Dieses  Verfahren,  welches  offenbar  mit  der  „ungeraden  Pfaff 'sehen 
Reduktion"  des  Art.  109  übereinstimmt,  erfordert,  wie  man  sieht,  nur 
eine  einzige  Operation  1,  liefert  aber  dafür  auch  keine  Normalform, 
sondern  nur  eine  reduzirte  Form  mit  2  Differentialelementen. 

§  2.     Dritter  Beweis  des  Fundamentaltheorems. 

155.  Indem  wir  nunmehr  zu  der  Betrachtung  des  allgemeinen 
Falles  zurückkehren,  wollen  wir  uns  auf  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck  z/ 
mit  der  Klasse  k  die  erste  Clebsch'sche  Reduktion  angewendet  denken, 
d.  h.  wir  führen  mittels  der  Formel 

worin  f\  ein  beliebiges  Integral  des  Systems  V  bedeutet,  statt  x^  die 
neue  Variable  x^'  in  z/  ein,  während  wir  die  übrigen  Variabein  x^.  .Xn 
auch  in  der  Bezeichnung  beibehalten  wollen.  Hierdurch  erhält  z/ 
die  Form 

n 

A  ^E  ClP-'^ix^^  X^  .  .  Xr^dX^  +     X,^'^A^^K^/^2  •  •  ^n)dXk 

2 
:~   0^^^{X^'  X^  .  .  Xn)dX^'  +  z/i, 

wobei  z/^  als  Pfaff 'scher  Ausdruck  in  den  Variabein  x^x^  . .  Xn  die 
Klasse  x  —  2  besitzt.  Ist  nun  k  —  2  >  1 ,  so  existirt  nach  Art.  132 
ein  vollständiges  System  F^^)  mit  den  Independenten  X2  .  .  x„,  das  zu 
z/j  in  der  analogen  Beziehung  steht,  wie  das  System  V  zu  z/.  Die 
Anzahl  der  Gleichungen  von   V^^^  ist  gleich 

n  —  l  —  (x  —  2)+l=n  —  x  +  2 
und  die  Zahl  seiner  unabhängigen  Integrale  gleich 
n  —  1  —  (n  —  X  -\-  2)  =  X  —  3. 
Es  sei  f^^'^^x^x^  .  .  x,^  ein  beliebiges  Integral  des  vollständigen  Systems 
F^^^;   die  Funktion  f\^'^'^  wird  natürlich   im   allgemeinen  von  dem  Para- 
meter x-^j  der  in  die  Koeffizienten  der  Gleichungen  F^^)  eingeht,  eben- 
falls abhängen.     Ferner  dürfen  wir  voraussetzen,  dafs  f^^^")  die  Variable 
x^  wirklich  enthält,  da  wir  dies  nötigenfalls  dadurch  erreichen  können, 
dafs  wir  die  Variabein  x^  .  .  Xn  anders  nummeriren.   Mittels  der  Formel 

X^    ==  /2      [Xi  j  ^2  '  '  ^n) 

führen  wir  dann  statt  x^  die  neue  Variable  x^  in  z/^  ein,  während  wir 
die  andern  Variabein  x^  .  .  Xn  beibehalten.   Dadurch  erhält  z/^  die  Form: 

n 

z^i  ^  ^^^)  {x^x^x^  .  .  x^dx^  +   ^f  ak^^^x^x^x^  .  .  Xn)dxk 

3 

^  ^^^^(Xi'x^'xs  .  .  Xn)dX2'  +  ^2; 
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wo  z/g ;  als  Pfaff 'scher  Ausdruck  in  den  Variabein  x^  .  .  Xn  betrachtet, 
die  Klasse  x  —  4  besitzt.  Ist  jetzt  k  —  4v>  1,  so  gehört  zu  /j^  ein 
vollständiges  System  F^^^  in  demselben  Sinne  wie  F  zu  z/,  und  zwar 
besteht  F^^^  aus  n  —  ;c  +  3  Gleichungen  in  n  —  2  Independenten 
x^  .  .  Xnj  besitzt  also  ti  —  5  Integrale.     Ist 

eines  dieser  Integrale,  so  führen  wir  mittels  der  Formel 

statt  x^  die  Variabein  x^  in  z/g  ein  etc. 

Nach  V  derartigen  Schritten  kommen  wir  zu  einem  Ausdruck  z/^, 
der  mit  dem  vorhergehenden  Ausdruck  z/,,—  !  folgen dermafsen  zu- 
sammenhängt: 

n 

z/,_i  =  Q^')dx,'  +  z/,;  ^v  ^  ^^ak^'^dXk. 

Dabei  sind  ^(*^  und  a^t^^')  Funktionen  der  Variabein  x^  ..x^'  x^j^i.  .Xn, 
und  Jv  besitzt  als  Pfaff 'scher  Ausdruck  mit  den  Veränderlichen  x^j^  i-.Xn 
die  Klasse  x  —  2v.  Die  Gröfsen  x-^" .  .  Xy  hängen  mit  den  ursprüng- 
lichen X  durch  die  Formeln 

x'i  =  fp-'^\x^x^  .  .  xi-iXfy  Xi^i  .  .  Xn)       \i  ==  1,  2  .  .  t;) 

zusammen,  und  es  ist  allgemein  ff'~'^^  ein  beliebiges  Integral  des 
n  — X  -\-  ^-gliedrigen  vollständigen  Systems  F('~^)  mit  n  —  ^  +  1  Inde- 
pendenten, das  zu  z//_i  in  derselben  Beziehung  steht,  wie   F  zu  z/. 

Wir  bemerken  ein  für  allemal,  dafs  bei  der  hier  gewählten  Be- 
zeichnungsweise der  obere  Index  (")  andeuten  soll,  dafs  die  betreffende 
Funktion  ausschlief slich  die  Variabein  x^^  .  .  XrX^^i  .  .  Xn  enthält;  dar- 
nach wird  f^  statt  f  geschrieben. 

156.  Es  sei  zunächst  x  =  2?,.  Dann  erhalten  wir  durch  X  —  1- 
malige  Anwendung  des  soeben  geschilderten  Verfahrens  einen  Pfaff 'sehen 
Ausdruck 


Jx-t  =  ^^a,('-')dx,, 


der  die  Klasse  zwei  besitzt,  wenn  darin  x^Xx^i  .  •  Xn  als  Veränderliche, 
dagegen  x^  .  .  xx-i  als  willkürliche  Parameter  betrachtet  werden.  Man 
kann  daher  mittels  einer  Operation  1  eine  Funktion  fx^^~'^^  so  bestimmen, 
das  z/i_i  die  Form 

0(^-)(a;/  .  .xxxx^t. .  Xn)dx{ 

annimmt,  wenn  man  mittels  der  Gleichung 
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(2)  x{  =  U^-'^\x^  .  .  x{-ixxxx+i .  .  X,,) 

statt  Xx  die  neue  Variable  x/  einführt.    Es  gilt  dann  also  die  Identität: 

(3)  '  Jx-i  =  Fx^'-^)dfx^'-^), 

wenn  mit  Fx^^~^'^  diejenige  Funktion  der  Variabein  x-^  .  .  Xx—iXx  .  .  Xn 
bezeichnet  wird,  die  aus  0(^)  entsteht,  wenn  darin  xx  durch  seinen 
Ausdruck  (2)  ersetzt  wird.  In  der  Identität  (3)  sind  bei  der  Diiferen- 
tiation  rechts  nur  Xx  .  .  Xn  als  Variable  zu  behandeln.  Setzen  wir 
daher  für  Jx-i  seinen  Ausdruck  (3)  in  die  Gleichung 

z/,_2  =  m-^)dxi-,  +  Jx-i 

ein,  so  erhalten  wir: 

worin  gesetzt  ist: 

^—1  ^  ^^X—1 

Setzen  wir  hierin  für  Xx—\  seinen  Wert 

SO  erhält  man  für  ^x—2  folgende  Darstellung: 
darin  bedeuten 

MA-2)  MA-2)  fa-2) 

diejenigen  Funktionen,  die  bez.  aus 

dadurch  entstehen,    dafs  man  x'x-^i   durch  seinen  Ausdruck  (4)  ersetzt. 
Setzt  man  die  so  erhaltene  Darstellung  von  z/^_2  in  den  Ausdruck 
für  z/a— 3  etc.;  so  erhält  man  allgemein  für  z/v  (v  =  A  —  1,  A  —  2,  . .  1) 
die  Darstellung: 

(5)  j,  -  F'A^dfi'U  +  F':U'^f':U  +  ■■  +  '^'■''^A"'  5 

alle  in  diesem  Ausdruck  vorkommenden  F^J}^^^^  /'J;;^^  sind  Funktionen 
der  Variabein  x^' x^'  .  .  XrXr-^i  .  .  Xn',  die  Differentiale  rechts  beziehen 
sich  ausschliefslich  auf  die  Variabein  x^^i  .  .  Xn-  Man  erhält  /"J;^^.  aus 
f^y^k~^\  indem  man  daraus  die  Variabein  Xyj^jc-i,  x;j^i-.2,  •  •  ^r+i 
mittels  der  Relationen: 

(6)  <=/;,  <=/■.«  ••^;=/r" 
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successive  wegschafft.  Ebenso  entstellt  F[''},^  aus  -FJ,*^*^  indem  man 
aus  dieser  Funktion  die  Yariabeln  x^^k^  ^v-f  *— i  •  •  ^v+i  iiiittels  (6) 
successive  entfernt.  Um  also  auch  alle  Koeffizienten  F^'J},^  zu  kennen, 
genügt  es,  die  Funktionen  FJ^^^  (s  =  X^  X  —  1  .  .  1)  zu  ermitteln.  Diese 
letzteren  ergeben  sich  aber  mittels  der  Rekursionsformel: 

FC)  =  ^w  —  FC)     4^±^  —  i^w  ,  ~-r FC)  -^-, . 

Mittels  dieser  Formel  und  der  nachstehenden: 

Fx^^)  ^E  ^^^) 

lassen  sich  die  Funktionen  Ff~^)j  Ff~p  . .  F^^)  successive  berechnen, 
da  ja  die  rechtsstehenden  Funktionen  FC)j^  sich  aus  FC^^)  durch 
Elimination  ergeben. 

Setzen  wir  in  der  Identität  (5)  den  Index  i;  =  0,  und  schreiben 
wir  Fi  statt  FP  und  //  statt  fP^  so  erhalten  wir  für  z/^  oder  z/  folgende 
Darstellung: 

(7)  z/  -  ^üidXi  =  F,df,  +  '-  +  Fxdh , 

worin  die  i^,-,  fi  nur  mehr  die  ursprünglichen  Variabein  x^  .  .  Xn  ent- 
halten. Die  Funktion  /!•  entsteht  aus  fi^'~^),  und  ebenso  Fi  aus  Ff^)y 
indem  man  daraus  die  Xk  mittels  (6)  eliminirt.  Statt  aber  die  Fi  in 
dieser  Weise  zu  berechnen,  können  wir  sie  direkt  mittels  der  aus  (7) 
folgenden  Identitäten 

(8)  a,..^i^,||+i^.||  +  --  +  J'.||        ii=l..n) 

ermitteln.  In  der  That  sind  ja  die  Funktionen  f^  .  .fx  ihrer  Entstehung 
nach  hinsichtlich  x^  .  .  Xx  unabhängig,  also  lassen  sich  die  ersten  l 
•  Ueichungen  (8)  nach  F^  .  .  Fx  auflösen. 

157.  Im  Falle  x  =  2X  —  1  bleibt  die  ganze  vorige  Betrachtung 
gültig,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dafs  jetzt  der  Pfaff'sche  Ausdruck 
z/;,_i,  wenn  man  darin  Xx^  Xx^i  ..  x^  als  Variable  betrachtet,  die 
Klasse  1  besitzt,  also  mit  Hülfe  einer  einzigen  Operation  null  auf  die 
Form  eines  exakten  Differentials 

dU^-'^){x^x^  . .  xi-xxx . .  Xr) 

gebracht  werden  kann,  wobei  die  Differentiation  nur  auf  die  Variabein 
O.  •  •  Xn  zu  beziehen  ist.  Wir  haben  daher  im  vor.  Art.  die  Funktion 
/'V''^    oder    O^-^^,    und    infolge    dessen    auch    alle    Funktionen    Fj^^~^)y 
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Fx^^~^^  ..  Fi^'^^Fx  identisch  gleich  eins  zu  setzen,  und  erhalten  so  für  den 
gegebenen  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  die  Darstellung: 

(9)  z/  ^  JPiC^A  +  •  .  +  F,_,df,-,  +  dfx. 

158.  Es  sei  vor  allem  hervorgehoben^  dafs  die  soeben  auseinander- 
gesetzte Redaktionsmethode  uns  einen  neuen ^  von  dem  früheren  voll- 
kommen unabhängigen  Beweis  des  Fundamentaltheorems  liefert.  Es  ist 
nützlich,  die  einzelnen  Stadien  dieses  Beweises  noch  einmal  kurz  anzu- 
geben: In  Art.  98  wurde  gezeigt,  dafs  die  Klasse  %  eine  Invariante  des 
Pfaff'schen  Ausdrucks  z/  ist;  in  Art.  140  und  141  sodann,  dafs  die 
beiden  Gleichungensysteme  V  und  W  vollständig  und  mit  z/  invariant 
verknüpft  sind.  Auf  Grund  dieser  drei  Thatsachen  zeigten  wir  sodann 
in  Art.  149  die  Möglichkeit  der  ersten  Clebsch'schen  Reduktion,  und 
mit  deren  Hülfe  in  der  vor.  Nr.  das  Bestehen  einer  Normalform  (7) 
bezw.  (9)  in  den  Fällen  %  =  2l  bezw.  2A  —  1.  Nach  Art.  127  und 
130  läfst  sich  jetzt  hinterher  zeigen,  dafs  die  genannten  Normalformen 
in  der  That  nur  einem  z/  mit  der  Klasse  2X  bezw.  2  k  —  1  zukommen, 
und   dafs   die   darin   auftretenden   tc   Funktionen   F^  f  unabhängig  sind. 

159.  Die  oben  geschilderte  Reduktion  liefert  uns  überdies  ein  weit 
einfacheres  Verfahren  zur  Herstellung  einer  Normalform  von  z/  als 
die  bisherigen  Methoden.  In  der  That  genügt  es  ja,  um  eine  Normal- 
form von  z/  zu  erhalten,  die  A  Funktionen 

fy^^-^\x^X^  .  .  Xr-iXv  .  .  Xn)       (l^  =  1,  2,  .  .  A) 

ZU  ermitteln;  die  Normalform  ergiebt  sich  dann  durch  gewisse  Differen- 
tiationen und  Eliminationen.  Nun  ist  /"».("  "^^  ein  beliebiges  Integral 
des  n  —  ;c  +  v-gliedrigen  vollständigen  Systems  F^^~^^  mit  den 
n  —  V  -{-  1  Independenten  x^^  x^-^i  .  .  Xn-  Wendet  man  nun  auf  das 
System  Y^"-^^  die  Mayer'sche  Methode  an  (Art.  87,  88),  so  erfordert 
die  Ermittelung  von  fy^'^~^'>  eine  einzige  Operation 

n  —  V  -\-\  —  (n  —  %  -\-  v)  =  y,  —  2v  -\- \. 

Die  Herstellung  der  Normalform  eines  Pfaff'schen  Ausdrucks  z/ 
mit  der  Klasse  x  erfordert  demnach  aufser  Differentiationen  und  Eli- 
minationen bei  geradem  %  nur  noch  je  eine  Operation 

%  —  1 ,  v,  —  3,  . .  3,  1 

und  bei  ungeradem  ;«  je  eine  Operation 

z  —  1,  ;« —  3,  .  .  4,  2,  0. 

Beiläufig  sei  noch  hervorgehoben,  dafs  f\  eine  beliebige  Lösung 
des  Systems   F,  allgemein  fr^^"'^^  eine  beliebige  Lösung  von   F^""^)  be- 


[160, 161]  §  2.     Dritter  Beweis  des  Fundamentaltheorems.  207 

deutet,    dafs  also   jeder  Pfaff'sche  Ausdruck   z/,    dessen  Klasse  x>l 
ist,  unendlich  viele   Normalformen  besitzt  (vgl.  auch  Art.  124). 

160.  Das  vollständige  System  F^'-i)  mit  den  Independenten 
Xr..Xn^i,  das  zur  Bestimmung  der  Funktion  fy^"-'^'^  dient,  steht  zu 
dem  Pfaff 'sehen  Ausdruck 


in  derselben  Beziehung,  wie  F  zu  z/;  die  Koeffizienten  der  in  F^"^) 
enthaltenen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  sind  darnach  ge- 
wisse rationale  Ausdrücke  in  den  Gröfsen  d^~^^  und  ci^^{~^\  wenn 
gesetzt  wird: 


Um    die  Funktionen    ajt^*'"^^    zu    erhalten,    hat  man  vermöge  der 
Formeln 

oder,  was  offenbar  dasselbe  ist,  vermöge  der  Formeln 

X^    ==  /j,    X^    =  /2    •  •    ^v  —  1  ^^^^=  Jv  —  l 

statt  x^  . .  Xr—i  die  Variabein  x^  . .  Xy—^  in  z/  einzuführen.  Der  Koeffizient 
des  Differentials   dxk  in   dem   so  transformirten  Ausdruck  z/   ist  dann 

Demnach  hängen  die  Koeffizienten  des  Systems  V'<^~^^  implicite 
ab  von  den  Funktionen  /^  .  .  fv—iy  und  können  also  erst  angegeben 
werden,  wenn  die  Form  dieser  Funktionen  wirklich  bestimmt  ist.  Aus 
diesem  Grunde  haben  wir  das  Reduktionsverfahren  der  Artikel  155 
bis  157  in  der  Überschrift  dieses  Kapitels  als  j,impUcites^^  Verfahren 
gekennzeichnet,  und  zwar  im  Gegensatz  zu  einer  in  Kap.  IX  zu  ent- 
wickelnden „expliciten"  Methode;  bei  dieser  erfolgt  nämlich,  wie  wir 
sehen  werden,  die  Bestimmung  der  in  der  Normalform  auftretenden 
[Funktion  fr  durch  Integration  eines  vollständigen  Systems  F^,,  dessen 
['Koeffizienten  die  Gröfsen  a/,  ttik  und  die  Ableitungen  von  /[f^  .  .  fv—i 
lexplicite  enthalten,  das  also  der  Form  nach  angegeben  werden  kann, 
[auch  wenn  f^  .  .  fy-.i  noch  nicht  bekannt  sind. 

161.    Wir   wollen    auch    auf  die   zweite   Reduktionsmethode   von 

iClebsch  noch  mit  ein   paar  Worten  eingehen.     Bedeutet   fpi{x-^x^  .  .  Xn) 

jßin  beliebiges,  von  x^  nicht  unabhängiges  Integral  des  zu  z/  gehörigen 

I  vollständigen  Systems  W,  bezw.  im  Falle  %  ==  n  eine  arbiträre  Funktion 

ier  Variabein  x^  und  führen  wir  mittels  der  Formel 
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statt  a^i   die  neue  Variable  x^  in   den  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  ein,  so 
erhält  z/  die  Form 

worin  der  Ausdruck 


die  Klasse  x  —  1  besitzt^  wenn  x^  .  .  Xn  als  Variable  betrachtet  werden. 
Nehmen  wir  zunächst  k  =  21  —  1  an,  so  läfst  sich  z/^  nach  Art.  156  j 
auf  die  Form 

reduziren,  worin  die  Funktionen  0k^^\  cpk^^^  von  den  Variabein  x^^  X2  .  .  x„ 
abhängen,  die  Differentiale  dg)k^^^  aber  nur  auf  die  Veränderlichen  x^  .  .  Xj^ 
Bezug  haben.     Es  folgt  dann  eine  Identität  der  Form: 

esetzt  ist 


^^(1)  ^  0(1)   _   2*  ^/^) 


^o; 


t//o    •    • 


und  die  Diff'erentiale  d(pk^^^    sich  jetzt  auf  alle   n  Variabein   x^ 
beziehen.     Ersetzt   man   x^'  überall  durch  (p^,   und  geht  dadurch  0/^^ 
in  01  und  (pf^^  in  (fi  über  so  erhält  man: 

(10)  Z/  EB  0^d(pi  +   02  ^gPg  H h  ^AÖ^^^A  , 

und  wir  wissen  aus  Art.  129,  dafs  zwischen  den  Funktionen  Oi  .  .  0x 
<pi  .  .  cpi  eine  und  nur  eine  identische  Relation  besteht,  die  nach  einer 
von  den  Gröfsen  ^  aufgelöst  werden  kann. 

Diese  Methode  zur  Herstellung  einer  reduzirten  Form  (10)  er- 
fordert, falls  X  =  2  X  —  1  <Cn  ist,  aufser  der  Operation  x,  die  zur  Er- 
mittelung der  Funktion  cp^(x^X2  .  .  Xn)  nötig  ist,  noch  je  eine  Operation 
K  —  2,  z  —  4,  .  .  3,  1,  also  höhere  Operationen  als  das  Verfahren  des 
Art.  159.  Ist  dagegen  x  =  2X  —  1  =  n,  so  kann  für  g)^  eine  beliebige 
Funktion  gewählt  werden,  und  es  sind  nur  die  Operationen  x  —  2, 
X  —  4,  . .  1  erforderlich,  also  niedrigere  Operationen  als  bei  der  Me- 
thode des  Art.  159;  freilich  liefert  unser  Verfahren  dafür  auch  keine 
Normalform  von  z/,  sondern  lediglich  eine  reduzirte  Form  mit  A 
Diff'erentialelementen  (für  X  =  2  vgl.  Art.  154).  Nebenbei  zeigt  sich 
hier   neuerdings,    dafs   in    der   reduzirten  Form   eines   bedingungslosen 
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Ausdrucks  mit  ungerader  Variabelnzahl  eines  der  Differentialelemente, 
nämlich  dcp^,   ganz  beliebig  angenommen  werden  kann  (vgl.  Art.  111). 

162.  Ist  K  =  2Xj  so  besitzt  der  vorhin  mit  z/^  bezeichnete  Pfaff'sche 
Ausdruck  die  Klasse  21  —  1,  kann  also  nach  Art.  157  auf  die  Normalform 

gebracht  werden,  wobei  die  m\  cp^^)  Funktionen  der  Yariabeln  x^'y 
x<^  .  .Xn  bedeuten,  und  die  Differentiationssymbole  d  sich  nur  auf 
x.y  .  .  Xn  erstrecken.  Man  gelangt  so  zu  der  folgenden  Darstellung  des 
Pfaff 'sehen  Ausdrucks  z/: 

z/  =  c?a>  +  0i(?9i  +  02^^)2  H f-  ^lä^' 

Offenbar  besteht  zwischen  den  Funktionen  0,  tp  eine,  aber  auch  nur 
eine  identische  Relation. 

Dieses  Verfahren  erfordert  aufser  Differentiationen  und  Eliminationen 
je  eine  Operation  'n^'n  —  2, .  .  2,  0;  im  Falle  %  =  n  nur  die  Operationen 
X  —  2,  X  —  4,  .  .  2,  0.  Obwohl  man  auf  diesem  Wege  zu  einer  Form 
von  z/  gelangt,  die  nicht  die  Minimalzahl  von  Differentialelementen 
enthält,  so  ist  die  hiermit  angedeutete  Reduktionsmethode  doch  für 
eine  spätere  Anwendung  von  Wichtigkeit. 

§  3.     Die  analytische  Beschaffenheit  der  Normalform. 

163.  Die  Klasse  %  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks 

n 

A  ^  ^f  ai(x^x<^ . .  Xri)  dxi 

sei  gleich  2A,  und  die  Pfaff 'sehen  Aggregate 

P  =.(1,  2  .  .  2/1);  i72,,o  =  (1,  2  .  .  2/L  —  1,  0) 
mögen  nicht  identisch  null  sein.     Es  sei  jetzt 

eine  Stelle,  an  der  alle  Koeffizienten  a^  . .  an  regulär  und  die  beiden 
Funktionen  P  und  U^x^)  nicht  null  sind.  Nach  Art.  128  kann  dann 
das  zu  A  gehörige  System  F  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden 

und  sämtliche  Koeffizienten  |/a  sind  an  der  Stelle  (1)  regulär  (Art.  38, 5), 6)). 
Das  System  V  besitzt  daher  unbegrenzt  viele  Integrale,  die  an  der 
Stelle  (1)  regulär  sind.  Es  sei  f^(x^..x,^  ein  solches  Integral;  die 
Funktion  ip{x^  . .  ^r^-i),   auf  die   sich  f\  vermöge  Xy,  =  xj^ . .  Xn  =  xj* 

V.  Weber,  Das  Pfaffache  Problem.  14 
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reduzirt,    kann  beliebig  gewählt   werden   (Art.  62)  und  infolge  dessen 

dürfen  wir  auch  annehmen,   dafs  die  Ableitung  ^    an    der  Stelle    (1) 

nicht  null  ist.     Bezeichnen  wir  dann  mit  x^  den  Wert,  den  f^  an  der 
Stelle  (1)  annimmt,  so  läfst  sich  die  Gleichung 

(3)  x;  =f\{x^x.^.  .X,) 
folgendermafsen  auflösen 

(4)  x^  =  q){x^x^.  .Xn), 

und   die  Funktion  (p  ist    eine  gewöhnliche  Potenzreihe  der  n  Gröfsen 

(5) 

sie  nimmt  an  der  Stelle 

(6) 

den  Wert  x.^  an,  und  es  ist  ^-^,  daselbst  nicht  null.    Führt  man  nun 

mittels  der  Formel  (3)   die  neue   Variable  x^  statt  x^   in   z/   ein,    so 
erhält  man 

n 


^1—^1,    ^2 


wenn  gesetzt  wird: 
(7) 


^1  d^ '    ^* 


ajc  +  a^ 


ex. 


Ersetzt  man  in  den  Funktionen  ai  die  Gröfse  x^  überall  durch  cpi,  so 
erhält  man  für  die  Funktionen  a^  .  .  a„'  nach  Art.  38,  6)  gewöhnliche 
Potenzreihen  der  Gröfsen  (5).     Schreiben  wir  jetzt: 


CX, 


aik 


dxi. 


dx{ 


ex,; 


aki 


üki 


(i,  l-  =  2, .  .  ») 


so  findet  man  auf  Grund  der  Formeln  (7): 


(8) 


«li 


dcp 


dcp 


«u-^;     a/,==aa-+^^^ 


an  + 


dcp 

dx. 


au. 


Wir  betrachten  jetzt  die  beiden  Matrices: 


(B') 


0     a/    a.2     .  .     üa 
—  a/   0      6/12    .  •     aü 


Uli      dnl    0>n%    •  •       '-' 


(C) 


0        «12    . 

.  ain 

an  0     . 

.    a2n 

a'ai  an2  . 

.  0 
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sie  besitzen  beide,  ebenso  wie  die  Matrices  (B)  und  (C),  den  Rang  2A 
(Art.  98).     Wir  schreiben  nun 

(9)  (0,  i)'  =  ar,  {i,  /.•)'  =  aU        {i,  l  =  l,2..n) 

und  verstehen  unter  (h-Ji'^,  •  .  ^2\)'  das  Pfaff'sche  Aggregat,  das  aus  den 
Elementen  (9)  genau  nach  denselben  Regeln  gebildet  wird,  wie  das 
Pfaff'scbe  Aggregat  {k^..h2y^  aus  den  Elementen  (0,  i),  (^*;  ^)  (Art. 
18 — 20;  97).     Dann  sind  die  beiden  Pfaff 'sehen  Aggregate 

(10)  (1,  2, .  .  2A)';  (1,  2, .  .  2A  -  1,  Oy 

Funktionen  der  n  Variabein  x^,  x^  .  .  Xn  und  verschwinden  an  der 
Stelle  (6)  nicht.  Denn  diese  beiden  Ausdrücke  sind  bezw.  mit  den 
folgenden  identisch: 

^.•(l,2..2A);   g-,(l,2,..2A-l,0); 

es  folgt  dies  unmittelbar  aus  der  Thatsacbe,  dafs  auf  Grund  der  Formeln 
(7)  und  (8)  die  Determinanten,  die  aus  (B')  durch  Streichung  der 
letzten  n  —  2>l  +  1  Zeilen  und  Spalten,  bezw.  aus  (C)  durch  Streichung 
der  letzten  n  —  21  Zeilen  und  Spalten  entstehen,   den  entsprechenden, 

mit   (ö-^)     multiplicirten  Unterdeterminanten    der  Matrices   (B)   bezw. 

(C)  gleich  sind. 

Ferner  dürfen  wir  annehmen,  dafs  nicht  alle  Funktionen  %'? 
ög'  . .  «2';.—!  an  der  Stelle  (6)  null  sind.  In  der  That  hat  man  mit 
Rücksicht  auf  (7): 

■    ,_  ^^k 

ttk  =z  ttk  —  ai  -^  ; 

da  aber  die  Funktion  II^x^q  an  der  Stelle  x^^  .  .  x^!^  nicht  null  ist,  so 
können  auch  nicht  alle  Funktionen  a^a^  .  .  a^x—i  daselbst  verschwinden; 

ferner  ist  an  dieser  Stelle  J^  nicht  null.  Da  nun  die  Werte,  welche 
die  Ableitungen  0 —  j. —  •  •  ^ an   der   Stelle  x^  .  .  Xn^  annehmen, 

CX^    CXq  ^^2X  —  X 

ganz  beliebig  gewählt  werden  können,  so  läfst  es  sich  stets  erreichen, 
dafs  die  Gleichungen 

^1  dx^'  dx^'"  '  dx^j^_^       f^i '^2-' • '(^n    1 

lii    an  der  Stelle  Xj^  .  .  x,!^  nicht  stattfinden,  was  zu  zeigen  war. 

14* 

! 


l 
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Es  seien  jetzt  h^,  k2  .  .  A"2;i_2  irgend  welche  Zahlen  der  Reihe 

(11)  0,2,3,..2A-1; 

dann  existirt,  behaupten  wir,  unter  den  Pfaff 'sehen  Aggregaten  der  Form 

(12)  {k„  h, . .  h,-,)' 

mindestens  eines,  das  die  Ziffer  0  enthält,  und  vermöge  x^  =  x^\ 
x^  =z  x^  .  .  Xn  =  Xn  nicht  null  ist.  Denn  nach  der  Festsetzung,  die 
wir  gerade  über  die  Funktionen  a^  .  .  a^x—i  getroffen  haben,  müfsfcen 
im  entgegengesetzten  Fall  überhaupt  alle  aus  der  Reihe  (11)  zu  bilden- 
den Pfaff 'sehen  Aggregate  der  Form  (12)  verschwinden  (Art.  26);  also 
wäre  auch  das  Aggregat 

(0,1,2,..2A-1)' 

an  der  Stelle  (6)  null,  was  nicht  der  Fall  ist.  Daher  können  wir 
uns,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  die  Variabein  x,^,  x^, .  .  x-2x—i 
von  vorneherein  so  numerirt  denken,  dafs  das  Pfaff'sche  Aggregat 

(13)  (2,3,..2A-2,0)' 

an  der  Stelle  (6)  nicht  null  ist. 

Da  nun  der  Rang  der  Matrix,  die  aus  (B')  durch  Streichung  der 
zweiten  Zeile  und  Spalte  entsteht,  gleich  21  —  2  ist,  so  reduziren 
sich  die  Pfaff 'sehen  Gleichungen: 

0  =  a^  dX^  +  •  •  +  CLnäXn 

ajc'dxQ  =  ük^dx^  +  •  •  +  cikndxn         (Jv  =  2  .  .n) 

auf  nur  2k  —  2  unabhängige,  und  lassen  sich,  da  das  Aggregat  (13) 
an    der    Stelle    (6)    nicht    verschwindet,    in   folgender    Form    auflösen 

(Art.  25): 

dxQ  =  ^2X-i,odx2X-i  +  lii.adXix  +  •  •  +  liadxn 

(14)  —  dXi  =  i2X-i,idxu-i  +  ln,idx2x  -\ 1-  lüi  dx» 

(^•  =  2,  3, ..  2A  —  2), 

und  die  ^ä  sind  Funktionen  der  n  Variabein  x^'  x^  .  .  Xnj  die  sich  an 
der  Stelle  (6)  regulär  verhalten.  Bezeichnen  wir  demnach  wie  im 
vorigen  §  mit  V^^^  dasjenige  n  —  x  +  2-gliedrige  vollständige  System 
mit  den  Independenten  x^  .  .  Xnj  das  zu  z/^  in  derselben  Beziehung 
steht,  wie  V  zu  z/,  so  bilden  die  Gleichungen  (14)  ein  unbeschränkt 
integrabeles  und  zu  F^^^  adjungirtes  System,  also  hat  F^^^  die  B^orm 
(Art.  72): 
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164.  Es  sei  jetzt  die  Klasse  x  des  Ausdrucks  z/  gleich  2A  —  1, 
und  x^  . .  Xn^  eine  Stelle^  an  der  alle  a,;  regulär  sind  und  die  Aggregate 

P'  =  (1,  2, . .  2A  -  2),  Q  r_;  (0, 1, . .  2A  -  1) 

nicht  verschwinden.  Dann  hat  das  zu  z/  gehörige  vollständige  System 
F  wiederum  die  Form  (2),  worin  alle  ^n,  an  der  Stelle  x^^  . .  xj^  re- 
gulär sind.  Infolgedessen  besitzt  V  unbegrenzt  viele,  an  dieser  Stelle 
reguläre  Lösungen-,  ist  /'^(^i  ..  Xn)  eine  solche,  so  können  wir  annehmen, 

dafs   P^    an    der    Stelle   o;,^ ..  ^'/    nicht    null    ist.     Führen    wir    dann 

mittels  (3)  die  Variable  X-i"  statt  x^  in  z/  ein,  und  behalten  wir  alle 
Bezeichnungen  des  letzten  Artikels  bei,  so  zeigt  sich  wie  oben,'  dafs 
die  beiden  Aggregate 

(1,  2, .  .  2A  —  2)',  (0,  1..2A  — ly 

an  der  Stelle  x^'xj^ .  .  ^/  nicht  null  sind.  Infolgedessen  verschwinden 
an  dieser  Stelle,  wenn  wir  A  ^  3  annehmen,  nicht  alle  Aggregate 

deren  Ziffern  aus  der  Reihe  2,  3,  .  .  2X  —  2  entnommen  werden. 
Daher  können  wir  die  Variabein  ^2^3  •  •  ^2;i— 2  von  vorneherein  so 
numeriren,  dafs  das  Pfaff'sche  Aggregat 

(2,  3, . .  2A  —  3)' 

an  der  SteUe  (6)  nicht  null  ist.  Da  jc  —  2  die  Klasse  von  z/^  ist,  so 
reduziren  sich  die  Pfaff'schen  Gleichungen 

n 

^,  cii'kdxk  =  0         (i  =  2,.  .n) 

k=2 

auf  nur  k  —  3  =  2A  —  4  unabhängige ,  und  lassen  sich  nach  dem 
eben  Gesagten  in  der  Form 

—  dXi  =  iü-2,idX2l-2  +  i2X-l,idX2?.-i  +  •  •  +  ^n,idXn 

(i  =  2,  3, . .  X  —  2) 

auflösen,  wobei  alle  J/^  an  der  Stelle  (6)  regulär  sind.  Auch  in  diesem 
Falle  hat  also   F^^)   die  Form  (15). 

165.  In  allen  Fällen  dürfen  wir  daher,  ohne  die  Allgemeinheit  zu 
beschränken y  annehmen,  dafs  das  vollständige  System  V^^\  das  hei  der 
Beduktion  des  vor.  §  auftritt,  nach  den  Ableitungen 

df         df     _       df 
auf  lösbar   ist,   und  dafs  die  Koeffizienten  dieser  aufgelösten  Form,   als 
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Funltionen  der  Variahein  x^,  x^  .  .  Xn  hetraclitet,  an  der  Stelle  x^^ 
x^  .  .  XrP  regulär  sind,  wenn  x^  =  f^  {x^  . .  Xn^)  gesetzt  wird. 

Darnach  besitzt   F^^)   unbegrenzt  viele  Integrale,  die  an  der  Stelle 
(6)  regulär  sind;    ist  f^^^^x^,  x^  .  .  Xn)  ein  solches  Integral,   so  dürfen 

wir  annehmen,  dafs  ->r  —  an  der  Stelle  (6)  nicht  null  ist;  benutzen  wir 

dann  bei  der  nächsten,  nach  dem  vor.  §  auszuführenden  Reduktion 
die  Formel 

X2    =  7  2      \*^1  y  "^2  '  '  ^T^J 

SO  zeigt  eine  Überlegung,  die  der  in  den  letzten  beiden  Artikeln  durch- 
geführten genau  analog  ist:  Man  darf  ohne  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit annehmen,  dafs  das  n  —  %  -\-  3-gliedrige  vollständige  System 
mit  den  Independenten  x^  .  .  Xn,  vrelches  wir  im  vorigen  §  mit  F^^^ 
bezeichnet  haben,  nach  den  Ableitungen: 

cf  df  df 

aufgelöst  werden  kann,  und  dafs  die  Koeffizienten  dieser  aufgelösten 
Form,  als  Funktionen  der  n  Variabein  x-^x^x^  .  .  Xn  betrachtet,  an 
der  Stelle 

1       2      S     *  '      n 

sämtlich  regulär  sind. 

Allgemein  dürfen  wir  über  die  Formelnserie: 

(Ibj       X^  =li(X^..Xn)'^    X2  =/2      V^l   X2..Xn)'.Xi  =Jr  \'^l  •'^i  —  lXi..Xn)j 

die  bei  der  Methode  des  vor.  §  benutzt  wurde,  folgende  Annahmen 
machen: 

1)  Wenn  gesetzt  wird: 

*i'  =  /K«^!"  •  •  ^«");  2^2'  =  /^"'(^i' V  •  •  •'^«°),  *3'  =  U'K^r^^^z"  ■  •)  etc., 

so  ist  die  Funktion 
an  der  Stelle 

(1«)  X^  X2    .  .  X.i_iXi    .  .  Xn 

regulär,  und  die  Ableitung  —^ ist  daselbst  von  Null  verschieden. 

c  X. 

2)  Das  System    V^'~'^\  mit  den  Independenten  Xij  XiJ^i  .  .  Xn   ist 
nach  den  Ableitungen 

df cf df 
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auflösbar,  und  die  Koeffizienten  dieser  Auflösung  sind,  als  Funktionen 
der  n  Gröfsen  x^  .  .  xi—\Xi .  .  Xn  betrachtet,  an  der  Stelle  (17)  regulär; 
/]('— ^^  ist  ein  Integral  dieses  Systems. 

Es  sei  noch  hervorgehoben,  dafs  F^'^  alle  n  —  x  -\-  i  Gleichungen 
enthält,  die  sich  aus  dem  System  F^'— i)  ergeben,  wenn  man  darin 
vermöge  der  Formel 

a;/ =  /;•(•-« 

statt  Xi  die  neue  Independente  x{  einführt;  aufserdem  enthält  V^'^  noch 
eine  weitere  Gleichung. 

166.  Ist  nun  zunächst  x  =  2A,  so  erhalten  wir  durch  das  Ver- 
fahren des  vor.  §  A  Gleichungen  der  Form  (16):  durch  geeignete  Sub- 
stitutionen lassen  sich  diese  Gleichungen,  wie  man  nach  Art.  38,  6) 
leicht  erkennt,  auf  folgende  Form  bringen: 

X^    =  /  j  i^X^  .  .  Xfi)  5       •  .  Xx    =  fX  [p^i  •  •  ^n) '-) 

dabei  sind  die  Funktionen  t\  .  .fx  an  der  Stelle  x^  .  .  Xn  alle  regulär, 
und  die  Funktionaldeterminante 


ist  an  der  Stelle  x-^^  .  .  Xn^  nicht  null.  Daher  lassen  sich  die  ersten  A 
unter  den  Gleichungen 

«.^F,27+..  +  F,^      ii=l..n) 

nach  den  Unbekannten  JP\  .  .  Fx  auflösen,  und  liefern  für  dieselben 
augenscheinlich  Funktionen,  die  an  der  Stelle  Xj^  .  .  x,!^  regulär  sind. 
Aus  der  Identität  (7)  des  Art.  127  und  aus  den  Annahmen,  die  wir 
über  die  Stelle  Xj^  . .  xj^  gemacht  haben,  folgt  überdies,  dafs  die  nach 
^1  • '  X2X  genommene  Funktionaldeterminante  der  F,  f  an  der  genannten 
Stelle  nicht  Null  ist. 

Ist  zweitens  x  =  2X  —  1,  so  erhalten  wir  X  —  1  Gleichungen  (16), 
also  durch  passende  Substitutionen  ein  Gleichungensystem  der  Form 

^1    =  / 1  (/^i  ^2  •  •  ^«y  •  •  *^^  —  1  ^^^  fX  —  l  \p^i  '  '  ^n)  ; 

die  Funktionen  f\  .  .  fx—i  sind  an  der  Stelle  x^^  .  .  Xn^  regulär  und  die 
Funktionaldeterminante 

//i  • .  A-i\ 

\Xi..Xx^l/ 

verschwindet  daselbst  nicht.  Der  Pfaiff'sche  Ausdruck,  der  im  vorigen  § 
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mit  z/;i_i  bezeichnet  wurde,  und  der,  wie  wir  wissen,  einem  exakten 
Differential 

gleicli  ist,  besitzt  nunmehr  Koeffizienten,  die,  als  Funktionen  von 
x^  .  .  Xx  —  iXx  .  .  Xn  betrachtet,  an  der  Stelle 

x;  .  .  ~xi_^xx'' .  .  xj" 

regulär  sind.  Also  ist  auch  fx^^~'^^  an  dieser  Stelle  regulär  (Art.  92), 
verwandelt  sich  also,  wenn  die  x/  daraus  mittels  (16)  eliminirt  werden, 
nach  Art.  38,  6)  in  eine  an  der  Stelle  x^^ .  .  XrP  reguläre  Funktion 
fx{oCj^  .  •  Xn)'     Die  X  —  1  ersten  unter  den  Relationen 

^^•-ä^-^iä^  +  ^2ä^  +  --  +  ^^-^-ä^7    (i  =  i..>.) 

lassen  sich  jetzt  nach  den  Unbekannten  F^  .  .  Fx—i  auflösen,  und  liefern 
für  dieselben  offenbar  Funktionen,  die  an  der  Stelle  x^  .  .  xj^  regulär 
sind.  Aus  unsern  Annahmen  über  diese  Stelle  und  aus  den  Identitäten 
(5)  und  (7)  des  Art.  130  ergiebt  sich  ferner,  dafs  die  nach  x^  . .  x^x—i 
genommene  Funktionaldeterminante  der  'n  Funktionen  F,  f  sowie  die 
nach  x^  .  .  x^x—'i,  genommene  Funktionaldeterminante  der  Funktionen 
F^  .  ,  Fx—iyfi  .  .fx  —  i  ^^  ^^^  Stelle  x^  .  .  Xn    von  null  verschieden  sind. 

167.  Damit  haben  wir  den  nachstehenden  Doppelsatz  gewonnen, 
der  eine  funktionentheoretisch  schärfere  Formulirung  des  Fundamental- 
theorems darstellt: 

jjBesitzt  ein  Ffaff'scher  Ausdruck 


X  l  Cti\JX^lX2  •  .  XnjClXi 


die  Klasse  k  =  21,  und  ist  insbesondere  das  Pf  äff' sehe  Aggregat 

P=(1,2,..2A) 


identisch  null,  ist  ferner  x^x^  .  .  Xn  eine  Stelle,  an  der  alle  ai 
regidär  sind  und  P  nicht  verschwindet,  dann  und  nur  dann  Jcanu  A, 
und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten,  auf  eine  Normalform 

X 

Z/  ^  ^'  Fi^X^X^  .  .  Xn)dfi(x^X2  .  .  Xn) 

1 

gebracht  werden,  von  der  Eigenschaft,  dafs  an  der  Stelle  x^^ . .  Xn^  alle' 
Funktionen 

^1}  •  '  Fl,  fi,  .  ./;. 
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sich  regulär  verhalten,  und  die  FunMionaldeferniinante 


daselbst  von  Null  verschieden  ist" 

„Besitzt  ein  Pf  äff' scher  Ausdruck  z/  die  Klasse  k  =  2X  —  1,  und 
verschwinden  insbesondere  die  beiden  Pfaff 'sehen  Aggregate 

P'  =  (1,  2, .  .  2A  —  2);  Ö  ^  (0,  1  .  .  2A  —  1) 

nicht  identisch,  ist  ferner  x^  .  .  xj^  eine  Stelle,  an  der  alle  ai  regidär 
und  P\  Q  nicht  mdl  sind,  dann  und  nur  dann  Icann  /i,  und  zwar  auf 
unendlich  viele  Arten^  auf  ehie  Normalform 

2  —  1 

J^EEdfx{Xi  .  .  Xn)  +  ^  Fi{x^  .  .  Xn)df(Xi  .  .  Xn) 

1 

gebracht  werden,  von  der  Eigenschaft,  dafs  an  der  Stelle  x^^  . .  Xn^  alle 
Funktionen 

Mi '  'h,  F^F^ .  .Fx-i 
regulär  und  die  beiden  Funhtionaldeterminanten 

\X-^X^ X2X  —  J''      \X^ X^X  —  J 

von  Null  verschieden  sind" 

168.  Sind  im  Falle  k  =  21  die  Bedingungen  des  vorhergehenden 
Satzes  erfüllt,  so  dürfen  wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken, 
annehmen,  dafs  das  Aggregat 

il22,0  =  -e^(l;2,..2A  —  1,0) 

an  der  Stelle  x^  .  .  x,!^  nicht  null  ist.  Dann  können  an  dieser  Stelle 
nicht  alle  Funktionen  F^  ,  .  Fx  verschwinden,  da  andernfalls  daselbst 
alle  a,;,  und  infolge  dessen  auch  U^x^o  null  wären.  Es  sei  etwa  Fi{x^  ..Xn) 
von  Null  verschieden.     Nach  Art.  38,  5)  sind  dann  die  Funktionen 

V.-*-"/  F.^  '  '     i^.    '       F.    ^  '  '  F.  '    lif  '  '  1^ 

an  der  Stelle  x^^  .  .  XrP  sämtlich  regulär.  Nach  der  Schlufsbemerkung 
des  Art.  128  ist  nun  772^,0  gleich  der  mit  +  (FxY  multiplizirten,  nach 
a?i  ..  iC2;._i  genommenen  Funktionaldeterminante  der  2A  —  1  Funktionen 

^  •  •  -^  ?  /i  •  •  A  ? 
oder  auch,  wie  man  leicht  erkennt,  gleich  der  mit  +  (i^/)^  multiplizirten, 
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nach  denselben  Variabein  genommenen  Funktionaldeterminante  der 
Funktionen  (18).  Diese  letztere  Determinante  ist  daher  unter  den 
gegenwärtigen  Voraussetzungen  nicht  null. 

Aus  dem  soeben  Bewiesenen  und  aus  dem  zweiten  Satze  des 
vorigen  Artikels  folgt  dann  unmittelbar  der  Satz: 

Besitzt  ein  Pfaff'scher  Ausdruck 


A  ^  ^^  aiix^x^ .  .  Xn)dXi 


die  Klasse  2X  oder  2X  —  1,  ist  ferner  x-^^  .  .  x^  eine  Stelle,  die  den  Be- 
dingungen der  vorigen  Nr.  genügt,  so  kann  man  die  Gleichung  J  =  0, 
und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten,  in  der  Form: 

x—i 

dt,{x^X^  .  .  ^„)  —  2^  7ti{x^  .  .  Xn)dii(x^   ,,  Xn)  =  0 


schreiben,  derart,  dafs  sich  die  Funktionen  t,7ti,  |/  an  der  Stelle  x^ ..xj^ 
sämtlich  regidär  verhalten,  und  die  Funktionaldeterminante 

\X^  X2, 

daselbst  von  Null  verschieden  ist 


::) 
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169.  Es  seien  an  der  Stelle  x^^  .  .  xj^  wiederum  alle  Koeffizienten 
ai  regulär,  und  im  Falle  x  =  2X  die  Aggregate  P,  Tl^x^ii,  im  Falle 
K  =  21  —  1  die  Aggregate  P\  Q  an  dieser  Stelle  nicht  null.  Dann 
hat  das  vollständige  System   F,  welches  zu  A  gehört,  die  Form: 

y.—i  .1. 


(1) 


d  X. 


=^  2^''Ü       (i  =  X,  X  +  1, .  .  n) 


und  alle  ^ik  sind  an  der  Stelle  x^^ .  .  xj^  regulär. 

Will  man,  um  eine  Lösung  f^  des  Systems  (1)  zu  bestimmen,  die 
Mayer'sche  Theorie  (Kap.  II,  §  5)  zur  Anwendung  bringen,  so  hat  man 
mittels  der  Formeln: 


(2) 


00  ,  -,  =  x^\  ,  -{-  (x  —  x^)y  ,  , 


Xn 


OCn  ~\~  \pCy.  OCy_  jyn    ) 


1)  Anstatt  x^  —  xj*  durch  y^  zu  ersetzen ,  wollen   wir  der  bequemeren 
zeichnungs weise  halber  x^  beibehalten. 
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statt  Xy,^i  .  .  Xn  die  neuen  Variabein  y.^^^ .  .  y,,  einzuführen.  Bezeichnet 
dann  [9]  diejenige  Funktion  der  Variabein  x^  .  .  Xy^^y^,^!  .  ,  yn,  die  aus 
q)  (.%  .  .  Xn)  durch  die  Substitution  (2)  hervorgeht ,  so  reduzirt  sich 
nach  Art.  85  die  Integration  des  vollständigen  Systems  V  auf  die- 
jenige der  einzigen  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

x  —  l 

die  wir  kurz  als  die  Gleichung  [V]  zitiren  wollen. 

Wir  betrachten  nun  andererseits  den  Pfaff'schen  Ausdruck  2^  der- 
aus  z/  dadurch  hervorgeht,  dafs  wir  darin  Xy,-^i  .  .  Xn  durch  ihre  W^rte 
(2)  ersetzen,  und  die  Gröfsen  ^/x+i  •  •  2/«  ^^^  Konstante  behandeln.  Es 
ist  also  identisch 

z/^  ^jäjdXjj 

1 

wobei  gesetzt  ist: 


(3) 

[a^  =  [aj  +  yy^i[ay,j^i]  +  •  •  +  2/«  W 

Wir  fragen  zunächst,  welche  Klasse  der  Ausdruck  z/  besitzt,  wenn 
man  darin  nur  x^  .  .  Xy,  als  Variable  behandelt.  Den  Fällen  x  =  2A 
bez.  2A — 1  entsprechend,  denken  wir  uns  z/  auf  die  eine  oder  die 
andere  Normalform 

X  x  —  i 

'^F.df,^     dfx+'^Fdfi 

1  1 

gebracht,  die  wie  in  Art.  167  definirt  sei.  Dann  gestattet  z/  die  eine 
oder  die  andere  Darstellung 

X  2-1 

(4)  ^[^.>?[/:-];  dm+'2vFi\dm,- 

1  1 

wobei  das  Differentiationssymbol  d  sich  ausschliefslich  auf  die  Variabein 
a?i . .  rTx  bezieht.  Ist  nun  (p  eine  beliebige  Funktion  von  x^  . .  Xn,  so 
hat  man: 


?-K]   (^=i.v--i) 


[dcp     ,  dcp       ,  .         d(p~\ 
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Betrachten  wir  daher,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  den  Fall  z  =  2A,   so 
nimmt  die  Funktionaldeterminante 

\   X^      ..     Xx      Xx^i  .  .  X2X/ 

wenn  man  darin  die  Substitution: 

(6)  Xi  =  x^^  .  .  Xy,  =  xj^-  y^^i  =  0  ..?/„  =  0 

ausführt,  einen  Wert  an,  den  man  andererseits  auch  erhält,  wenn  man 
in  der  Funktionaldeterminante 


(7) 


\Xi    .  .  X>.    Xx+i   .  .  Xu/ 


zuerst  die  Substitution  (2)  und  hinterher  die  Substitution 

iX/i       lA/H  m     •     tA/yf     *^X 

ausführt,  oder,  was  offenbar  dasselbe  ist,  wenn  man  in  (7)  die  Gröfsen 
x^  .  .  Xn  bezw.  durch  x^^  .  .  Xn^  ersetzt.  Nach  den  Annahmen,  die  in 
Art.  167  über  die  Stelle  x^^ .  .  x^P  gemacht  wurden,  ist  sonach  der 
Wert,  den  die  Determinante  (5)  vermöge  der  Substitution  (6)  an- 
nimmt, von  Null  verschieden,  und  da  analoges  auch  im  Falle  x  =  2l  —  1 
gilt,  so  folgt,  dafs  der  eine  oder  der  andere  der  beiden  Ausdrücke  (4) 
eine  Normalform  von  z/  darstellt,  dafs  also  der  Pfaff'scJie  Ausdruck  A 
mit  den  %  Variahein  x^x^  . ,  x^  bedingungslos  ist 

Das  vollständige  System  V  mit  den  Independenten  x^  .  .  Xy,,  welches 
zu  A  in  derselben  Beziehung  steht  wie  V  zu  z/,  reduzirt  sich  sonach 
auf  eine  einzige  lineare  partielle  Differentialgleichung;  es  ist  dies,  be- 
haupten wir,  keine  andere  als  die  Gleichung,  die  vorhin  mit  [F]  be- 
zeichnet wurde.  In  der  That  besitzen  ja  alle  beiden  Gleichungen  [F] 
und  F,  ihrer  Definition  nach,  die  x  —  1  unabhängigen  Integrale 

*         im  Falle  k  =  21,  bezw.  die  x  —  1  Integrale 

im  Falle  yt  =  21  —  1   und  sind  daher  notwendig  identisch. 

170.  Nach  der  Mayer'schen  Theorie  (Art.  87)  läfst  sich  aus  einem  be- 
kannten, nicht  nur  von  y^^i .  .yn  abhängenden  Integral  (p(x^..x^yy,-^i..  yn) 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  [F]  durch  blofse  Differen- 
tiationen und  Eliminationen  mindestens  eine  Lösung  des  Systems  F 
ableiten.    Wir  nehmen  an,  dafs  auf  diesem  Wege  eine  Lösung  /^  (x^ . .  Xn) 
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von    V  gefunden    sei^    die    überdies    den    in   Art.   163   bezw.  1G4   for- 
mulirten  Bedingungen  genügen  möge. 

In  derselben  Weise  wie  auf  V  läfst  sieb  die  Mayer'scbe  Tbeorie 
nun  aucb  auf  die  successiven  vollständigen  Systeme  V^^\  V^^^  etc.  des 
§  2  anwenden.    Da  das  vollständige  System  V^'^  nacb  den  Ableitungen 

df  df  cf 


auflösbar,  und  die  Koeffizienten  dieser  aufgelösten  Form  als  Funktionen 
von  x^  .  .  Xi  Xi^i  .  .  Xti  betrachtet,  an  der  Stelle  x^ .  .  xl  x^..^  .  .  x^^ 
regulär  sind,  so  können  wir  auf  F^')  etwa  die  folgende  Mayer'scbe 
Transformation  ausüben: 

und  die  Aufsuchung  einer  Lösung  fj';^^  des  Systems  V^'^  ist  so  nacb 
Art.  87  auf  die  Bestimmung  einer  Lösung  einer  gewissen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  [F^'^]  mit  den  x  —  2i  unabhängigen 
Veränderlichen  X/^iXi^t^  .  .  Xy,—i-.iy  Xy,  zurückgeführt. 

Macht  man  andererseits  in  dem  Pfaff 'sehen  Ausdruck,  der  im 
§  2  dieses  Kapitels  mit  z/,-  bezeichnet  wurde,  die  Substitution  (8)  und 
betrachtet  die  y  als  Konstante,  so  erhält  man  einen  Pfaff 'sehen  Aus- 
druck z/j,  der  als  Ausdruck  in  den  Variabein  Xi^i  .  .  x^^i^i,  Xy  die 
Klasse  k  —  2i  besitzt,  also  bedingungslos  ist-,  das  zu  z/,;  gehörige  voll- 
ständige System  Vi  reduzirt  sich  daher  auf  eine  einzige  Gleichung,  die 
mit  [F')]  identisch  ist. 

Die  Herstellung  der  Normalform  von  z/  verlangt  also  die  Er- 
mittelung je  einer  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichungen 

[F],  [FW],  [F<^)].., 

mithin  die  in  Art.  159  angegebenen  Integrationsoperationen,  und  aufser- 
dem  nur  noch  gewisse  Differentiationen  und  Eliminationen. 
171.    Die  Koeffizienten  ä^  .  .  äy,  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks 


^^  y'.asdx. 


sind  ihrer  Entstehung  nach  Funktionen  der  n  Variabein 

x^Xi^ . ,  Xy  yy,^\ . .  yny 
die  an  der  Stelle 


222  Kap.  VI.    Das  implicite  Reduktionsverfahren.  [171] 

(9)  ^r/^Tgö  .  .  ^/,  0  .  .  0 

regulär  sind.     Setzen  wir 

da.        däj, 

aik  ^  ö — '-  —  ^ —         U,  Z:  =  1,  2  .  .  %) 

und  verstehen  wir  unter  P,  i72;,o;  ^';  Ö  diejenigen  Pfaif 'sehen  Aggre- 
'gate,  die  aus  den  Elementen  äi,  äik  genau  ebenso  gebildet  sind,  wie 
die  entsprechenden  Aggregrate  F  etc.  aus  «/,  aa,  so  sind,  wie  man 
nach  Art.  169  leicht  erkennt,  im  Falle  x  =  2X  die  Aggregate  P,  i72A,o 
im  Falle  x  =  2X  —  1  die  Aggregate  P',  Q  an  der  Stelle  (9)  von 
Null  verschieden.  Besitzt  daher  z/,  diesen  beiden  Fällen  entsprechend, 
die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Normalformen: 
i 

(10)  2"   ^/(^l     .    .    Xy,,    yy.  +  l    .     .    y,)  d(pi{X^    .    .    Xy,    IJy^l    .     .    ^Z«) 

1 

;i— 1 

(11)        dcpxixj^  --yn)  +  ^'  ^/(^i  .  .  yn)d(pi(xi .  .  x^,  yy,^i . .  yn)y 

1 

so  dürfen  wir  nach  Art.  167  voraussetzen,  dafs  alle  Funktionen  0,  qp 
an  der  Stelle  (9)  regulär  sind.  Es  besteht  nun  die  bemerkenswerte 
Thatsache: 

jjÄus  einer  beliebigen  Normalform  von  A  liann  man  bei  geradem  x 
durch  blofse  Differentiationen  und  Eliminationen,  bei  ungeradem  x  durch 
Differentiationen,  Eliminationen  und  eine  Quadratur  eine  Normalform 
des  ursprünglichen  Pfaff 'sehen  Ausdrucks  z/  herstellen." 

Es  seien  /i^,  \  .  .hy—i  die  Hauptintegrale  des  vollständigen  Sy- 
stems V  hinsichtlich  Xy  =  Xy^  .  .  Xn  •=  Xn^  (Art.  62) ;  dann  sind  die 
Funktionen  \h^  .  .  [A^— i]  die  Hauptintegrale  hinsichtlich  Xy  =  Xy!^  von 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  [F]  (vgl.  Art.  85). 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall  x  =  21.  Führt  man  statt 
x^  . ,  Xy—1  die  neuen  unabhängigen  Yariabeln  \  .  .hy—i  in  z/  ein,  so 
erhält  man  nach  Art.  135  eine  Identität  der  Form 

X— 1 

z/  ^  0  ^  bs  Qi^h^  .  .  hy—i)  dhs . 
1 

Setzt  man  darin  Xy  =  Xy  ,  .Xn==  Xn,  und  vergleicht  die  beiderseitigen 
Koeffizienten  von  dx^  .  .  dxy-i,  so  folgt 

(^S  \Xl    .    •    Xy 1 ,      Xy       ,    ,    Xfi    J    nrz    O  Og  [X^    .    .    Xy ^J 

und  mithin 

b,{hjl^    .    .    hy  ^l)    =    QasQl^    ,    .    hy^lj    Xy^   .    .    Xn^). 
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Also  kann  z/  in  der  Form 

y.  —  l 

1 12)  z/  ^  ()  ^«  a,  (/^i  .  .  hy.-if  Xy^  .  .  Xr!*)  dhs 

1 

dargestellt  werden,  wobei  q  eine  gewisse  Funktion  von  x^..Xn  bedeutet. 
Macht  man  ferner  in  dem  Ausdruck  z/  die  Substitution  Xy,  =  Xy!^, 
so  erhält  er  einerseits  mit  Rücksicht  auf  (3)  die  Gestalt 

X  — 1 

(13)  ^*'  as{x^.  .Xy-x,  Xy^  .  .  Xn^)  dXs 

1 

und  andererseits  die  aus  (10)  hervorgehende  Form 

X 

(14)         ^    ^i{X^     .    .    Xy  -1,    Xy^y    2/x  +  l    .    •    ^«)   dg)i{Xj^     .    .    Xy-lj    Xy!^,    yy^l    .    .)  . 

1 
Die  Identität  der  beiden  Ausdrücke  (13)  und  (14)  lehrt,  einmal,   dafs 
der  Ausdruck  (14)   die  Gröfsen  i/jj+i  •  •  2/«  ^^^  scheinbar  enthält,   dafs 
also  sämtliche  tc  —  1  Funktionen 

d  cp- 


2^'/^        (s=l..x-l) 

1  * 


von  den  Parametern  yy^^  ■  -Vn  vollkommen  unabhängig  werden,  wenn 
man  Xy  =  Xy,  setzt,  und  ferner,   dafs  der  Ausdruck  z/  wegen  (12)  die 
folgende  Darstellung  zuläfst: 
;. 

^E^Q  ^''  ^iQh  •  •  ^^y-i  ^y^  yy-{-i  •  •  Pn)  dtpiQi^  .  .  hy_i  Xy^  i/^+i  .  .  y^. 

1 

Da  die  rechte  Seite  dieser  Identität  von  yy^i  .  .  yn  nicht  abhängt, 
können  wir  diesen  Gröfsen  irgendwelche  bestimmte  numerische  Werte 
fy^i'-Vl  erteilen. 

Nun  stellen  die  ^  —  1  Funktionen 

(^=  l,2../l  — 1;  /^=1,2..A) 

ein  System  von  x  —  1  hinsichtlich  x^X2  . .  Xy—i  unabhängigen  Integralen 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  [F]  dar,  da  diese  Gleichung 
zu  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  das 
vollständige   System  V  zu  z/.     Versteht  man   daher  in  der  Gleichung 

(16)     il;(xi  .  .  Xy-ij  Xy,  y,j^i  .'ijn)==  ^([/^i] . .  [hy.-i],  Xy^,  yyj^i  . .  yn) 
unter  i/;  der  Reihe  nach  die  a  —  1  Funktionen  (15),  und  lößt  die  so 


2 
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erhaltenen  k  —  1  Relationen  nach  den  Unbekannten  [hi]  auf,  so  erhält 
man  diese  letzteren  als  Funktionen  der  Variabein  x^^  .  .  x^,  y^^i..yn 
ausgedrückt,  und  damit  auch  die  Hauptintegrale  hij  indem  man  die 
Parameter  «/x+i  •  •  Vn  aus  den  [hi\  mittels  der  Formeln  (2)  eliminirt 
(Art.  47,  85).     Setzt  man  nunmehr: 

9^i(Kh  •  •  ^^-1  ^  K.^  y'+i  '■yl)  =  fiiV2  •  •  ^J      (^  =  i . .  a)  , 

bestimmt  man  ferner  die  Funktion  q(x^X2  .  •  Xn)  aus  irgend  einer  der 
Identitäten: 

^^  =  Q-  2'^'d^^       (s  =  1 . ,  w) 

und  schreibt  schliefslich  Fi  statt  Q^i,  so  erhält  man  für  z/  in  der 
That  die  Normalform 

Fidfij 
i' 

womit  im  Falle  k  =  21  unsere  obige  Behauptung  erwiesen  ist. 

Man  verifizirt  leicht,  dafs  das  vorstehende  Theorem  im  Falle 
K  =  2  die  Methode  des  Art.  91  liefert. 

Es  sei  jetzt  %  =  21  —  1  und  (11)  eine  beliebige  Normalform 
von  z/,  derart,  dafs  die  O/,  cpi  an  der  Stelle  (9)  alle  regulär  sind. 
Dann  werden  die  \hi\  und  damit  auch  die  Funktionen  \  .  .  hx—i  dadurch 
ermittelt,  dafs  man  in  der  Relation  (16)  unter  i/;  der  Reihe  nach  die 
Funktionen 

(17)  Qiix^ .  .  x^^,  yy.-^i . .  2/J;  cpii^i  •  •  ^y.,  yy.+i  •  •  2/«)     (^  =  1  . .  A  —  1) 
versteht,    und  die  so   erhaltenen  %  —  1  Relationen  nach  den  \hi\  auf- 
löst; in  der  That  bilden  ja  die  Funktionen  (17)  ein  System  von  %  —  1 
hinsichtlich  X-^  .  .  Xy,—i  unabhängigen  Lösungen  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung [F]. 

Führt  man  nun  die  so  gefundenen  Funktionen  \  .  .  h^—x  statt 
x^.  ,Xy,—i  als  neue  Variable  in  z/  ein,  so  erhält  man  nach  Art.  137 
eine  Identität  der  Form 

y.  —  l 

z/  ^  dW{x^X2  .  .Xr^  -\-  y^  hi{h^\  .  .hy.-i)  dhi. 

1 

Macht  man  hierin  die  Substitution  Xy  =  Xy^  ,  .  Xn  =  x^  und  vergleicht 

links  und  rechts  die  Koeffizienten  von  dx^  .  .dXy—\^  so  folgt: 

(Xi\X^  .  .  Xy—.\^  Xy    .  .  Xn  )  =  ö~  "i"  t^iy^i^i  •  •  Xy  —  l)j 

hieraus  ergiebt  sich: 
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Schreibt  man  demnacli 

SO  folgt  für  z/  die  Darstellung: 

X  — 1 

1 

Macht  man  nun  in  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  die  Substitution 
^ic  =  ^/;  so  verwandelt  er  sich  einerseits  in  den  Ausdruck  (13), 
andererseits  in  den  folgenden: 

x—i 

1 

Aus    der   Identität    der    beiden    Ausdrücke    (13)    und    (18)    folgt 

erstens,   dafs   der  Ausdruck  (18)   die  Parameter  yy_^i  .  .  yn  nicht  mehr 

enthält,    und    zweitens,    dafs  z/    auf   die  nachstehende  Form  gebracht 

werden  kann: 

;i— 1 

1 
Dabei  wird  gesetzt: 


(18) 


wobei    die  y^x^   irgend  welche  numerischen  Werte  bedeuten.     Ferner 
hat  man 

f,{x^ . .  ^„)  =  ß  +  'P.iK  ■  ■  K^v  K.>  yUi  ■  ■  yl)' 

und  es  läfst  sich  fx  entweder  dadurch  bestimmen,  dafs  man  i2  aus  der 
Identität 

n  X  —  1 

dSl  ^  ^  a.dxs  —  ^^  aiQii .  .hy.-i,xj^ .  .  xj^)  dhi 
1  1 

durch  eine  Quadratur  ermittelt,  oder  aber  direkt  durch  Quadratur  aus 
der  Identität 

n  X  —  l 

dfx  ^  ^*  a,dx,  —  ^- Fidfi^ 
1  1 

wenn  die  Funktionen  Fi,fi  bereits  bestimmt  sind. 

Damit    ist    unser   Theorem    auch    für    den    Fall    x  =  2X  —  1    als 
richtig  erkannt. 

V.  Weber,   Das  l'f'affacho  Problem.  15 
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172.  Durch  das  vorstehende  TJieorem  ist  die  Herstellung  einer 
Normalform  für  den  Ausdruck  A  mit  der  Klasse  %  auf  die  Ermittelung 
einer  Normalform  für  einen  "bedingungslosen  Ausdruck  z/  in  v,  Variahein 
mrückgeführt 

Um  diese  letztere  Aufgabe  zu  lösen  ^  bestimmen  wir  irgend  ein 
an  der  Stelle  (9)  reguläres  Integral  (p-^{x^  .  .  Xyyxj^i  .  .  y»)  der  zu  A  ge- 
hörigen linearen  partiellen  Differentialgleichung   [F],   derart  dafs  -—^ 

an  der  Stelle  (9)  nicht  verschwindet.  Führt  man  dann  mittels  der 
Formel 

^i=fPi{^i  ■  'Xy,yy.j^i.  .yn) 

die  Variable  Xj"  statt  rr^  in  zJ  ein,  so  erhält  dieser  Ausdruck  nach 
Art.  151  die  Form: 

J  I  :  W{x^'x^ . .  Xy.yy.j^i . .  yn)  dx^  +  Vj, 

worin  gesetzt  ist: 

y. 

Vj  =  ^äKx^x^^  .  .  Xyyy^i  .  .  yn)  dxi 

2 

und  Vj,  als  Ausdruck  in  den  Variabein  x^  .  .  Xy  betrachtet,  die  Klasse 
K  —  2  besitzt.  Durch  unsere  Transformation  ist  sonach  das  Problem 
der  Herstellung  einer  Normalform  für  J  auf  das  analoge  Problem  für  V^ 
zurückgeführt.  Auf  V^  läfst  sich  nun  aber  das  Theorem  des  vorigen 
Art.  von  neuem  anwenden.  Nach  Nr.  163  dürfen  wir  nämlich  voraus- 
setzen, dafs  das  zweigliedrige  vollständige  System  mit  den  Indepen- 
denten   x^ .  .  Xy,    das    zu   V^   in  demselben  Sinne  gehört  wie  V  zu  z/, 

hinsichtlich  der  Ableitungen  -k ,  ^ —    auflösbar    sei,    und    dafs    die 

C^y_l  OCOy 

Koeffizienten  dieser  aufgelösten  Form  an  der  Stelle 

Xi  =  x^  ^  x^  =  x^   ' »  Xy  =  Xy  ,  yy^\  =  \j  .  .  y n  =  U 
regulär  sind,  wenn  mit  x^  die  Konstante 

9^1  (ic/..  ^A  0..0) 

bezeichnet  wird.  Nach  Art.  169  verwandelt  sich  daher  V^  vermöge 
der  Substitution: 

(19)  ^y.   =   ^/    +    (^,_  1    —  ^.'^  l)  Vy  , 

wenn  yy  als  Konstante  betrachtet  wird,  in  einem  bedingungslosen  Aus- 
druck Vj  mit  X  —  2  Variabein  x^  .  .  Xy—\,  und  aus  einer  beliebigen 
Normalform  von  Vj  erhält  man  bei  geradem  x  durch  blofse  Differen- 
tiationen und  Eliminationen,  bei  ungeradem  %  durch  Differentiationen, 


.1 
i 


I 
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Eliminationen  und  eine  Quadratur  eine  Normalform  des  Pfaff'schen 
Ausdrucks  V^,  und  damit  eine  solche  von  A. 

Bezeichnen  wir  jetzt  mit  F^  die  partielle  Differentialgleichung,  die 
zu  V^  in  demselben  Sinne  gehört  wie  das  System  V  zu  A ,  so  be- 
sitzt  Y.    die   Independenten  x<^  .  .  Xy,—x   und   ist   nach  p — -~    auflösbar; 

^^x  — 1 

die  Koeffizienten  dieser  aufgelösten  Form  sind  Funktionen  der  n  Variabein 

^1^2"^y.-iyyyy.  +  l"yn     ^^^     ^"^     ^^^     ^^^^^^     ^l'^2  "  •  ^^^_1,  0  .  .  0     aUS- 

nahmslos  regulär.  Daher  kann  man  auf  Vj  dieselbe  Reduktionsmethode 
anwenden  wie  vorher  auf  z/  etc.  und  gelangt  so,  wenn  %  gleich  2/L 
oder  gleich  2A  —  1   ist,  zu  einer  Serie  Pfaff 'scher  Ausdrücke 

mit  bezw.  x,  x  —  2,  %  —  4,  .  .  Yariabeln.  Alle  diese  Ausdrücke  sind 
bedingungslos,  und  aus  der  Normalform  des  Ausdrucks  V;i_i  kann 
man  die  Normalformen  aller  vorhergehenden  ermitteln;  dazu  sind  nur 
Differentiationen  und  Eliminationen,  und  bei  ungeradem  k  auch  noch 
gewisse  Quadraturen  erforderlich.  Der  Ausdruck  V^—i  enthält  im 
Falle  %  =  2k  nur  zwei  Variabein;  die  Herstellung  seiner  Normal- 
form erfordert  darnach  eine  Operation  1.  Ist  x  =  2A  —  1,  so  enthält 
Vi_i  nur  eine  einzige  Variabele,  und  die  Normalform  dieses  Ausdrucks 
wird  durch  eine  Operation  null  ermittelt.  Die  Bestimmung  der  suc- 
cessiven  Ausdrücke  V^,  Vg  .  .  geschieht  nach  dem  obigen  durch  Auf- 
suchung je  eines  Integrals  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(20)  [FLF^F,.., 

bezw.  mit  %,  k  —  2,  x  —  4  . .  Variabein,  also  im  Falle  eines  geraden  jc 
durch  je  eine  Operation 

X  —  1,  X  —  3,  .  .  5,  3, 

bei  ungeradem  k  durch  je  eine  Operation 

x—  1,  ;«  —  3,  ..  4,  2. 

Das  vorstehende,  von  Lie  herrührende  Reduktionsverfahren  erfor- 
dert sonach  dieselben  Integrationsoperationen  wie  die  Methode  des 
Art.  170,  bei  ungeradem  x  aufserdem  noch  gewisse  Quadraturen,  die 
bei  der  Methode  des  Art.  170  nicht  erforderlich  sind.  Ein  wesent- 
licher Vorzug  der  Lie'schen  Methode  besteht  dagegen  darin,  dafs  bei 
dieser  die  Integrale  der  successiven  Gleichungen  (20)  unmittelbar  zur 
weiteren  Reduktion  benutzt  werden,  während  nach  dem  Verfahren  des 
Art.  170  für  jeden  Index  i  =  1,  2  .  .  zunächst  ein  Integral  der  linearen 
partiellen    Differentialgleichung  [F^''^]  bestimmt    und  aus  diesem  dann 

15* 
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durch  die  Methode  des  Art.  87  eine  Lösung  des  vollständigen  Systems 
yu)  hergeleitet  werden  mufs.  Bei  der  Lie'schen  Methode  wird  ferner 
die  Substitution  (2)  ein  für  allemal  ausgeführt,  und  weiterhin  sind  nur 
noch  Substitutionen  vom  Typus  (19)  erforderlich,  während  nach  Art.  170 
eine  Reihe  von  Substitutionen  der  Form  (8),  darunter  die  Substitu- 
tionen (8  a)  immer  wieder  von  neuem  anzuwenden  sind. 
173.    1.  Beispiel.!) 

6 

(21)  ^  =  ^aidxi 

1 

a^  =  x^  -\-  Xq  -f-  x^Xq  -j-  Xq"'^  a^  ==  a?-*  a^  =  i  -j-  Xq'^ 

a^  ==  Xq  -f-  Xß  ;  öt.5  ==  Xr^Xß'^  a^  =  x^  -\-  x^  -j-  ^5   -\-  x^Xq  -{-  x^x^. 

Bildet  man  die  Ausdrücke  a/k  und  aus  ihnen  die  Matrix  (B),  die 
zu  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  gehört,  so  findet  man,  dafs  das  Pfaff'sche 
Aggregat  (1,  2,  3,  4,  5,  6)  an  der  Stelle  0, .  .  0  von  null  verschieden  ist, 
dafs  also  ^  die  Klasse  6  besitzt.  Ferner  zeigt  sich,  dafs  der  Rang 
von  (B)  um  zwei  Einheiten  sinkt,  wenn  man  die  Zeile  und  die  Spalte 
mit  dem  Index  1  wegläfst.  Daraus  folgt  leicht,  dafs  x^  eine  Lösung 
der  zu  z/  gehörigen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  F  ist. 
Daher  besitzt  der  Ausdruck 

^l    ^^^^    tta  aXa    ~\        '    '        \~    Ö^g  a  Xp  , 

wenn  man  darin  x-^  als  willkürliche  Konstante  betrachtet,  die  Klasse  4 
(Art.  151).   • 

Da  die  beiden  Aggregate  (2  3  5  6)  und  (2  3  5  0)  an  der  Stelle 
0  .  .  0  nicht  null  sind,  verwandelt  sich  z/^  bei  der  Substitution: 

Xq  =  x^y^ 
in  einen  bedingungslosen  Ausdruck 
Vi  =  Xr^dx^  +  (1  +  VJ^)  ^H  + 

+  (2^42/4  +  2^4^2/4^  +  2/4%)^  +  ^^^^yl  ^-  ^12/4)  ^■^■4  +  ^4^52/4^-^5 

mit  den  Variabein  x^x^Xj^x^.     Das  zugehörige  vollständige  System  F^ 
reduzirt  sich  daher  auf  die  eine  Gleichung: 

Diese   Gleichung  besitzt   das  Integral  x^  +  ^'4^4 ^5  5   vermöge   der  Sub- 
stitution 


1)  Es  ist  natürlich  äufserst  leicht,  für  die  Anwendung  der  Methoden  dieses 
Kapitels  einfache  Beispiele  in  beliebiger  Anzahl  zu  konstruiren. 


i 
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«^2    "^^^  "^2      \     "^i'^bPi 

nimmt   Vj  die  Form  an: 
x^Jx^'  +  (1  +  x^tjj  dx.  +  (2x^y^  +  2x^^y,^  +  x^x^y^^  +  x^y^)  dx^-, 

die  beiden  letzten  Terme  bilden  für  sieb  einen  Pfaff'scben  Ausdruck 
in  3  Variabelu  x^x^x-^  mit  der  Klasse  2;  die  Normalform  dieses  Aus- 
drucks ist: 

worin  d  sich  nur  auf  die  Variabein  x^,  x^  bezieht.  Daraus  erhält  man 
für  Vj  die  Normalform 

wobei  d  sich  auf  ^2*^3 «^4 -^5  bezieht,  und  endlich  eine  Normalform  für  z/: 

(x^  +  x^Xq)  dx^  +  x^d(x^  +  Xr^x^)  +  (1  +  x^)d(xs  +  x^x^  +  x^x^). 

2.  Beispiel.^)     Wir    betrachten    einen   Ausdruck    der   Form    (21), 
worin: 

(Ia     — —^    XtXa        I        XaXaf        ft'2    ^~~~    X-t  j        XaX-t        Cto    ^-^^—    X-iXji\        (Jvi    — -^    X-t  Xo\ 

O/r   =  J(y^  Xg      I      t/'o    1      O/c   ^^^-~-  X-i  Xf      I      X  -I  Xa  . 

Dieser  Ausdruck   besitzt  die  Klasse  4,  und   die  Pfaff 'sehen  Aggregate 
(1,2,5,6)    und    (1,2,5,0) 

sind  nicht  identisch  null.  Es  sei  x^  .  .  Xq^  irgend  eine  Stelle,  an  der 
diese  Aggregate  nicht  verschwinden.  Dann  verwandelt  sich  z/  vermöge 
der  Substitution 

(22)  x^  =  x,^  +  1/3(^6  —  x^)',    x^  =■■  x^  +  2/4(^6  —  ^6^) 

in  einen  bedingungslosen  Ausdruck  mit  4  Veränderlichen  ^j^g^^e- 

^  z::-:  {x^x^  +  x^x^  dx^  +  {x^  +  x^x^,)  dx^  +  {x^x^  +  x^)  dx^^ 

~r    1-^1-%  H~  «^1^2      I     ^12^3^4     ~r   ^^12/3^4(^6  ^6  )      r    ^1^4 ^3  J  ^^6* 

Die  zugehörige  lineare  partielle  Differentialgleichung  [F]  besitzt  die 
Lösung  x^x^  -\-  x,j,Xr^.    Daraus  erhält  man  leicht  für  z/  die  Normalform: 

0^d(p^  +  %^^2 

(Pi^.Xj^X(.  +  X^Xr/,      0t=X^',     0^  =  Xi 

92  ^  ^1^2  +  ^0^6  +  (2/3^4^  +  2/.t^3'^)-^6  +  y^yA^^^  —  "^X^X^. 

Wir  müssen  nun  zunächst  für  die  zu  z/  gehörige  lineare  partielle 
Differentialgleichung  \V\  die  Hauptintegrale  \h^\^  [^2),  \hr^  bestimmen, 

1)  Forsyth  TT  §  14'.). 
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die  sicli  für  Xq  =  x^^  bez.  auf  x^ ,  x^ ,  Xr,  reduziren.  Die  [hi]  bestimmen 
sich  aus  den  3  Gleichungen 

(23)   -  ^1^6+^2^5  =  MV  +  WM 

x,x^  +  x^x^  +  (y^x^''  +  y^x^'')x^  +  y^yJx/—2x^''xQ)  =  [h^][h^]  + 

Aus  den  so  bestimmten  Funktionen  [/^J  ergeben  sich  die  Haupt- 
integrale hi  hinsichtlich  Xq  =  x^,  x^  =  x^,  x^  =  x^  von  dem  zu  z/ 
gehörigen  vollständigen  System  F,  indem  man  y^  und  y^  durch  ihre 
aus  (22)  folgenden  Werte  ersetzt.  Statt  dessen  aber  können  wir  die 
Ausdrücke  für  y^  und  y^  auch  direkt  in  die  Relationen  (23)  einsetzen, 
und  erhalten  so 

Th  X 

j^  z=z  —  '^  h^XQ    -\-  ri^fi^        X-^Xq  -\-  x^x^'^ 

Die  auf  den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  stehenden  Ausdrücke 
ergeben  sich  aber  auch,  wenn  man  in  den  Funktionen 

die  Gröfsen  x^x^x-^  bezw.  durch  \W,  ferner  x^  durch  x^^  und  y^,y^ 
durch  Null  ersetzt.  Darnach  besitzt  z/  eine  Normalform  von  folgender 
Gestalt  (vgl.  S.  223): 

Q\d(x^x^  +  x^x^  +  x^x^)  +  ^  d{x^x^  +  ^2^5)] 

und  die  Vergleichung  mit  z/  liefert  schliefslich  (>  e?e  ^^,  also 
/j  zzzz.  x^(i{x^x^  -\-  x.^x^  -f-  x^Xq)  -\-  x>^(i\x^XQ  -\-  x.2X^). 


Kapitel  VIL 
Die  Integraläquivalente  einer  Pfaff'schen  Gleichung. 

§  1.     Flächenelemente  und  Elementvereine.  ^) 

174.  Die  Frage  nach  den  Integraläquivalenten  einer  Pfaff'schen 
Gleichung  wollen  wir  zunächst  unter  der  Voraussetzung  erledigen,  dafs 
die  gegebene  Pfaffsche  Gleichung  folgende  Form  besitzt: 


1)  Lie  n  Kap.  3  und  4. 
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(1)  V  EZidZ  —  PidoCi  i>2<^^2 PmdXnt  =  0  , 

worin  die  Gröfsen 

(2)  3y  X^,  .  .  Xrny  P^  .  .  Pm 

irgend  2  m  -\-  1  unabhängige  Variable  bedeuten.     Es  sei 

(3)  Os{z,  X^  .  .  X,a,  Pi .  .pm)  =  0      (s  =  1,  2,  .  .  f,  T  <  2m  +  1) 

ein  Integraläquivalent  der  Gleichung  (1),  d.  h.  ein  r-gliedriges  Glei- 
chungensystem (Art.  40,  82)  von  folgender  Eigenschaft:  Löst  man  die 
Relationen  (3)  nach  r  von  den  Variabein  (2)  auf,  und  substituirt  die 
erhaltenen  Ausdrücke  in  V,  so  verschwindet  das  Resultat  dieser  Sub- 
stitution identisch  für  alle  Werte  der  2  m  -\-  1  —  r  übrigen  Variabein 
(2)  und  ihrer  Differentiale. 

Aus  den  Relationen  (3)  mufs  sich  nun  mindestens  eine  Relation 
ableiten  lassen,  die  nur  die  Variabein  0,  x^  ,  .  x,ny  nicht  aber  p^  .  .  p^ 
enthält.  Andernfalls  könnte  man  die  Gleichungen  (3)  nach  r  von  den 
Variabein  pi  auflösen,  und  durch  Substitution  der  erhaltenen  Ausdrücke 
in  V  würde  sich  kein  identisch  verschwindendes  Resultat  ergeben,  da 
der  Koeffizient  von  dz  mit  1  identisch  wäre. 

Wir  können  daher  annehmen,  dafs  sich  aus  (3)  genau  v  -\-  1  un- 
abhängige Gleichungen  der  Form 

(4)  jlJi{2,  X^,  ^2;  •  •  ^rr)  (i  =  1,  2,  .  .  2/  +   1) 

ableiten  lassen,  wobei  v  eine  Zahl  der  Reihe  0,  1,  .  .  m  bedeutet,  und 
dafs  jede  andere,  aus  (3)  folgende  Relation  in  z,  x^  . .  Xm  allein  eine 
Folge  des  Systems  (4)  ist.  Aus  demselben  Grunde  wie  soeben  ergiebt 
sich,  dafs  die  Gleichungen  (4)  nicht  auf  eine  von  z  unabhängige  Form 
gebracht  werden  können.  Daher  ist  das  System  folgendermafsen 
auflösbar : 

\xa.=  <P>(Xa,_^,,    ^«,+  2,    •  •    ^«J  (^  ==   1   .  .  v) , 

wobei  die  Zahlen  cc^,  a^  . .  «m  eine  gewisse  Permutation  des  Indices 
1  .  .  m  bedeuten ;  die  Determinante 

^^1         dtp^  drp^        dtpi 


(ß) 


dx„^  dx^         dz 


verschwindet  also  "nicht  vermöge  (4)  identisch.    Wenn  wir  nun  mittels 
der  Relationen 
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1  * 

die  Differentiale  dz,  dXa^  .  .  dxa^.  als  lineare  homogene  Ausdrücke  in 
den  Differentialen 

darstellen  und  in  V  substituiren ,  so  müssen  in  dem  so  erhaltenen 
Substitutionsresultat  die  Koeffizienten  der  Differentiale  (8)  vermöge  (3) 
null  sein-,  es  mufs  also  die  Gleichung  (1),  als  lineare  homogene  Glei- 
chung in  dz,  dx^  . .  dXm  betrachtet,  vermöge  (3)  eine  Folge  der  Re- 
lationen (7)  sein,  d.  h.  es  müssen  insbesondere  die  Relationen 


(9) 


-1; 

Pa, 

Pa^         ' 

•        Pa, 

Ps 

dz 

a^l 
^^a. 

dz 

^t.4-1 

^-a. 

^"Pv  +  l 

=  0       (s  =  «v+i   .  .  am) 


vermöge  (3)  stattfinden.  Umgekehrt,  sind  die  Gleichungen  (9)  eine 
Folge  des  Systems  (3),  und  beachtet  man,  dafs  die  Determinante  (6) 
vermöge  (4)  der  Annahme  nach  nicht  verschwindet,  so  verschwinden 
überhaupt  alle  v  -\-  2 -reihigen  Determinanten  der  zu  dem  Gleichungen- 
system (1)  (7)  gehörigen  Matrix  vermöge  (3)  (Art.  7),  also  bilden  die 
Gleichungen  (3)  wirklich  ein  Integraläquivalent  der  Gleichung  V  =  0. 
Damit  sind  folgende  Sätze  bewiesen: 

Jedes  Integraläquivalent  der  Gleichung 

(1)  dz  — pj^dx^ Pmdx„,  =  0 

enthält  mindestens  m  -\-  1  Relationen  zwischen  den  Variahein 

(2)  Z,X^X^  .  .XmP^p^^  .  -Pm 

und  mindestens  eine  Relation  zwischen  z,x^  .  .  Xm  allein. 

Das  allgemeinste  m  -f-  1-gliedrige  Integraläquivalent  der  Gleichung 
(1)  wird  folgendermafsen  gefunden: 

Man  verstehe  unter  v  irgend  eine  Zahl  der  Reihe  0,  1,  . .  m,  wähle 
V  -\-  1  beliebige  Relationen  der  Form 

(4)  tli^,  ^1,  X^,.  .Xrn)  =  0  (^  =   1,  .  .  V  +   1) 

die  sich  nach  z  und  nach  v  von  den  Variabein  x,  etwa  nach  Xa^Xa^.  -Xc^ 
auflösen  lassen,  und  füge  die  m  —  v  Relationen  hinzu,  die  durch  Eli- 
mination der  Gröfsen  qi  aus  den  Gleichungen 
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(10) 


oder,  was  dasselbe  besagt,  durch  Elimination  der  Verhältnisse  der  qi  aus 
den  Gleichungen 

hervorgehen. 

Das  so  erhaltene  m  +  1-gliedrige  Gleichungensystem  ist  offenbar 
nach  den  Variabein 

auflösbar. 

Das  allgemeinste  aus  m-f-r+  1  (^2m-|-l)  Gleichungen  be- 
stehende Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen  Gleichung  (1)  ergiebt  sich 
ilann  folgendermafsen: 

3Ian  bestimme  nach  dem  vorigen  ein  beliebiges  m  -\-  1-gliedriges 
Tntegraläquivalent ,  das  nach  den  Variabein  (11)  auflösbar  sein  möge, 
i'd  ivobei  v^t  gewählt  werden  mufs,  und  füge  ein  System  von  r  will- 
kürlichen Relationen 

Xi(Pa,  .  .Pa,,  ^«,  +  1  .  .  XaJ  =  0         (i==l,2  ..t) 

hinzu,  die  keine  neue  Gleichung  in  den  x  allein  liefern,  also  nach  t  von 
'len  Variabein  pa^  . .  p^^  aufgelöst  werden  können, 

IIb.  Indem  wir  uns  das  Gleichungen  System  (4)  von  vorneherein 
in  der  Form  (5)  aufgelöst  denken,  lassen  sich  die  vorstehenden  Sätze 
Hiich  so  aussprechen: 

Jedes  m  +  1-gliedrige  Integraläquivalent  der  Gleichung  (1)  kann 
<i>'f  die  folgende  Form  gebracht  werden: 

-Ps=  -J^^+Pa,j^^  +  --+  Pu,,  Yx^        {S  =  a,+,  .  .  a.n). 

Darin  bedeuten  «i .  .  am  irgend  eine  Permutation  der  Indices  1 . .  m ; 
''  ist  eine  Zahl  der  Reihe  0,  1  .  .  m;   die  Funktionen  cp,  (p;  sind  beliebig. 

Jedes  m  -4-  t  -\-  1-gliedrige  Integraläquivalent  der  Gleichung  (1) 
lann  yiachstehende  Form  erhalten: 
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Barin  bedeuten  a^  .  .  «„»  eiwe  Permutation  der  Zahlen  1  .  .  m,  v  eine 
Zahl  der  Reihe  0,  1  .  .  m,  welche  ^  r  gewählt  werden  mufs,  endlich 
ß^ß^  .  .  ßy  irgend  eine  Permutation  der  Indices  «^  .  .  «,.;  die  Funldionen 
cpj  <piy  (Dh  sind  arbiträr. 

Um  die  Gleichungen  (12)  in  einer  einfacheren  Form  zu  schreiben, 
setzen  wir: 

Dann  schreibt  sich  das  allgemeinste  m  +  1-gliedrige  Integraläquivalent 
von  (1)  folgendermafsen : 


(13) 


dW 


^«1 


^Pa 


1 

dW 


Pa^+1—         ^^ 


X<.,.Pa, 

= 

w 

Xc, 

= 

dW 

f)^ 

dw 

^r+l 


^Pa. 


Darin  bedeutet  W  eine  Funktion  der  Variabein 

(14)  Pa^"Pay,    ^a.+i-.'^'«,,, 

die  in  Pa^'-Pa^  ganzlinear,  im  übrigen  aber  beliebig  ist.  Doch  ist 
hervorzuheben,  dafs  die  Gleichungen  (13)  auch  dann  ein  m  +  1-gliedriges 
Integraläquivalent  von  (1)  darstellen,  wenn  W  eine  ganz  beliebige 
Funktion  der  m  Yariabeln  (14)  bedeutet.     Aus  (13)  folgt  nämlich: 


(15) 


V 

d0  =  dW+  ^  (Xa.dpc.  +  Pa^dXa^) 

1 

= ""^  -  5  S;  *■■  -  5  r-, « (1^) 


aji/(^ 


is=l..v). 


Substituirt  man  für  d^,  dXa^  -  -  dxa^  und  für  i?a^,_|_i  •  •  Pa„j  ihre 
Ausdrücke  (13)  (15)  in  V,  so  erhält  man  ein  identisch  verschwinden- 
des Resultat,  was  zu  zeigen  war. 

Das  allgemeinste  m  +  1-gliedrige  Integraläquivalent  der  Gleichung 
V  =  0  hat  also  die  Form  (13),  worin   W  eine  arbiträre  Funktion  der 
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m  Variabein  (14)  bedeutet;  insbesondere  läfst  sich  stets  erreichen,  dafs 
W  eine  ganze  lineare  Funktion  von  p^-^  .  .  ^„^  ist. 

176.  Um  für  die  vorstehenden  Resultate  eine  geometrische  Aus- 
drucksweise zu  gewinnen,  woUen  wir  die  2  m  -\-  1  Variabein  (2)  nicht 
als  Punktkoordinaten  eines  M^m+i,  sondern  im  Raum  Mm+i  {s,  oo-^  ••  oCm) 
folgendermafsen  interpretiren : 

Es  seien  z,  x^  .  .  Xm  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  P  des 

Bn,-\-i'     Wir  betrachten  dann  eine  beliebige,   durch  P  gehende  Ebene 

7t j  deren  Gleichung,  in  laufenden  Koordinaten  J,  |/  geschrieben,  so 
lautet: 

(16)  ^  —  ^=^Pl(k  —  ^l)-\ h  Pm(U  —  ^m). 

Der  Inbegriff  des  Punktes  P  und  der  durch  ihn  gehenden  Ebene 
n  bezeichnen  wir  als  ein  j,FläcJienelemenf^  des  Raums  P^+i  (z,  x^.  .Xm)'^ 
die  2  m  -|-  1  Gröfsen 

(2)  0,X^..  Xm,   Pi-  ^Pm 

heifsen  die  „Koordinaten^^  dieses  Flächenelements.  Der  Punkt  P  heifst 
„der  zu  dem  Flächenelement  (2)  gehörige  Punkt"  oder  auch  kurz  „der 
Punkt  des  Flächenelements  (2)",  die  Ebene  tc  wird  „die  zu  dem  Flächen- 
element (2)  gehörige  Ebene"  oder  auch:  „die  Ebene  des  Flächenelements 
(2)"  genannt. 

Zwei  unendlich  benachbarte  Flächenelemente  e,  e,  die  bezw.  die 
Koordinaten 

(e)  Z,  X^  .  .  Xray  Pi  .  .  Pm 

\e)  Z  -f  dz,    X^  -\-  ^^\'  -  ^rn  +  dXmy  Pi  +  dp^.  .  Pnt  +  dpm 

besitzen,  heifsen  „vereinigt  liegend" j  wenn  die  Bedingung  (1)  erfüllt  ist; 
letzteres  kommt  darauf  hinaus,  dafs  der  Punkt  des  Flächenelements  e 
auf  der  Ebene  von  e  gelegen  ist.  In  der  That  geht  die  Gleichung 
(16)  in  (1)  über,  wenn  man  J,  |j  bezw.  durch  z  +  dz,  Xi  +  dxi  ersetzt. 
Zwei  benachbarte  Flächenelemente  liegen  stets  vereinigt,  wenn  zu 
ihnen  derselbe  Punkt  gehört,  wenn  also  die  Inkremente  dz,  dxi  alle 
verschwinden. 

177.  Es  giebt  cx)2'»+i  Flächenelemente  in  Bm-^i.  Ein  2m  +  1  —  q- 
gliedriges  Gleichungensystem 

(17j  0i{z,  X^  .  .  Xrn,  Pi   .  .  Pn^  =  0       (*  =   1,  2,  .  .  2m  +   1   —  ()) 

definirt  eine  Q-fach  ausgedehnte  Schar  von  Flächenelementen.  Ist  das 
Gleichungensystem  (17)  ein  Integraläquivalent  der  Pfaff' sehen  Gleichung 
(1),  dann  und  nur  dann  hat  die  genannte  Schar  die  Eigenschaft,  dafs 
jedes  Flächenelement  der  Schar  mit  allen  unendlich  benachbarten  und 
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gleichfalls  der  Schar  angehörenden  Flächenelementen  vereinigt  liegt. 
Eine  derartige  cx)('- Schar  nennen  wir  dann  eine  ()-fach  ausgedehnte 
jyElementmannigfaltigheiP''  oder  einen  ^^Q-fach  ausgedehnten  Elementverein^' 
oder  auch  kurz  eine  „Element  M^'^  des  Raums  Ilm-\-i.  Die  Gleichungen 
(17)  heifsen  die  „Definitionsgleichungen^^  des  Element  Vereins. 

Es  ist  nun  leicht,  die  Resultate  des  Art.  174  durch  begriffliche 
Überlegungen  wiederzugewinnen.  Zunächst  ersieht  man  sofort,  dafs 
die  Definitionsgleichungen  einer  Element-i^f^  mindestens  eine  Relation 
in  2,  x^  .  .  Xm  enthalten  müssen.  Andernfalls  nämlich  würde  jeder 
Punkt  des  Bm^i  mindestens  zu  einem  Flächenelement  der  Element- Jf^ 
gehören.  Ist  dann  e  ein  Flächenelement  derselljen,  P  der  zugehörige 
Punkt,  jr  die  zugehörige  Ebene,  so  giebt  es  zu  P  stets  oo"*  Nachbar- 
punkte, die  nicht  auf  tc  liegen,  andererseits  aber  zu  je  einem  Flächen- 
element der  Element- Jf^  gehören;  d.  h.  e  könnte  nicht  mit  allen  be- 
nachbarten Flächenelementen  der  Element-ilf^  vereinigt  liegen. 

Es  mögen  demnach  die  bez.  zu  den  Flächenelementen  unseres 
Elementvereins  gehörigen  Punkte  P  eine  m  —  i/-fach  ausgedehnte 
Punktmannigfaltigkeit  77  erfüllen,  die  durch  (4)  definirt  sei.  Dabei  ist 
V  eine  Zahl  der  Reihe  0,  1  .  .  m.  Unter  einer  0-fach  ausgedehnten 
Punktmannigfaltigkeit  verstehen  wir  insbesondere  einen  einzelnen  Punkt 
des  -Rm+i-  Nach  der  Schlufsbemerkung  der  vorigen  Nr.  erhalten  wir 
dann  jedenfalls  eine  Element- Jf^  (p  <  m),  wenn  wir  irgend  ooQ  Flächen- 
elemente betrachten,  die  alle  zu  demselben  Punkt  z^,  x^^  . .  Xm^  gehören, 
die  also  durch  ein  Gleichungensystem  der  Form 

0  =  0^j  Xi  ^=  xP-^  G3s(i>ii?2  •  •  Pn)  =  0     {i  =1  .  .m\  s  =  1  .  .m  —  q) 

definirt  werden. 

Es  sei  jetzt  v  <  m;  sind  dann  die  Gröfsen  (2)  die  Koordinaten 
eines  beliebigen  Flächenelements  unserer  Element -Jf^,  ferner  P  der 
zugehörige  Punkt,  7t  die  zugehörige  Ebene,  so  ist  P  auf  der  Punkt- 
mannigfaltigkeit n  gelegen,  und  die  Ebene  %  mufs,  der  Definition 
eines  Elementvereins  entsprechend,  nicht  nur  P,  sondern  auch  sämt- 
liche auf  n  gelegenen  Nachbarpunkte  enthalten,  d.  h.  die  Relation  (1) 
mufs  für  jedes  beliebige  Wertsystem  dz,  dx-,.  erfüllt  sein,  das  den 
Gleichungen  (7)  genügt.  Wir  schliefsen  daraus  wiederum,  dafs  die 
Gleichungen  (4)  nicht  auf  eine  von  z  freie  Form  gebracht  werden 
können;  denn  andernfalls  würde  das  Gleichungensystem  (7)  durch  die 
Annahme  dx^  =  0  .  .  dXm^=^  und  durch  beliebiges  dz  erfüllt,  was 
für  die  Gleichung  (1)  nicht  zutrifft. 

Die  soeben  gefundene  Bedingung  liefert  uns  für  die  Koeffizienten 
'^i   der   Ebenengleichung    (16)    wiederum    die    m  —  v   Relationen,    die 
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durch  Elimination  der  Qi  aus  (10)  entstehen,  d.  h.  es  giebt  durch 
jeden  Punkt  P  der  Mannigfaltigkeit  //  genau  oo^  Ebenen  von  der  ge- 
forderten Eigenschaft-,  es  sind  dies  offenbar  die  oo^'  zu  dem  Punkte  P 
gehörigen  Tangentialebenen  der  Punktmannigfaltigkeit  77  (Art.  44). 
Sie  bestimmen  mit  P  zusammen  ebensoviele  Flächenelemente,  die  sich, 
wie  wir  sagen  wollen,  „im  Punkte  P  an  die  Punktmannigfaltigkeit  77 
anscJdiefsen^'j  oder  anders  ausgedrückt,  sie  bilden  einen  Büschel,  dessen 
„Axe"  die  zu  P  gehörige  Tangential-fi;^,_y  der  Punktmannigfaltigkeit 
71  ist  (Art.  44).  Läfst  man  P  auf  77  alle  möglichen  Lagen  annehmen, 
so  erhält  man  cx)"'  Flächenelemente,  die  einen  Elementverein  bilden. 
Die  DimensionsmJil  q  einer  Element-M^  ist  also  höchstens  gleich  m. 
Die  Gerade,  die  im  Pm+i  durch  die  Gleichungen 

definirt  wird,  ist  nach  Art.  43  als  die  „^-Axe"  unseres  Koordinaten- 
systems zu  bezeichnen.     Die  Gleichungen 

«(/j     U/j^  .    .      tAyfft  ,Ay|,^ 

stellen  dann  eine  „zur  0-Axe  parallele  Gerade"  dar.  Eine  m  —  i/-fach 
ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit,  die  durch  v  -\-  1  Gleichungen 
zwischen  den  Variabein  x^^  .  .  Xm  allein  definirt  ist,  werden  wir  dem- 
gemäfs  im  Falle  v  <  m  als  „eme  ^ur  z-Axe  parallele  cylindrische  Punht- 
mannigfaltigkeit/'  im  Falle  v  =  0  insbesondere  als  ,^einen  zur  z-Axe 
parallelen  Cylinder"  bezeichnen,  da  sie  offenbar  c»"*—^—^  zur  ;^-Axe 
parallele  Gerade  enthält. 

Nunmehr  können  wir  die  Ergebnisse  des  Art.  174  so  aussprechen: 
Im  Bja^  1  (z,  x^  .  .  Xm)  gieht  es  m  -\-  \  verschiedene  Kategorien  von 
Element- M,„ ,  je  nachdem  die  zugehörige  Funldmannigfaltiglmt  m-fach, 
m —  1-fach,  .  .  l-fach,  0-fach  ausgedehnt  ist  Die  allgemeinste  Element- 
M„,  der  ¥^''  Kategorie  besteht  aus  allen  oo'^*  Flächenelementen ^  die  sich 
an  eine  heliebige  m  —  k  -\-  1  -fach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigheit  des 
Bm-\.i  anschliefsen;  diese  letztere  darf  aber  keine  zur  z-Axe  parallele 
cylindrische  Mannigfaltigkeit,  im  Falle  k  =  m  insbesondere  keine  zur 
g-Axe  parcdlele  Gerade  sein. 

Eine  Elemeut-iltf,,,  der  k^""  Kategorie  wird  kurz  als  ein  „Element- 
iJf;;;~*+^  bezeichnet-,  eine  Element-7l[f^^  besteht  aus  allen  oo"'  Flächen- 
elementen, die  sich  an  eine  „Fläche"  des  Bni-\.i  anschliefsen,  ist  also 
durch  ein  Gleichungensjstem  der  Form: 

definirt. 
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Für  jeden  Index  q  der  Reihe  0,  1  .  .  m  giebt  es  9  +  1  ver- 
schiedene Kategorien  von  Element -iltf^,  je  nachdem  die  zugehörige 
Punktmannigfaltigkeit  9 -fach,  q  —  1-fach,  ..  1-fach,  0-fach  ausgedehnt 
ist.     Eine  Element-ilfi  wird  auch  ein  yßtreifen'^  genannt. 

178.  Im  dreifach  ausgedehnten  Raum  R^  (^f^y^)  haben  wir  unter 
einem  Flächenelement  den  Inbegriff  eines  Punktes  xy^  und  einer  durch 
ihn  gehenden  Ebene 

^  —  ^==p(^^  —  x)  +  q(r}  -  y) 

zu  verstehen;  die  5  Gröfsen  xyspq  sind  die  Koordinaten  dieses  Flächen- 
elements. Es  giebt  drei  Kategorien  von  Element-Jf2  7  d.  h.  von  drei- 
gliedrigen Integraläquivalenten  der  PfafP'schen  Gleichung 

dz  — pdx  —  qdy  =  0; 

eine  Element- il^f2  der  ersten  Kategorie  besteht  aus  den  Punkten  und 
zugehörigen  Tangentialebenen  einer  beliebigen  Fläche,  die  aber  kein 
zur  ^-Axe  paralleler  Cy linder  sein  darf,  ist  also  durch  ein  Gleichungen- 
system der  Form 

definirt.  Die  Flächenelemente  einer  Element- Jfg  der  zweiten  Kategorie 
schliefsen  sich  an  eine  beliebige  Raumkurve  an,  die  keine  zur  z-Axe 
parallele  Gerade  ist;  die  3  Definitionsgleichungen  einer  solchen  31^ 
haben  also  die  Gestalt: 

0  =  (p{x)',  y  =  4;(x):  q)'(x)  =p  +  qt\x)', 

worin  cp  und  1/;  arbiträre  Funktionen,  (jp',  ^'  ihre  Ableitungen  bedeuten. 

Endlich  besteht  eine  'Element-M^  der  dritten  Kategorie  aus  allen 
oü^  Flächenelementen,  die  denselben  Punkt  x^y^s^  enthalten. 

Eine  Element-ilfj^  oder  ein  Streifen  des  B^  ist  entweder  definirt 
durch  Gleichungen  der  Form 

z  =  (p{x),  y  =  ^(x)',  q  =  xi^y^  P  =  9'  —  Xt\ 

entsteht  also,  indem  man  jedem  Punkte  P  einer  beliebigen  Raumkurve, 
die  keine  zur  ^s^-Axe  parallele  Gerade  ist,  nach  irgend  einem  Gesetze 
eine  von  den  oc^  durch  P  gehenden  Tangentialebenen  der  Raumkurve 
zuweist;  oder  die  4  Definitionsgleichungen  der  Element-ilf^  haben  die  Form : 

(18)  x  =  Xq,  y  =  y^,  z  =  z^,  f{p,  q)  =  0 

d.  h.  der  Streifen  besteht  aus  cx>^  Elementen,  die  zu  demselben  Punkt 
gehören,  also  einen  Kegel  mit  der  Spitze  P  umhüllen.  Dieser  Kegel 
kann  auch  in  ein  Ebenenbüschel,  dessen  Axe  durch  P  geht,  oder  in 
mehrere  solche  Büschel  degeneriren. 
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Ein  Streifen,  dessen  Definitionsgleichungen  die  Form  (18)  haben, 
heilst  auch  ein  ,jElementar]^egel". 

179.  Im  Räume  JR^  (:^y),  d.  h.  in  der  Ebene  mit  den  cartesischen 
Koordinaten  xy  verstehen  wir  unter  einem  „Linienelement"  den  In- 
begriff eines  Punktes  xy  und  einer  durch  ihn  gehenden,  zur  y-Axe 
nicht  parallelen  Geraden 

V  -y  =  y\i  —  ^) 

und  nennen  xyy  die  3  „Koordinaten"  des  Linienelements.  Zwei  be- 
nachbarte Linienelemente  xyy  und  x  +  ^^;  y  -{-  (^y,  ?y  +  <^y  heifsen 
„vereinigt  liegend",  wenn  die  Relation 

(19)  dy  —  y'dx==0 

erfüllt  ist,  wenn  also  der  Punkt  des  zweiten  Linienelements  auf  der 
Geraden  des  ersten  liegt.  Es  giebt  zwei  Arten  von  Element-iüfj^  im 
B^{xy),  d.  h.  von  zweigliedrigen  Integraläquivalenten  der  Pfaff 'sehen 
Gleichung  (19).  Eine  Element-ilfj^  der  ersten  Kategorie  besteht  aus 
den  oü^  Punkten  und  zugehörigen  Tangenten  einer  beliebigen  Kurve, 
wird  also  durch  zwei  Gleichungen  der  Form 

y  =  (p(x\  y'  =  cp\x) 

definirt..  Eine  Element-ilfi  der  zweiten  Kategorie  besteht  aus  allen 
Linienelementen  durch  denselben  Punkt  der  Ebene. 

180.  Wir  wollen  nun  im  Räume  Mm+i  (ßy  ^i  •  •  ^m)  insbesondere 
alle  diejenigen  Element- Jf^  ins  Auge  fassen,  deren  Definitionsgleichungen 
die  Relation  ^  =  0  enthalten;  die  Punktmannigfaltigkeit,  an  die  sich 
eine  solche  Element-itf^  anschliefst,  ist  also  ganz  in  der  Ebene  z  =  0 
gelegen.  Werden  die  Gleichungen,  durch  die  ein  Elementverein  dieser 
Art  definirt  ist,  auf  die  Form 

0  =  0 

\  (20)       0i(x^x^  .  .  x„,p^p^  .  ,p^)  =  0        (i=l,2,..2m  —  Q) 

gebracht,  so  bilden  die  Relationen  (20)  offenbar  ein  Integraläquivalent 
der  Pfaff'schen  Gleichung 

-  1  j  PldXi  +  p^dX^  -\ 1-  PnrdXrn  =  0. 

Umgekehrt,  genügen  die  Gleichungen  (20)  dieser  Pfaff'schen  Glei- 
■hung,  so  definiren  sie  mit  z  =  0  zusammen  eine  Element-  M^,  der 
oben  erwähnten  besonderen  Beschaffenheit:  durch  die  Aufsuchung  aller 
dieser  Elementvereine  ist  also  die  Frage  nach  dem  allgemeinsten  Inte- 
-iraläquivalent  von  (21)  miterledigt. 
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181.   Um  zunächst  alle  m-gliedrigen  Integraläquivalente: 

(22)  0,  =--  0,  0,  =  0, . .  0„.  =  0 

der  Pfaff'schen  Gleichung  (21)  zu  erhalten,  nehmen  wir  erstens  anJ 
dafs  sich  aus  (22)  keine  Relation  in  ^Tj  .  .  Xra  allein  ableiten  läfst.  Diel 
Gleichungen  (22)  sind  dann  offenbar  mit  den  folgenden  identisch: 

(23)  p^  =  0,p,  =  0,..  p,n  =  0. 

Es  mögen  sich  zweitens  aus  (22)  genau  v  unabhängige  Relationen" 
der  Form 

(24)  ipiix^x^  . .  x,n)  =  0         (i==  1,2,  .  .v) 

herstellen  lassen,  die  nach  Xa^^oCa^  .  .  Xa^  auflösbar  seien.  Ersetzen  wir 
die  Gleichungen  (4)  durch  ^  =  0  und  das  System  (24),  so  nehmen  die 
Relationen  (9)  nachstehende  Form  an: 


(25) 


Pa, 

i>«2  • 

•      Pa, 

P' 

d^y 

^-»/ 

dx. 

3*, 

1% 

{S  =  a^+1,    Cf^  +  2    .  .    Km) 


die  sich  auch  durch  Elimination  der  qi  aus  den  Beziehungen 

(26)  pi  =  2}^^  T^:        (i==l  --ni) 


ergeben,  und  mit  (20)  und  mit  2  =  0  zusammen  im  Räume  Bm-\-i  eine 
Element- Jfm  der  oben  geforderten  Beschaffenheit  darstellen. 


Löst  man  die  Relationen  (24)  nach 


'«1 


.   Xn 


auf: 


(27)  Xcc.  =  g)/(^«,^_i . .  ^aj       (i=l..v), 

so  schreiben  sich  die  Gleichungen  (25)  so: 


(5  =  0r,.+i,«^_^2r-^"')- 


(28)     0=p,+p^^^^-+p^^-^^+..+p^^,^^^ 
Unter  Gebrauch  der  Abkürzung 

U(Pa:,  •  -i^a.^a.  +  i  '  *  ^«J  =  9l  '  i^«l  +  9^2  '  i^«2  H ^  "P^  '  P<^v 

läfst  sich  das  Gleichungensystem  (27)   (28)   ersetzen   durch  das   nach- 
stehende: 

(29) 


du  SU       ,j 


«,,;     l    =    «»,-}- 1     .    .    «;n). 
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Dabei  bedeutet   TJ  eine  Funktion  der  Variabein 

(30)  Pa^--Pec,Xa,j^y"OC,^n^ 

die  hinsichtlich  pa^  •  •  'Pa^  g^^iz,  linear  und  homogen  ist.  Doch  liefern 
die  Gleichungen  (29)  auch  dann  ein  m-gliedriges  Integraläquivalent 
der  Pfaff 'sehen  Gleichung  (21),  wenn  TJ  eine  beliebige  Funktion  der  m 
Variabein  (30)  bedeutet,  die  nur  der  einen  Bedingung  zu  genügen 
hat,  dafs  sie  hinsichtlich  pa^  .  .  p«^  homogen  erster  Ordnung  ist,  also 
die  Euler'sche  Identität 

/oi\  du    ,  dU    .  ,  du         ^-r 

(31)  ^„^_+^„^^_  +  ..+^,^_^p 

befriedigt.  Zum  Beweise  unserer  Behauptung  bemerken  wir,  dafs  ver- 
möge (29)  (31)  identisch: 

Pa^dXa^  H h  Pcx,dXa^  EEE  d(pa^Xa^  -\ f"  Pa.OCa) 

Xcc-^Clpa^  *  *  '^cCyCiPa^ 

z=aU  —  ^s —  dpa.  —  •  •  —  ^ —  dpa  . 
Ferner  hat  man  nach  (29): 

"v  +  1 

.Durch  Addition  der  beiden  letzten  Identitäten  folgt,  dafs  vermöge  (29) 
identisch : 

p^dx^-\- '  '  -\- PmdXm^dü — dU'^O^ 

was  zu  zeigen  war. 

Demnach  ist  folgender  Satz  bewiesen: 

Ein  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen  Gleichung 

(21)  2hd^i  +  P2(^^2  -\ h  Pmdx,n  =  0 

enthält  mindestens  m  Gleichungen.  Das  allgemeinste  m-gliedrige  Integral- 
äquivalent, das  nicht  die  Form 

(23)  jr^i  =  0,  i)2  =  0,  . .  i)^  =  0 

besitzt,  wird  erhalten,  indem  man  zu  einem  beliebigen  v-gliedrigen  Glei- 
chungensystem der  Form 

(24)  ^/(a?i^2  •  •  ^m)  =  0         (^  =  1,  2, .  .  1.) 

diejenigen  m  —  v  Gleichungen  hinzufügt,  die  sich  durch  Elimination  der 
Qi  aus 

V   Weber,  Das  Pfaffache  Troblem.  16 
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V 

(26)  P^  =  2'^'^J^        ii=l..m) 

ergehen.     Ein  solches  Integraläquivalent  kann  stets  die  Form: 
(29)       Xh  =  j^-    pi  =  —  j^     (Ji  ==«!..  «,;  l  =  a^+i  .  .  a„^  . 
erhalten,  worin   U  eine  arbiträre  Funktion  der  Variabein 

bedeutet,  die  in  der  pa.  homogen  erster  Ordnung  ist.  Insbesondere 
läfst  sich  stets  erreichen,  dafs  U  in  den  pa.  ganz,  linear  und  ho- 
mogen wird. 

Das  allgemeinste  m  -j-  r-gliedrige  Integraläquivalent  von  (21) 
wird  erhalten,  indem  man  entweder  zu  den  Gleichungen  (23)  irgend 
T  Relationen  in  x^  .  .  Xm,  oder  zu  einem  Gleichungensystem  der  Form 
(29)  noch  r  beliebige  Relationen 

(32)  Xi{Pa,  .  .  Pcc.OOa^^,  •  ■  00a  J  =  0  (^  =  1  .  .  r)  . 

hinzufügt,  die  keine  neue  Relation  in  den  x  allein  liefern. 

Alle  diese  Resultate  hätten  wir  natürlich  auch  ohne  Bezugnahme 
auf  die  Pfaff'sche  Gleichung  (1),  direkt  aus  der  Form  der  Gleichung 
(21)  ableiten  können. 

182.  Wir  betrachten  jetzt  gleichzeitig  den  Raum  R,u-j-i{2,  x^  . .  Xn) 
und  den  Raum  Bm{x^x^  .  .  Xr^y  der  aus  dem  JR^+i  durch  die  Gleichung 

(33)  -  ^  =  0 

ausgeschnitten  wird,  der  also  mit  der  „Ebene  z  =»  0"  identisch  ist. 
Die  Ebene  des  jB^+i,  die  zu  dem  Flächenelement  mit  den  Koordinaten 
0,  x^  .  .  XmPi  .  .pm  gehört,  schneidet  die  Ebene  (33),  d.  h.  also  den 
Raum  Brn  nach  einer  linearen  m  —  1-fach  ausgedehnten  Punktmannig- 
faltigkeit, die  im  Bm  durch  die  Gleichung: 

(34)  p^  (li  —X^)-\ h  p„,{lra  —  Xm)  =  0 

mit  den  laufenden  Koordinaten  |/  dargestellt  wird.  Es  ist  dies  eine 
durch  den  Punkt  x^  .  .  Xm  gehende  „Ebene"  des  Bm. 

Wir  bezeichnen  nun  allgemein  den  Inbegriff  eines  im  Bra  gelegenen 
Punktes  x^  .  .  x^.  und  einer  beliebigen  durch  ihn  gehenden,  im  Bm  ge- 
legenen Ebene  (34)  als  ein  „Flächenelement  des  -R^";  die  Gröfsen 

(35)  X^X^      .X,nPiP2  •  'Pm 

sollen  die  j^homogenen  Koordinaten^^  dieses  Flächenelements  genannt 
werden.     Die  2m  Gröfsen  (35)  sind  natürlich   dann  und  nur  dann  die 
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homogenen    Koordinaten    eines    Flächenelements    des    JR,uf    wenn    nicht 
alle   pi    verschwinden,    und    das   Flächenelement   (35)   ist   schon    durch 
Angabe  der  m  —  1  Verhältnisse  der  p,-  bestimmt;  es  giebt  also  oo^^f^—'^ 
Flächenelemente  in  Em.     Wir  erkennen  jetzt  unmittelbar: 
Jedem  Flächenelement  des  Bm-\-iy  das  die  Koordinaten 

besitzt,  und  für  welches  nicht  alle  pi  null  sind^  ist  in  der  geschilderten 
Weise  ein  und  nur  ein  Flächenelement  (35)  des  Em  zugewiesen.  Um- 
gekehrt bestimmt  jedes  Flächenelement  (35)  des  Em  einfach  unendlich 
viele  Flächenelemente  des  i^m+i;  deren  Koordinaten  die  Form 

(37)  0,Xj^"Xm,    (3p^,  Öp^  •  •  6p,n 

besitzen,  wo  6  eine  arbiträre  Konstante  bedeutet.  Wir  können  diesen 
Sachverhalt  kurz  so  aussprechen;  Jedes  Flächenelement  (36)  des  i?m+i 
für  das  nicht  alle  p/  null  sind,  schneidet  aus  dem  Raum  i?,„  ein  ganz 
bestimmtes  Flächenelement  (35)  aus,  und  umgekehrt  gehen  durch  jedes 
Flächenelement  (35)  des  Em  einfach  unendlich  viele  Flächenelemente 
(37)  des  Em-^  i  hindurch. 

So  schneidet  z.  B.  ein  Fläch enelement  Xy  y,  0,  p,  q  des  E.^(xyz) 
ans  der  a;?/- Ebene  ein  Linienelement  aus,  bestehend  aus  dem  Punkt 
Xj  y  und  der  durch  ihn  gehenden  Geraden 

umgekehrt  gehen  durch  dieses  Linienelement  die  oo^  Flächenelemente 
Xj  y,  0,  ap,  6q  des  E^  hindurch. 

183.  Die  homogenen  Elementkoordinaten  des  Em  bieten  den  Vor- 
teil, dals  sie  jeden  Punkt  des  Em  und  jede  beliebige  durch  ihn  gehende 
Ebene  des  Em  darzustellen  erlauben,  während  bei  dem  Gebrauch 
€er  nichthomogenen  Elementkoordinaten  z,  x^  .  .  Pm  im  Em-\-i  alle  die- 
jenigen Flächenelemente,  deren  zugehörige  Ebenen  zur  ^-Axe  parallel 
sind,  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  sind.  Es  liegt  daher  nahe, 
auch  im  Em^i  homogene  Elementkoordinaten  einzuführen,  indem  wir 
'  setzen: 

:(38)  Xm^i  =  2',     —-r-^=Pi        (i  =  l..m) 

und  die  Gröfsen 

als  Koordinaten  desjenigen  Flächenelements  bezeichnen,  das  aus  dem 
l'unkt  x^^  .  .  Xm-\-i  und  der  durch  ihn  gehenden  Ebene 

IG* 


244         Kap.  VII.     Die  Integraläquivalente  einer  Pfaff 'sehen  Gleichung.         [184] 

des  Raums  Rm^i(xi  .  .  Xm-\-i)  besteht,  vorausgesetzt,  dafs  nicht  alle  q; 
verschwinden.  Die  früher  von  der  Betrachtung  ausgeschlossenen  Flächen- 
elemente sind  jetzt  einfach  durch  die  Bedingung  q„i-^i  =  0  charakterisirt. 
Natürlich  kann  man  auch  andererseits  von  den  homogenen  Koor- 
dinaten (35)  im  Brn  zu  nichthomogenen   dadurch  übergehen,  dafs  man 

—  P- 
etwa durch  p/  und  x^^  .  .  Xm—iXm  durch  x^  .  .  xäi—iS   ersetzt,  wo- 

Pm 

durch  aber  alle  Flächenelemente  des  Vimy  deren  Koordinate  p^  gleich 
null  ist,  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden. 

184.  Die  in  Art.  176  und  177  gegebenen  Definitionen  nehmen  im 
Rm  (^1  •  •  ^m)  unter  Gebrauch  der  homogenen  Elementkoordinaten  folgende 
Form  an: 

Zwei  benachbarte  Flächen elemente  x-^^  .  .  pm  und  x^  +  dx^  "Pm-\-  dpm 
heifsen  vereinigt  liegend,  wenn  die  Bedingung  (21)  erfüllt  ist,  wenn 
also  die  Ebene  des  ersten  Flächenelements  den  Punkt  des  zweiten  ent- 
hält. Eine  Schar  von  oo?  Flächenelementen  des  Um  von  der  Eigen- 
schaft, dafs  jedes  Element  mit  allen  benachbarten,  der  Schar  angehörigen 
Flächenelementen  vereinigt  liegt,  heifst  ein  ()-fach  ausgedehnter  Element- 
verein oder  eine  .,Element-il!f^^^  des  Rmj  und  ist  definirt  durch  ein 
2  m  —  Q  —  1-gliedriges  Gleichungensystem  zwischen  den  Gröfsen  (35), 
das  hinsichtlich  der  Variahein  p^  .  .2>m  homogen  ist,  die  Pfaff 'sehe  Glei- 
chung (21)  befriedigt  und  nicht  alle  Relationen  jp^  =  0,  .  .  Pm  =  ^ 
enthält.  Dann  folgt  aus  den  Entwickelungen  des  Art.  181  sofort 
der  Satz: 

Die  Dimensionszahl  q  einer  Element-ilf^  des  Rm  ist  höchstens 
m — 1.  Die  m  Definitionsgleichungen  jeder  Element-il[f^_i  können 
auf  die  Form  (29)  gebracht  werden,  worin  U  in  den  pa.  homogen 
erster  Ordnung  ist;  die  allgemeinste  Element-ilf^  (q  <,m  —  1)  wird 
erhalten,  wenn  näan  zu  einem  Gleichungensystem  (29),  in  dem  v^m  —  q 
zu  wählen  ist,  noch  m  —  q  —  1  weitere  Relationen: 

Xi l  — ,  —^  •  ■  —^ ,  Xa   ,,  •  •  Xa    1  =  0  (i  =1,2  .  .m  —  p  —  1) 

hinzufügt,  die  nach  m  —  q  —  1   von  den  Verhältnissen 

Pa.2       Pa,  Pa, 

p7,'  p7,  ' ' p7, 

aufgelöst  werden  können. 

Um  auf  diese  Weise  alle  Element -ilf^,  des  Rm-^i  in  homogenen 
Koordinaten  (39)  ausgedrückt  zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  in  den 
Gleichungen  der  Art.  174  und  175   die  Substitution  (38)  auszuführen. 
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Die  Relationen  (4)  können  jetzt  aiicli  eine  zur  ^-Axe  parallele  cylin- 
drische  Mannigfaltigkeit  darstellen,  d.  h.  von  z  (bezw.  iXVt  +  i)  frei  sein; 
die  Definitionsgleichungen  einer  Element -Jf^,,  die  sich  an  eine  solche 
cylindrische  Mannigfaltigkeit  anschliefst,  enthalten  offenbar  die  Relation 

gra^X  =  0. 

Die  Relationen  (29),  (32)  definiren  ein  Integraläquivalent  der 
Pfaff 'sehen  Gleichung  (21)  auch  dann,  wenn  die  Gleichungen  (32)  in 
den  ^/  nicht  homogen  sind.  In  diesem  Falle  können  wir  die  Glei- 
chungen (32)  immer  auf  folgende  Form  gebracht  denken: 


(40)    «.(^,  ^..^,^.^,^,..^«J  =  0         (i=l..r-l) 


(41)         .  =i.Y— .  —  ••-, ^«,.,--^« 

Jetzt  liefern  die  Relationen  (29),  (40)  zusammen  einen  m  —  r-fach  aus- 
gedehnten Elementverein  des  i?„,;  ist  x^^  ..j^m^  ein  beliebiges  Flächen- 
element dieses  Elementvereins,  und  substituiren  wir  statt  der  Xi  und  pi 
die  Gröfsen  xP  und  öp/*  in  die  Gleichung  (41),  so  liefert  uns  diese 
für  (?  einen  ganz  bestimmten  Wert,  d.  h.  die  Relation  (41)  ordnet 
jedem  Flächenelement  x^^  .  .  pm  der  durch  (29) ,  (40)  definirten  Ele- 
ment Mm—t  des  Um  ein  ganz  bestimmtes  Flächenelement  0,  x^..x,n 
^Pi  '  •  '^Pm    des  Bm jf-i  zu. 

Wir  dürfen  daher  schliefslich  folgende  Sätze  aussprechen: 
Jedes  m-gliedrige  Integraläquivalent  der  Ff  äff'' sehen  Gleichung 

(21)  p^dx^  -\ 1- pmdxm  =  0 

ist  in  den  pi  Jwmogen,  und  hat  entweder  die  Form 

^23)  ^^  =  0,  ..^9^  =  0 

nder  es  stellt  in  homogenen  Elementkoordinaten  Xipi  eine  Element- Mm -i 
des  Baumes  Bm  {x^  .  .  Xm)  dar. 

Enthält  ein  Integraläquivalent  der  Bf  äff' sehen  Gleichung  (21)  mehr 
als  m  Gleichungen,  und  ist  es  in  den  p,-  homogen,  so  besteht  es  entweder 
fiHs  den  Belationen  (23)  und  beliebigen  Gleichungen  in  x^  . .  Xm,  oder  es 
idlt  im  Bm  einen  Elementverein  dar,  hat  also  die  Form  (29),  (32). 
Jedes  in  den  pi  nicht  homogene  Integraläquivalent  entsteht  aus  den  Defi- 
nitionsgleichimgen  eines  Elementvereins  des  Bm  durch  Hinzufügung  einer 
in  den  pi  unhomogenen  Gleichung. 
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§  2.    Die  Integraläquivalente  einer  beliebigen  Pfaff'schen  Gleichung. 
185.    Die  Entwickelungen  des  vorigen  §  setzen  uns  in  den  Stand, 
die  Frage   nach   allen  Integraläquivalenten   einer  beliebigen  Pfaff'schen 
Gleichunsf 


(1) 


z/  ^E  yf  ai  (x^  x'2  . .  X,)  dxi 


0 


zu  erledigen.  Wir  nehmen  zunächst  an,  dafs  die  Klasse  k  des  Aus- 
drucks z/  gleich  2A  sei,  dafs  also  z/  auf  die  folgende  Normalform 
gebracht  werden  kann: 


(2) 


Z/  ^E:  ^iFi(x^X^  .  .  Xn)dfi,(x^X.^  .   .  Xn) 


und  wir  dürfen  nach  Art.  167  die  Existenz  einer  Stelle  x^  .  .  Xn 
voraussetzen,  an  der  alle  F;,  f]  regulär  sind  und  die  Funktional- 
determinante 

nicht  verschwindet.    Führen  wir  jetzt  statt  x^.  ,  Xy,  mittels  der  Formeln 

x;  =  f^..x{  =  fr,  i?/  =^  Fi;  . .  i?/  =  F;i 
die  neuen  Veränderlichen  Xi',p/  ein,  so  nimmt  die  Pfaff'sche  Gleichung 
(1)  die  nachstehende  Gestalt  an: 

(3)  pj'dXi  +  P2dx:^'  -\ f-  p/dx/  =  0. 

Auf  diese  Gleichung  lassen  sich  jetzt  unmittelbar  die  Resultate  des 
vorigen  §  übertragen,  indem  man  daselbst  die  Zahl  m  durch  A,  und 
die  Variabein  Xipi  durch  x/p/  ersetzt.  Darnach  besitzt  die  Pfaff'sche 
Gleichung  (3)  insbesondere  Integraläquivalente,  die  aus  A  Gleichungen 
bestehen,  und  die  Form  haben 


(4) 


ti(^lX2    • 

.  x{)  = 

0 

Pa^      Pa^ 

•  •  IK 

Ps 

^^1       ^^1 

a^/'i 

d^, 

^K,  ^K, 

^<. 

cxj 

d^r      ^% 

^^v 

d^„ 

^^1    ^<2 


d  x'     d x' 


=  0  {S  =  drJ^x^  «r  +  2,  •  •  «;i); 


oder  in  aufgelöster  Form 


Xa^ 


—  Pl      =--Pcc^ 


CX, 


Pa. 


{h  =  1,  2,  .  .  z.) 


2  3x;   +  --+P^r3x,'         (^ 


'+1 


«;). 


I 
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Darin  ist  v  eine  Zahl  der  Reihe  1  .  .  A;  ferner  bedeuten  «^  .  .  ax 
irgend  eine  Permutation  dieser  Indices;  endlich  sind  unter  den  -^i,  (pi 
willkürliche  Funktionen  zu  verstehen.  Ersetzt  man  in  den  Relationen 
(4)  oder  (5)  die  x[,  p/  bezw.  durch  die  in  der  Normalform  von  z/ 
auftretenden  Funktionen  fi,  Fi,  so  erhält  man  ein  A-gliedriges,  in  den 
ursprünglichen  Yariabeln  x^  .  .  Xn  ausgedrücktes  Integraläquivalent  der 
Pfaff' sehen  Gleichung  (1). 

186.  Weitere  Integraläquivalente  der  Pfaff'schen  Gleichung  (1) 
oder  (3)  erhalten  wir  nach  den  Regeln  des  vorigen  §,  indem  wir  zu 
einem  System  der  Form  (4)  oder  (5)  noch  andere  Relationen  in  den 
XiPi  hinzufügen,  die  mit  den  vorhergehenden  zusammen  keine  weitere 
Beziehung  in  den  x!  allein  liefern.  Da  aber  gegenwärtig  nicht,  nur 
die  x!p!j  sondern  auch  noch  die  Gröfsen  rr^-f-i,  ^;f+2,  .  .  ^n  als  Variable 
zu  betrachten  sind,  so  entsteht  die  Frage:  Welches  ist  das  allgemeinste 
Gleichungensystem  der  Form 

(6)  Sli{x^  .  .  x{p^  .  .  j>/,  Xy.j^i . .  Xn)  =  0         (^  ==  1,  2, .  .) 

welches  die  Gleichung  (3)  befriedigt? 

Wir  nehmen  an,  dafs  sich  aus  den  Gleichungen  (6)  genau  v  -\-  x 
Relationen  der  Form 

(7)  iPiix^  .  .  Xx  ,    Xy.j^l  .  .  Xn)  =  0  (i=  1  ..  1/  -f  t) 

ableiten  lassen;  x  dieser  Relationen  mögen  nur  die  Yariabelen  Xy^j^i  ..  Xn 
enthalten,  so  dafs  das  Gleichungensystem  (7)  durch  Auflösung  folgende 
Form  annimmt: 

(8)  Xa,  =  9ä«.  +  i  ,    "   ^ny   ^ßt  +  l  ^    •  •   ^ßn-y)  Ql  =  1  . .  v) 

(9)  Xß^  =  xlJi  (x^^_^^ ,  .  .  x^^_^)         (1=1,2,..  x) 

wobei  ß^ß^  .  .  ßn—y.  irgend  eine  Anordnung  der  Indices  x  -\-  1,  k  -\-  2, .  .  n 
bedeutet.  Die  Zahl  v  muls  offenbar  mindestens  gleich  1  sein.  Da- 
i,^egen  kann  x  verschwinden;  dann  kommen  die  Gleichungen  (9)  in 
Wegfall  und  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (8)  können  sämtliche 
Variable  Xy,^i  .  .  Xn  enthalten.  Setzt  man  für  die  xä^  ihre  Ausdrücke 
8)  in  die  linke  Seite  von  (3)  ein,  so  müssen  in  dem  entstehenden 
Substitutionsresultat  die  Koeffizienten  aller  Differentiale 

verschwinden,  wenn  das  Gleichungensystem  (6)  ein  Integraläquivalent 
unserer  Pfaff'schen  Gleichung  sein  soll,  d.  h.  die  Relationen  (6)  müssen 
folgende  Gleichungen  umfassen: 
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(10)  p:  +  ^,  Pai  H H  ^  i>«,  =  0     {s==  a,+i  .  .  «;.) 

(11)  ^^^^  +  ..  +  !^^;^,  =  0     (^  =  ^.+i..^_,). 

Die  Gleichungen  (11)  brauchen  nicht  von  einander  unabhängig  zu  sein; 
aber  offenbar  liefern  sie  zusammen  mindestens  eine  Gleichung ,  die 
keine  Folge  von  (10)  ist,  wenn  die  Funktionen  cp^  .  .  cp^  von  den  Va- 
riabein Xy,j^i  .  .  Xn  nicht  vollkommen  unabhängig  sind.  Indem  wir  die 
bisherigen  Resultate  zusammenfassen,  und  von  dem  speziellen  Glei- 
chungensysteme i^i'  =  0,  .  .  jö/  =  0  vorläufig  absehen,  erhalten  wir 
folgende  Sätze: 

Es  sei  X  =  2  A  die  Klasse  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks 

n 

^  zzzz      y^     Q/i  \JütXa   •   .  XfijCl Xi  . 

1 

ferner 

F,df,  +  ■  •  +  F,df, 

eine  Normalform  von  z/,  die  den  Bedingungen  des  Art.  167  genügt. 
Dann  enthält  jedes  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen  Gleichung  z/  =  0, 
das  auf  die  Form: 

(12)  ^i{f^.,n,  F^..F,,x,^^..Xn)  =  0     (i=l,2..)    ■ 

gebracht  werden  kann,  mindestens  A  Gleichungen. 

Jedes  A-gliedrige  Integraläquivalent  dieser  Art  kann  nachstehende 
Form  erhalten: 


(13) 


F,  +  "^^  F«,  +  ^  J^«,  +  .  •  +  ^^  F«,  =  0    (?  ^  «.+1  .  .  «,). 


Darin  ist  v  irgend  eine  Zahl  der  Reihe  1  .  .  A;  die  cc^  ..  a^  be- 
deuten irgend  eine  Permutation  dieser  Zahlen;  endlich  sind  unter  den 
cpi  willkürliche  Funktionen  zu  verstehen. 

Jedes  andere  Integraläquivalent  von  der  Form  (12)  hat  entweder 
folgende  Gestalt 


(14) 


dw  dcp 
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wo  r  eine  Zahl  der  Reihe  0,  1  .  .  n  —  ;c,  ferner  ß^  .  .  ßn—x  irgend 
eine  Anordnung  der  Indices  x  -\-  1  .  .  n,  endlich  die  (phj  i^i  willkürliche 
Funkfcionen  bezeichnen;  oder  es  entsteht  aus  einem  Gleichungensystem 
der  Form  (13)  oder  (14)  durch  Hinzufügung  beliebiger  Relationen 
zwischen  den  Variabeki  Fi^  fij  Xy,j^i  .  .  Xny  die  mit  den  vorhergehenden 
verträglich  sind,  und  mit  ihnen  zusammen  keine  weiteren  Relationen 
zwischen  den  Gröfsen  fi  .  .  fx,  ^x-fi  •  •  ^n  allein  ergeben. 

In  dem  System  (14)  müssen  die  Funktionen  g?A  so  gewählt  werden, 
dafs  die  Gleichungen,  die  in  der  letzten  Zeile  von  (14)  stehen,  keine 
Relationen  in  den  Gröfsen 

allein  liefern.  Schliefsen  wir  also  solche  Systeme  (14),  vermöge  deren 
aUe    Gröfsen   Fa^  .  .  Fa^   und   infolge    dessen    überhaupt    alle    Fi   ver- 


schwinden,   vorläufig    von    der    Betrachtung    aus, 
V  -\-  T  <.n  —  K  in  der  n  —  %  —  t-zeiligen  Matrix: 


so    müssen ,    falls 


it 


>tr  +  l  . 


ßn-y)' 


alle  v-reihigen  Determinanten  identisch  verschwinden. 

187.  In  ganz  analoger  Weise  erledigt  sich  nach  dem  vorigen  § 
die  Frage  nach  den  Integraläquivalenten  für  den  Fall,  dafs  die  Klasse 
von  z/  ungerade  ist,  und  es  ergeben  sich  die  Sätze: 

Ist  die  Klasse  k  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks  z/  gleich  2  k  —  1,  und 
hat  J  die  Normalform 

(15)  df,^F,dnJr--  +  Fx-,dn_, 

die    den   Bedingungen    des    Art.   167   genügen   möge,    so   enthält  jedes 
Integraläquivalent  der  Gleichung  z/  =  0,  das  auf  die  Form : 

(16)  ii,(/;  . .  /■,,  F,  . .  F,_i,  x.,.+,  ..Xn)  =  0        {i  =1,2,.  .) 

gebracht  werden  kann,  mindestens  X  Gleichungen. 

Das  allgemeinste  A-gliedrige  Integraläquivalent  dieser  Art  hat 
die  Form 


(HJ 


f^h  =  ^^A  (fa,.  ^1  .  .  A;.  _  i) 

[0  =  /.;  +  ^  F.,  + 


^/; 


(h=l..v) 

(s  =  av-\-i  .  .  ccx-i). 
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Jedes  andere  Integraläquivalent  (16)  hat  entweder  die  Gestalt: 

h     =  9    {fc^r  +  l  •  •  f-X  -1  ;    ^(^t+l  ■  •  ^l^n-y) 


(18), 


(/i  =  1  .  .  v) 

(Z  =  1  .  .  t) 


1 


j^s  -r  ^f^  J^a,  -Y- 


^  df^  ^" 


+ 


K 

Crp 


(s  =  «,,+1  ..  ax-i) 


oder  es  entsteht  aus  einem  Gleichungensystem  der  Form  (17)  oder 
(18)  durch  Hinzufügung  beliebiger  Relationen  in  fi^  F^  Xy,^i  .  .  Xn,  die 
mit  den  vorhergehenden  verträglich  sind,  und  mit  ihnen  zusammen 
keine  neue  Relation  in  /i  .  .  /i,  ^x+i  •  •  Xn  allein  liefern. 

Die   Funktionen   q)  und  g)^  in  (18)   sind  so'  zu  wählen,    dafs   im 
Falle  V  -\-  r  -j-  1  ^n  —  x  in  der  Matrix 


^9^1  ^9^v      d(p 


(t  =  /3r  +  l;    ßt-\-2    ■  .    ßn-y) 


alle  V  +  1 -reihigen  Determinanten  identisch  verschwinden. 

In  den  Formeln  (17)  (18)  ist  v  eine  Zahl  der  Reihe  1  .  .  A  —  1; 
«1  .  .  a;t_i  bedeuten  eine  Permutation  dieser  Indices;  r  ist  eine  Zahl 
der  Reihe  0,  1  .  .n  —  %,  die  ß^  .  .  ßn—y.  bedeuten  irgend  eine  Anord- 
nung der  Zahlen  x  +  1  .  .  w;  im  Falle  t  =  0  fällt  in  dem  Formel- 
systeme (18)  die  dritte  Zeile  fort;  endlich  sind  9,  (pk,  ipi  arbiträre 
Funktionen. 

188.  Aus  den  in  Art.  186  und  187  ausgesprochenen  Sätzen  ergiebt 
sich  ohne  weiteres  folgendes  Korollar: 

Es  seien  x^x^  .  .  Xn  irgend  n  unabhängige  Veränderliche,  und  21 
eine  Zahl  <  n,  femer 

(19)  ^/(^1^2  ..Xn)  =  0  {i=\,2,..k) 

ein  beliebiges  A-gliedriges  Integraläquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung 

xxj^^dx^  +  xx+^ßx^  +  •  •  +  X2xdxx  =  0, 

so  können  die  Relationen  (19)  stets  auf  eine  Form  gebracht  werden, 
in  der  sie  nur  von  den  Variabein  x^x^  .  .  x^y  nicht  aber  von  x^xj^i  ..Xn 
abhängen. 

Bilden  ferner  die  Gleichungen  (19)  ein  A-gliedriges  Integral- 
äquivalent der  Pfaff'schen  Gleichung 
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clxx  +  xx^idx^  + \-  X2x-idxx-i  =  0     (2X  —  l<n) 

so  können  sie  eine  Form  erhalten,  in  der  sie  nur  von  x-^^x^  .  .  X2x—i, 
nicht  aber  von  X2X  •  ■  ^n  abhängen. 

189.  Aus  den  Ergebnissen  der  Artikel  186  und  187  heben  wir 
noch  das  folgende  heraus:  ,fJede  Pfaff' sehe  Gleiehung  vom  Bange  21 
läfst  sich  durch  X  Relationen  in  x^x^  . .  x^  'befriedigen.^''  Unter  den  A- 
gliedrigen  Integraläquivalenten  der  Pfaff' sehen  Gleichung  z/  =  0  er- 
wähnen wir  noch  besonders  diejenigen,  die  aus  A  Relationen  in  /j/g . .  fi 
allein  bestehen,  also  die  Form 

(20)  U  =  Cu  /;  =  c.  •  •  A  =  c, 

besitzen,  worin  die  Ci  Konstante  bedeuten.  Die  Relationen  (20)  be- 
zeichnen wir  als  „vollständiges^^  Integraläquivalent  oder  als  ein  „voll- 
ständiges Integral"  der  Pfaff 'sehen  Gleichung  (1),  wenn  unter  den  d 
arbiträre  Konstante  verstanden  werden. 

Stellen  die  Relationen  (20)  für  jedes  beliebige  Wertsystem  der 
Konstanten  Ci  ein  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen  Gleichung  z/  =  0 
dar,  so  mufs  z/  augenscheinlich  in  der  Form 


Xf  Qii^l  •  '^n)dfi 


geschrieben  werden  können,  also  ist  der  Rang  der  Gleichung  z/  =  0 
sicher  nicht  gröfser  als  2A  (Art.  119,  3)). 

190.  Wir  behandeln  nunmehr  die  Frage,  ob  sich  jedes  Integral- 
äquivalent der  Pfaff'schen  Gleichung  (1)  in  der  Form  (13)  oder  (14) 
beziehungsweise  (17)  oder  (18)  darstellen  läfst. 

Sollen  die  Gleichungen 

(21)  0i(x,x,  .  .  x:)  =  0        (i=1^2..) 

ein  Integraläquivalent  der  Gleichung  (1)  darstellen,  so  müssen  wir 
nach  einer  Bemerkung  des  Art.  82  die  Existenz  einer  Stelle  x^^x^^  . .  Xn^ 
voraussetzen,  an  der  sowohl  sämtliche  Koeffizienten  a^,  a^^  .  .  a„  unserer 
Pfaff'schen  Gleichung,  als  auch  das  Gleichungensystem  (21)  im  Sinne 
von  Art.  40  regulär  sind.  Wir  setzen  jetzt  überdies  voraus,  dafs  an 
der  genannten  Stelle  nicht  sämtliche  x-reihigen  Determinanten  der  zu 
/J  gehörigen  Matrix 


(A) 


^1      ^2      • 

•  an    1 

0        «12    . 

.  ain 

ani  an2  . 

.0 
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und  auch  nicht  alle  Koeffizienten  ai  verschwinden.  Dann  dürfen  wir, 
ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  annehmen,  dafs  an  der  Stelle 
Xj^  .  .  Xn^  im  Falle  k  =  2  X  die  Pfaff'schen  Aggregate 

P :_    (1,  2,  .  .  2A);  nn,o  --.  (1,  2,  .  .  2A  -  1,  0) 
und  im  Falle  k  =  2X  —  X  die  Pfaff'schen  Aggregate 

P'=  (1,  2, .  .  2A  -  2);  Q  =  (0,l,..2l-  1) 

von  Null  verschieden  sind,  und  es  läfst  sich  jetzt  nach  Art.  167  immer 
eine  Normalform  von  ^  zu  Grunde  legen,  derart,  dafs  die  k  in  ihr 
auftretenden  Funktionen  Fi,  f]  an  der  Stelle  x^^  .  .  Xn^  regulär  sind,  und 
dafs  ihre  nach  x^  .  .  Xy,  genommene  Funktionaldeterminante  daselbst 
nicht  verschwindet.  Betrachten  wir,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  den  Fall 
K  =  2X.     Mittels  der  Formeln 

kann  man  dann  statt  x^  . .  X21  die  neuen  Independenten  f[  .  ..fxF^  .  .  Fx 
in   das  Gleichungensystem   (21)    einführen;   dieses   erhält  so   die   Form 
(12),  und  zwar  sind  diese  Gleichungen  an  der  Stelle 
(22)  p^..flF'>..Flafi^,^,..x: 

regulär,  wenn  wir  mit  fpy  F/^  die  konstanten  Werte  bezeichnen,  die 
die  Funktionen  fi  bezw.  Fi  an  der  Stelle  x^^  .  .  Xn^  annehmen  (Art.  45). 
Das  Gleichungensystem  (21)  kann  sonach  auf  die  Form  (13)  oder  (14) 
gebracht  werden. 

Ist  umgekehrt  ein  Gleichungensystem  (13)  oder  (14)  an  der  Stelle 
(22)  im  Sinne  von  Art.  40  regulär,  so  verwandelt  es  sich,  wenn  die 
Fij  fi  durch  die  betreffenden  Funktionen  der  Xk  ersetzt  werden,  in  ein 
Gleichungensystem  mit  den  Variabein  x^  ,  .  Xny  das  an  der  Stelle 
x^  .  .  Xn  regulär  ist  (Art.  82),  und  die  Pfaff'sche  Gleichung  z/  =  0 
erfüllt. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  wie  man  über  die  willkürlichen  Funktionen 
fphj  fpi  verfügen  mufs,  damit  ein  Relationensystem  (13)  oder  (14)  an 
der  Stelle  (22)  regulär  sei.  Um  dies  z.  B.  für  das  System  (13)  zu 
erreichen,  braucht  man  nur  die  Funktionen 

9Ä(/«r  +  l/«r  +  2  •  •  /  «a) 

so  ZU  wählen,  dafs  sie  an  der  Stelle  /"«J  >  ^  .  •  /"«J  regulär  sind,  daselbst 
bezw.  die  Werte  fal  annehmen,  und  dafs  ihre  ersten  Ableitungen  an 
der  genannten  Stelle  den  Bedingungen 

^'"  +  ©;  ^«;  +  •  •  +  (^)/»;  =  0  (^  =  '^•■+'  ■  •  "'^ 

genügen. 
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Da  ganz  analoge  Betrachtungen  auch  unter  der  Annahme  x  =  2X — 1 
angestellt  werden  können^  so  folgt  der  Satz: 
Befriedigt  das  Gleichungensystem: 

(21)  0;{X,  .  .  Xn)  =  0  (i  =  1,  2  .  .) 

die  Pf  äff' sehe  Gleichung  z/  =  0  und  existirt  eine  Stelle  x-^^  •  •  x^P,  an 
der  dieses  Gleichungensystem  sowie  sämtliche  Koeffizienten  ai  regulär 
sind,  ohne  dafs  alle  %-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (A)  oder  alle 
tti  daselbst  verschtvinden  ^  so  läfst  sich  das  Gleichuncjensystem  (21)  durch 
Einführung  neuer  Variahelen  auf  die  Form  (13)  oder  (14)  beziehungs- 
weise (17)  oder  (18)  bringen. 

Aufser  den  Integraläquivalenten,  die  mit  Hülfe  einer  Normalform 
von  zl  nach  den  Hegeln  der  Art.  186  und  187  bestimmt  werden,  kann 
es  also  nur  noch  solche  geben,  vermöge  deren  entweder  sämtliche  %- 
reihigen  Determinanten  der  Matrix  (A)  oder  alle  Koeffizienten  a^  .  .  an 
verschivi'nden.  Der  letztere  Fall  ist  unter  der  Annahme  %  =  2X  —  1 
als  Spezialfall  in  dem  ersteren  enthalten  und  braucht  also  nur  bei 
geradem  k  besonders  erwähnt  zu  werden. 

Jedes  Integraläquivalent,  welches  einer  der  beiden  zuletzt  genannten 
Kategorien  angehört,  werde  als  ,,singulär"  bezeichnet. 

Die  nichtsingulären  Integraläquivalente  einer  Pfaff'schen  Gleichung 
z/  =  0  können  somit  alle  nach  der  Methode  der  Art.  186  und  187 
gefunden  werden;  doch  darf  man  nicht  erwarten,  dafs  eine  und  dieselbe 
Normalform  von  ^  ausreicht,  um  alle  nichtsingulären  Integraläquivalente 
zu  ermitteln.  Vielmehr  liefert  eine  bestimmte  Normalform  von  z/, 
die  den  Bedingungen  des  Art.  167  genügt,  im  Allgemeinen  nur  die 
Gesamtheit  derjenigen  Integraläquivalente,  die  an  einer  gewissen  Stelle 
Xj^  .  .Xn    im  Sinne  von  Art.  40  regulär  sind. 

191.  Um  alle  singulären  Integraläquivalente  der  Pfaff'schen  Glei- 
chung z/  =  0  zu  finden,  hat  man  bei  geradem  x  zunächst  zu  untersuchen, 
ob  das  Relationensystem 

a^  =  0,  «2  =  0,  .  .  a„  ==  0 

im  Sinne  von  Art.  40  ein  r-gliedriges  (r  <  n)  Gleichungensystem  dar- 
stellt, oder  wenigstens,  ob  es  durch  passende  Umformungen  in  ein 
solches  verwandelt  werden  kann. 

Sodann  bestimme  man  alle  Gleichungensysteme,  die  den  Bedingungen 
des  Art.  40  genügen,  und  vermöge  deren  alle  ;(-reihigen  Determinanten 
der  Matrix  (A)  null  sind.  Es  sei  (21)  ein  s-gliedriges  Gleichungen- 
system dieser  Art,  und  es  existire  eine  Stelle,  an  der  dieses  System 
und  alle  ai  regulär  sind.    Drückt  man  jetzt  mit  Hülfe  von  (21)  s  von 
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den  Gröfsen  Xi  als  Funktionen  der  n  —  s  übrigen  aus  und  substituirt 
die  erhaltenen  Werte  in  z/,  so  entsteht  ein  Pfaif 'scher  Ausdruck  z/' 
mit  n  —  s  Variabein.  Verschwinden  alle  Koeffizienten  von  z/'  identisch, 
so  ist  (21)  ein  Integraläquivalent,  und  man  erhält  weitere  Integral- 
äquivalente durch  Hinzufügung  beliebiger,  mit  den  vorigen  verträg- 
licher Relationen  in  den  Xi.  Andernfalls  suche  man  das  allgemeinste 
Relationensystem,  das  z/'  =  0  befriedigt,  und  füge  es  zu  den  Glei- 
chungen (21)  hinzu.  Es  ist  dabei  zu  bemerken,  dafs  die  Gleichung 
z/'  =^  0  selbst  wiederum  singulare  Integrale  besitzen  kann. 

Eine  gegebene  Pfaff'sche  Gleichung  braucht  nicht  notwendig  singu- 
lare Integraläquivalente  zu  besitzen,  d.  h.  es  braucht  nicht  notwendig 
ein  Gleichungensystem  (21)  von  der  Beschaffenheit  zu  geben,  dafs  das 
Gleichungensystem  selbst  und  alle  a/  an  einer  gewissen  Stelle  x^ . .  x,!^ 
regulär  sind,  und  dafs  vermöge  (21)  alle  x-reihigen  Determinanten  von 
(A)  oder  alle  a,-  verschwinden.  Wählt  man  beispielsweise  unter  der 
Annahme  eines  geraden  n  die  Funktionen  a^a^  .  .  an  ganz  beliebig,  so 
läfst  sich,  wie  man  leicht  erkennt,  durch  Integration  einer  nicht  ho- 
mogenen, linearen  partiellen  Differentialgleichung  mit  den  Independenten 
x^  .  .  Xa  und  der  unbekannten  Funktion  a^  diese  letztere  so  bestimmen, 
dafs  das  Pfaff'sche  Aggregat 

(1,2,..«) 

den  Wert  1  erhält.  Hat  man  noch  etwa  dg  ^  1  gewählt,  so  besitzt 
die  Pfaff'sche  Gleichung  z/  =  0  keine  singulären  Integrale. 

Ist  die  Klasse  %  eines  Pfaff 'sehen  Ausdrucks  z/  gleich  2A  oder 
gleich  2A — -  1,  d.  h.  ist  21  der  Bang  der  Pfaff' sehen  Gleiehung  (1), 
so  ist  jedes  Integraläquivalente  das  weniger  als  k  Gleichungen  enthält, 
nottvendig  singulär. 

Es  kann  vorkommen,  dafs  ein  bedingungsloser  Ausdruck  z/  in  n 
Variabein  durch  eine  einzige  Relation  zwischen  den  Xi  annullirt  wird; 
diese  Relation  ist  dann  notwendig  ein  singuläres  Integraläquivalent 
der  Pfaff'schen  Gleichung  z/  ==  0.  So  wird  die  Gleichung  (1)  z.  B. 
durch  die  Relation  x-^  =  0  befriedigt,  wenn  die  Koeffizienten  a^j  a^,  ..  an 
die  folgende  Form  haben 

X^O^yX^X^  -  .  XnJe    •  •    XiOfi\X^  .  .  Xfi) 

und  wenn  die  Funktionen  %,  63,  .  .  bn  an  einer  gewissen  Stelle 
0,  x^^  .  .  Xn^  alle  regulär  sind. 

192.  Im  Falle  %  =  2X  haben  wir  noch  diejenigen  Gleichungen- 
systeme zu  betrachten,  die  sämtliche  Relationen  der  Form 

(22)  i\  =  0,  i^2  =  0,  . .  i^.  =  0 


I 
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enthalten.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dafs  diese  Relationen  im  all- 
gemeinen kein  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen  Gleichung  z/  =  0 
liefern.  Zunächst  nämlich  braucht  es  überhaupt  kein  Wertsystem 
x^  .  .  Xn^  zu  geben,  für  welches  alle  F^  verschwinden;  man  denke  z.  B. 
an  die  Annahme  F^  i :=  er^K  Nehmen  wir  aber  an,  es  gebe  ein  solches 
Wertsystem,  und  es  lasse  sich  das  Gleichungensystem  (22)  auf  eine 
Form  bringen,  in  der  es  an  der  Stelle  x^^  .  .  x,P  im  Sinne  von  Art.  40 
regulär  ist,  dann  giebt  es  notwendig  oo"—^  Wertsysteme  von  derselben 
Beschaffenheit.  Wären  nun  alle  Funktionen  a^,  a^,  ..  a„,  f^'.fi  an 
der  Stelle  x^  .  .  Xn^  regulär,  so  würde  aus  den  Identitäten 

(23)  „,.^i.^!|+..+ir,^^        {i=i..n) 

folgen,  dafs  alle  Funktionen  ai  an  den  oo^—^  NuUstellen  der  Funktionen 
F^  .  .  Fx  gleichfalls  verschwinden,  und  die  Gleichungen  (22)  bilden  so- 
nach ein  singuläres  Integraläquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung  (1), 
das  andrerseits  auch  ohne  jede  Integration  in  der  Form  a^  =  0  . .  a„  =  0 
erhalten  wird.  Es  ist  aber  klar,  dafs  n  Funktionen  ai  nur  unter  be- 
sondern Voraussetzungen  oo^—^  gemeinsame  Nullstellen  haben  können, 
dafs  also  im  allgemeinen  entweder  die  Relationen  (22)  kein  A-gliedriges 
Gleichungensystem  im  Sinne  von  Art.  40  darstellen,  oder  aber,  faUs 
dies  dennoch  der  Fall  sein  soUte,  dafs  dann  an  einer  Stelle  x-^  .  .  Xn, 
an  der  das  Gleichungensystem  (22)  und  alle  a,-  regulär  sind,  nicht 
auch  sämtliche  Funktionen  f^  .  .  fx  der  Normalform  regulär  sein  werden; 
dann  aber  läfst  sich  aus  den  Identitäten  (23)  nicht  mehr  schliefsen, 
dals  die  Relationen  (22)  die  Pfaff'sche  Gleichung  ^  =  0  befriedigen. 
Ist  X  =  2,  so  führt  diese  Erörterung  zu  der  aus  der  Theorie  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  bekannten  Thatsache,  dafs  eine 
Differentialgleichung 

M(xy)dx  +  N{xy)dy  =  0, 

deren  linke  Seite  mittels  der  allgemeinen  Integralgleichung  ta  =  c  in 
der  Form 

Mdx  +  Ndy  ^  Q(xy)dG}(xy) 

dargestellt  wird,  durch  die  Relation  ^  =  0  im  Allgemeinen  nicht  er- 
füllt wird. 

Analoge  Bemerkungen  gelten  übrigens  auch  für  alle  diejenigen 
Integraläquivalente  (13),  (14)  bezw.  (17),  (18),  an  denen  eine  oder 
mehrere  Relationen  der  Form  Fi  =  0  beteiligt  sind. 
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Kapitel  VIIL 
Berührungstransformationen  und  äquivalente  Normalformen. 

§  1.     Berührungstransformationen.^) 

193.  Die  Pfaff'sche  Gleichung 

(1)  dz  —  i\dx-^  —  p^dx^  —  •  •  — PmdXm  =  0 
mit  den  2  m  -f-  1  unabhängigen  Veränderlichen 

(2)  0,Xi..  Xm,  Pi  .  .p,n 

liegt  bereits  in  reduzirter  Form  vor;  ihr  Rang  ist  gleich  27h  -{-  2. 
Nach  Kap.  IV  besitzt  die  Gleichung  (1)  unbegrenzt  viele  andere  reduzirte 
Formen  mit  m  +  1  Differentialelementen.     Es  sei 

(3)  dZ  —  P,dX,  —  P^dX^ P„,dXm  =  0 

eine  solche  Form.  Dann  wissen  wir  aus  Art.  118,  dafs  die  Funktionen 
Z,  Xi,  Pi  hinsichtlich  der  2m  +  1  Variabein  (2)  von  einander  unab- 
hängig sind,  dafs  sich  also  die  Formeln 

■  /  =^  Z  (Z,X^..  Xmj  Pi  .  .  Pm) 

(4)  Xi    =  Xi{ß,  X^  .  .Xm,  Pi  .  -Pm)  (i=l  .  .  m) 

pl  ==  Pi{z,  x^  .  .  Xm,  pi  .  .  Pm)         (i  =  1  .  .  m) 
folgendermafsen  auflösen  lassen: 

■  Z.=  Z  (/,  X^  .  .  Xm,   vi  •  -Pm) 

(5)  Xi  =  Xi(/,  x^  . .  Xm,  Pl  •  .  Pn)       {i=l  .'  m) 
Pl  ==  Pi(z,  X^  .  .  Xm,  p^  .  .p,n)        (^  =  1  .  .  m). 

Die  Gleichungen  (4)  definiren  sonach  eine  Transformation  der  2m  +  1 
Variabein  (2),  vermöge  deren  sich  die  Pfaff'sche  Gleichung  (1)  in  eine 
Gleichung  derselben  Form 

d/  — p^dx^  —  •  •  — PmdXm  =  0 

verwandelt,  d.  h.  es  existirt  eine  nicht  identisch  verschwindende  Funktion 

6{z,Xj^  .  .Xm,  Pl  .  .Pm) 

von  der  Eigenschaft,  dafs  vermöge  (4)  folgende  Identität  besteht 

(6)  dz  —  p^dXj^  —  • PmdXm  ^  0{dz  —  p^dx^  —  •  •  —  PmdXm) 


1)  Lie  II,  1,  Abteilung. 


I 
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dafs  also  die  Koeffizienten  der  Difi'erentiale  dz,  dxi,  dpi  beiderseits 
gleich  werden,  wenn  man  die  z  x-'  'pl  durch  ihre  Ausdrücke  (4)  ersetzt. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs  sich  die  allgemeinste  Transformation 
(4)  dieser  Eigenschaft  ohne  Integration  bestimmen  läfst,  m.  a.  W.  dafs 
man  die  allgemeinste  reduzirte  Form  (3)  der  Pfaff'schen  Gleichung  (1) 
durch  blofse  Differentiationen  und  Eliminationen  ermitteln  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  —  ql  statt  a'pl  und  —  Qi  statt 
<jP/,  und  betrachten  die  Pfaff'sche  Gleichung 

(7)  dz  —  "p^dx^  —  •  •  —  Pmdxnt  —  (5 dz  —  q^dx-^  —  •  •  —  qmdxni  =  0 

worin  die  Am  -f-  3  Gröfsen 

[öj  Zj  X^  .  .  Xniy    Z  y  X-^    .  .  Xmy    ^)  Pi  •  •  Pm.)    Qi    •  •  ^m 

für  den  Augenblick  als  ebensoviele.  unabhängige  Veränderliche  be- 
trachtet werden  sollen.  Damit  nun  vermöge  der  Transformation  (4) 
die  Identität  (6)  bestehe,  mufs  das  Relationensystem 

/  =  Z(z,  x^  .  .  p,n)'^  x!  =  Xi(z,  x^ .  .  p,n)     (^  =  1  .  .  m) 


(9) 

^  ö  =  ö{z,x^.  .  p,,)'^  g/  =  Qi  {Zy  x^  ..p,n)     (^  =  1  .  .  m) 

ein  Integraläquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung  (7)  bilden.  Umgekehrt, 
ist  letzteres  der  Fall,  und  kann  man  das  System  (9)  nach  Zy  X-^  .  .  p,n,  0 
auflösen,  verschwindet  ferner  die  Funktion  6{Zy  x^  .  .  pm)  nicht  identisch, 

so  liefern  die  Relationen  (4),  wenn  darin  —  Pi^  —  Qi  gesetzt    wird, 

eine  Transformation  der  gewünschten  Beschaffenheit. 

Es    entsteht    demnach    die   Aufgabe,    das  allgemeinste   Relationne- 
system  zwischen  den  4m  -{-  3  Variabein  (8)  zu  bestimmen,  welches 

1)  aus  2  m  -\-  2  Gleichungen  besteht  und  die  Pfaff'sche  Gleichung 
(7)  erfüllt; 

2)  ebensowohl  nach  den  Gröfsen 


als  auch  nach  den  Gröfsen 

Z,  Xj^  .  .  Xrn  f  Pi  '  '  Pm  j  Ö' 

auflösbar  ist; 

3)  die  Relation  6  =  0  nicht  zur  Folge  hat. 

194.  Das  allgemeinste  2  m  -\-  2-gliedrige  Integraläquivalent  der 
Pfaff''schen  Gleichung  (7)  entsteht  nach  Art.  174,  indem  man  zu  q-\-l 
Relationen  der  Form 

(10)  ^i(z,  x^  .  .  x,a\  z,  x^  . .  x'n)  =  0     (^  =  1,  2, .  .  g  +  1) 

diejenigen  2m  -\-  1  —  q  Gleichungen  hinzufügt,   die   sich  durch  Elimi- 
nation der  Aa  aus  den  Relationen 

V.  Weber,  Daa  Pfaffscho  Problem,  17 
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(11)         i  =  A^_'  +  ..  +  A,+,^ 

(12)  _«  =  A,-^  +  ..  +  X,+.-^ 

(13)  _^,.  =  A,g^  +  ..  +  A,+,-^        (Ä=l..m) 

(14)  _g;=A.g^^!  +  ..  +  A,+i^^         ih=l..m) 

ergeben;    die  Sli  sind  dabei   vorläufig  nur  der  einen  Bedingung  unter-  1 

worfen,   dafs  sich  die  Gleichungen  (10)   nach  0  und  nach   q  von  den 

Variabein  x^  .  .  Xm,  /,  ^1'  .  •  Xm  auflösen  lassen. 

Die  obige  Bedingung  2)  läfst  sich  jetzt  so  aussprechen: 

Die  2m  -{-  q  -\-  i^  Relationen  (10)  bis  (14)  sollen  ebensowohl  nach 

den  Variabein 

(15)  /,  x^  .  .  x'm,  0,  g/  .  .  q'my  Ai,  A2,  .  .  Aj+i 
als  auch  nach  den  Variabein 

(16)  Z,X^.  .  Xm,  C,  l\  .  .  Pm,  Ai,  A2,  .  .  A5  +  1 

auflösbar  sein.     Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

also  z.  B.: 

?Z=  Va  ^-      ^'^    =  Va      ^'^'     etc 

so  schreibt  sich  das  Gleichungensystem  (10)  bis  (14)  so: 

(10)  i^l  =  o,  ..  5^,+l==o 

(17)  ^-1  =  0,    |^+^,  =  0         (/.  =  l..m) 

(18)  ^  +  ^  =  0 

(19)  15  +  g/  =  0 

und   der  erste  Teil   obiger  Bedingung  kommt   darauf  hinaus,   dafs  die 
Gleichungen  (10)  (17)  für  sich  genommen  nach  den  Variabein 

Z,    X-^^    .  .  Xfn  j       Aj  .  .  A(^_|-i 

auflösbar  seien,  dafs  also  die  nach  diesen  Gröfsen  genommene  Funktional- 
determinante ihrer  linken  Seiten  nicht  vermC^ge  (10)  (17)  verschwinde.'^i 
Die  genannte  Funktionaldeterminante  hat  nun  die  Form: 


inde.^J 


[11)4] 
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(20) 


dz' 

dSl^ 

dx; 

dSl^ 

0      . 

'           0 

dz 

dx; 

0     . 

.       0 

c'W 

d^w 

d^W 

dst. 

^^.+1 

dzdz' 

dzdx; 

dzdx'^ 

dz 

dz 

dx^dz 

d^W 

dxjx'^ 

d-'w 

d^. 

sie  ist  demnach  eine  ganzrationale  homogene  Funktion  ^(A^ ..  ^q^i)  Vom 
Grade  m  —  q  in  den  Variabein  A^Ag  ..  Aj-j-i;  die  Koeffizienten  von  0 
sind  gewisse  Funktionen  der  Veränderlichen  /x^  .  .  x^n^x^  . .  x^- 

Die  Gleichungen  (10)  bis  (14)  sind  also  dann  und  nur  dann  hin- 
sichtlich der  2m  +  9'  +  3  Variabein  (15)  auflösbar,  wenn  der  Aus- 
druck 0(Ai  . .  A54.1)  vermöge  des  genannten  Gleichungensystems  nicht 
nuU  ist.  Da  nun  O  die  Variabein  ^i^  g/,  G  gar  nicht  enthält,  so  ist 
die  eben  genannte  Bedingung  damit  äquivalent,  dafs  O  vermöge  der 
Gleichungen  (10)  (11)  nicht  verschwinde. 

Dazu,  ist  nun  nicht  nur  notwendig,  sondern  auch  hinreichend,  dafs 
vermöge  der  Gleichungen  (10)  nicht  alle  Koeffizienten  von  den  in  0 
auftretenden  Potenzen  und  PotenzproduMen  der  Xi  null  sind. 

Um  dies  zu  zeigen,  haben  wir  offenbar  nur  nachzuweisen,  dafs 
die  ganzrationale  Funktion  0,  falls  sie  infolge  der  Gleichungen  (10) 
(11)  verschwindet,  schon  auf  Grund  der  Gleichungen  (10)  allein  iden- 
tisch null  ist,  d.  h.  lauter  vermöge  (10)  verschwindende  Koeffizienten 
besitzt. 

Es  sei  z^ij  z'x[  ein  Wertsystem,  das  die   Gleichungen  (10)  er- 

dSl. 
fällt,  und  für  welches  die  Ableitungen  -^  bezw.  in  die  nicht  sämt- 
lich verschwindenden  Konstanten  «/,  ferner  die  Funktion  ^(A^  .  .  A^+i) 
in  0(Ai  ..  A^-f-i)  übergehen  möge;  O  ist  also  eine  ganzrationale  homo- 
gene Funktion  der  A,-  vom  Grade  m  —  q  und  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten. Der  Voraussetzung  nach  verschwindet  Q  für  jedes  Wert- 
system Ai  .  .  Aj-j-i,  das  die  Relation 

(21)  «lAi  H [- «'?+iA^+i  =  1 

erfüllt.     Ist  dann  AJ  .  .  AJ^^  ein  Wertsystem,  das  die  Relation 


(22) 


1     1      I  I         7-f-l     (/+1 


nicht  befriedigt,  so  kann  man  eine  nicht  verschwindende  Konstante   ^ 

17* 
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derart  bestimmen,  dafs  die  ^  +  1  Gröfsen  A,-  =  yi^XP  der  Gleichung  (21) 
genügen;  dann  ist  aber  der  Voraussetzung  nach 

d.  b.  es  ist  ^(A^^  .  .)  =  0,  mit  andern  Worten:  die  Funktion  O  ver- 
schwindet auch  für  jedes  Wertsystem  AJ  .  .  ^\^,  das  die  Gleichung  (22) 
nicht  befriedigt,  ist  also  überhaupt  identisch  null,  was  zu  zeigen  war. 

Aus  der  Thatsache,  dafs  die  Determinante  O  hinsichtlich  der  beiden 
Variabeingruppen  zx^  .  .  Xm  nnd  /  .  .  x,n  vollkommen  symmetrisch  ist, 
oder  auch  durch  direkte  Überlegung  folgt  nunmehr  sofort,  dafs  das 
Gleichungensystem  (10)  bis  (14)  auch  nach  den  Gröfsen  (16)  aufgelöst 
werden  kann,  falls  für  Q  obige  Bedingung  erfüllt  ist.  Den  Ausdruck 
für  6  erhält  man  aus  (12),  wenn  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
die  Gröfsen  A,:,  z,  Xk  durch  ihre  aus  (10)  (11)  (14)  folgenden  Ausdrücke 
in  z  Xi  ql  ersetzt  werden,  und  es  ist  klar,  dafs  die  so  erhaltene  Funktion 
6  nicht  identisch  verschwinden  kann. 

Andernfalls  hätte  man  nämlich  wegen  (7)  eine  Identität  der  Form: 

dz—p^dx^ PmdXm  ^  q.idx^  +  •  •  +  gtmdXm 

worin  die  q^l  xl  die  durch  das  System  (10) — (14)  definirten  Funktionen 
der  Variabein  zx^  .  . pm  bedeuten;  eine  solche  Identität  aber  ist  un- 
möglich, da  nach  Art.  119  ein  bedingungsloser  Pfaff 'scher  Ausdruck 
in  2  m  -\-  \  Variabein  nicht  auf  eine  Form  mit  weniger  als  m  -\-  1 
Differentialelementen  gebracht  werden  kann. 

Die  Bedingung,  die  wir  oben  der  Funktion  0{X^'.  .  Xqj^i)  auf- 
erlegten, hat  u.  a.  zur  Folge,  dafs  in  keiner  der  beiden  Funktional- 
matrices 


(23) 


a«! 

aß, 

a^i 

dSl^ 

dSl^ 

8Sl, 

a« 

8^, 

2*™ 

dz 

dx( 

^^< 

2ß,  +  i 

a«! 

7 

^^+1 

^^.+1 

^^.  +  t 

dz 

dz 

ex; 

^< 

alle  q  -\-  1-reihigen  Determinanten  vermöge  (10)  verschwinden  können; 
andernfalls  wäre  nämlich  die  Determinante  (20)  offenbar  vermöge  (10) 
identisch  null.  Ferner  können  in  keiner  der  beiden  Matrices  (23)  alle 
Elemente  derselben  Spalte  vermöge  (10)  null  sein;  dies  folgt  unmittel- 
bar aus  dem  System  (11) — (14),  wenn  man  bedenkt,  dafs  keine  der 
Relationen  (j  =  0,  pi  =  0,  q/  =  0  eine  Folge  dieses  Systems  sein  kann. 
Man  schliefst  hieraus  leicht,  dafs  die  Relationen  (10)  einerseits  nach  z 
und  nach  q  von  den  Variabein  ^,,  andererseits  auch  nach  /  und  nach 
q  von    den  Variabein  x/  auflösbar   sein  müssen.     Ferner  erkennt  man. 
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dafs  diese  Gleichungen  auch  nach  x^  und  nach  g  von  den  Variabehi 
z  j  x^  .  .  Xm ;  und  ebenso  nach  'x{  und  nach  g  von  den  Variabein 
/,  x^  .  .  Xm  auflösbar  sind,  wo  Je  einen  beliebig  gewählten  Index  der 
Reihe  1  .  .  m  bedeutet. 

Dies  sind  indes  nur  notwendige,  nicht  aber  hinreichende  Bedingungen 
dafür,  dafs  0  vermöge  (10)  nicht  identisch  null  sei;  sie  können  z.  B. 
alle  erfüllt  sein,  wenn  die  Sli  ganze,  lineare  Funktionen  der  2m -\- 2 
Variabein  «s^,  ic^  .  .  Xm,  /;  ^i  •  •  Xm  bedeuten,  während  in  diesem  Fall  die 
Funktion  0  für  q  <^m  stets  verschwindet. 

195.  Indem  wir  alle  bisherigen  Resultate  zusammenfassen,  und 
die  Bezeichnungsweise  modifiziren,  erhalten  wir  das  folgende  funda- 
mentale Theorem: 

„Z)^e  allgemeinste  Transformation 

Z    =  Z  (^,  X^  .  .  Xm^   Pi  .  .prn) 

(4)  x/  =  Xi{z,  x^  .  .  x^,^  i\  .  .  i9 J         (i  =  1  .  .  m) 

pl  =  P/(^,  ^1  .  .  X,n^  pi  .  .  p,n)  (^  =   1   .  .  m), 

vermöge  deren  für  jedes  beliebige  Wertsystem  der  Variabein  z,  x^^  . .  pm 
und  ihrer  Differentiale  eine  Identität  der  Form 

(24)  dz—p^dx^ pmdXm^^Q{z,x^  ..p„)  (dz—p^dx^ — ..  — Pm^^m) 

stattfindet,  wird  folgendermafsen  erhalten: 

Man  wähle  eine  Zahl  q  der  Beihe  0,  1  .  .  m  und  q  -{-  1  beliebige 
Gleichungen  der  Form 

(10)  ai{z,  X^  .  .  Xm,   Z,  X^  .  .Xm)  =  0         (i  =  1,  2,  .  .  ^  +  1), 

füge  diejenigen  2  m  —  q  Eelationen  hinzu,  welche  aus  den  Gleichungen 
'-^    da  '-^    dsi. 


^   '  dz  ji-i   '  d^ 


(25)        -i'A-,+1     -„  ;    -P,:=  ,Xi    ,„       (Ä=l..m) 


1  1 


hervorgehen,  indem  man  daraus  die  Verhältnisse  der  li  eliminirt,  und 
löse  das  so  gewonnene  2  m  -\-  1-gliedrige  Gleichungensystem  nach  den 
Variabdn  z ,  x^  . . p'm  in  der  Form  (4)  auf.  Damit  diese  Auflösung 
möglich  sei,  haben  die  Sl;  nur  der  einen  Bedingung  zu  geniigen,  dafs 
nicht  sämtliche  Koeffizienten  einer  gewissen  ganz -rationalen  homogenen 
Funhtion  cD(A^  .  .  A^+i)  vom  Grade  m  —  q  in  den  Variabein  Xi  vermöge 
der  Gleichungen  ii,-  =--  0  null  sind,  und  das  Formelnsystem  (4)  ist  dann 
auch  nach  z,x^  .  .  pm  auflösbar,  stellt  also  wirklich  eine  Transformation 
dieser  2m  +  1    Variabdn  dar. 
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Sind  die  Funktionen  Z^  X,-,  P^-  bestimmt,  so  ergiebt  sich  die  in 
der  Identität  (24)  auftretende  Funktion  q  aus  der  Gleichung 

_dZ         p   ^^1  _  p    ^i 

^—  'dz~  ^^    dz          "        -^"^    dz    ' 

Eine  Transformation  der  Form  (4),  vermöge  deren  eine  Identität  (24) 
besteht,  heifst  eine  ,jBerührungstransformation'^  der  2m  +  1  Variabein 

oder  auch  „eine  Berührungstransformation  des  Raums  Rrn-{-i(^,  x^ .  .Xnif^ 
Aus  Art.  118  folgt  ohne  weiteres: 

„Besteht  vermöge  der  Formeln  (4)  eine  Identität  der  Form  (24),  in 
der  die  Funktion  q  nicht  identisch  verschwindet,  so  sind  die  Funktionen 
Zj  Xij  Fi  von  einander  unabhängig ^  also  definiren  die  Gleichungen  (4) 
eine  Berührungstransformation  der  2m  +  1    Variahein  z  .  .2'>m-^' 

196.  Aus  der  Definition  der  Berührungstransformationen  folgt  sofort: 

Ist  die  Variaheintransformation  (4)  eine  Berührungstransformation, 
so  ist  auch  die  dazu  inverse  Transformation  (5)  eine  Berührungstrans- 
formation. 

Es  mögen  ferner  die  Gleichungen 

(26)  z'  =  Z\z\  x^  .  .p^\  xl'  =  X;(z  .  .i?™);  pl'  =  P;{s  .  .prl) 

eine  beliebige  Berührungstransformation  der  2m-\-l  Variabein  z  ..p^„ 
definiren. 

Durch  Elimination  dieser  Gröfsen  aus  (4)  und  {^^  erhalte  man 
die  Formeln 

(27)  /'=  1(Z,  X^  .  .  Pm)',    X['=  li{z,  .  .  p,n)',  p['=  7Ci(z,  .  .  Pm). 

Vermöge  der  Formeln  (26)  besteht  nun  der  Voraussetzung  nach 
eine  Identität  der  Form 

(28)  dz"  —p^' dx^' 2^mdXm^'-Q'{z'-pn^{dz — p^'dx^' Pmdxm). 

Indem  man  die  Variabein  z  xlpl  durch  ihre  Ausdrücke  (4)  ersetzt, 
verwandle  sich  das  Produkt  qq  in  die  Funktion  (?(^,  ..^^);  aus  der 
Vergleichung  der  Identitäten  (24)  (28)  folgt  jetzt  sofort,  dafs  vermöge 
der  Formeln  (27)  die  Identität: 

dz" p^'  dx^ ' pin  dx'm  ^E  6  (z,  X^  •  -pm)  {dz p^  dx^ Pnt  dx„) 


besteht,  dafs  also  die  Formeln  (27)  ebenfalls  eine  Berührungstrans- 
formation definiren.  Dieser  Thatsache  geben  wir  dadurch  Ausdruck, 
dafs  wir  sagen: 
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^,Zwei  Berührungstransformationen  des  Rm+i(2^  ..  x,,^  liefern,  hinter- 
einander ausgeiiht,  ivieder  eine  Berührimgstransformation  des  Rm-^i." 

197.  Deuten  wir  die  2m  -\-  1  Yariabeln  ^x^  .  .  pm  wie  in  Art.  176 
als  Elementkoordinaten  des  i^m+i,  so  können  wir  das  Wertsystem 
2  x^  . .  Pm,  welches  die  Berührungstransformation  (4)  dem  Flächenelement 

Z,  X-^  .  .  XmPi  '  •  Pm 

zuordnet,  entweder  gleichfalls  als  Koordinaten  eines  Flächenelements 
des  Bni-\-i,  oder  aber  als  Elementkoordinaten  in  einem  andern  Raum 
R^^i^zx^'  .  .  Xjn)  deuten.  Indem  wir  der  letzteren  Auffassungsweise 
den  Vorzug  geben,  erkennen  wir  aus  der  Identität  (24)  unmittelbar, 
dafs  jede  Berührungstransformation  (4)  irgend  zwei  benachbarte,  ver- 
einigt liegende  Flächenelemente  des  JRm+i  wiederum  in  zwei  benach- 
barte, vereinigt  liegende  Flächenelemente  des  B^+i  überführt,  und  dafs 
auch  umgekehrt  diese  Eigenschaft  für  die  Berührungstransformationen 
charakteristisch  ist. 

Ferner  ergiebt  sich  ohne  weiteres,  dafs  jedes  s-gliedrige  Glei- 
chungensystem 

0i{z,  X^  .  .  X,nPi  .  .  Prn)  =  0  (^  =  1,  2,  .  .  S) 

welches  die  Pf  äff 'sehe  Gleichung 

dz  — p^dx^ PmdXm  =  0 

befriedigt,  vermöge  (4)  in  ein  s-gliedriges  Gleichungensystem 

^/(/,  x^ . .  x^,  p/ . .  jp^;)  =  0       {i  =  i .  ,s) 

übergeführt  wird,  welches  die  Pfaff'sche  Gleichung 
dz—p^dx^ Pmdx'm  =  0 

erfüllt,  m.  a.  W.:  dafs  jede  Element- Jf,,  des  Bm+i  vermöge  (4)  in  eine 
Element- Jf^  des  i^w-f-i,  insbesondere  also  jede  Element  Jf^n  des  JRm+i 
in  eine  Element- Jf^  des  i?m-t-i  übergeführt  wird. 

Anm.  Man  zeigt  auch  umgekehrt  leicht^),  dafs  eine  Transformation 
(4),  die  jede  Element-iHf^  wieder  in  eine  solche  verwandelt,  eine  Berührungs- 
transformation ist,  dafs  also  die  eben  genannte  Eigenschaft  für  die  Be- 
rührungstransformationen charakteristisch  ist. 

Insbesondere  folgt  aus  der  Betrachtung  der  Gleichungen  (10)  (25) 
leicht  die  folgende  Thatsache: 

Vermöge  der  Berührungstransformation  (4),  die  durch  Elimination 
der  Xi  aus  (10)  (25)  erhalten  wird,  verwandelt  sich  die  Element- Jf,„, 
deren  Flächenelemente  alle  denselben  Punkt  zx^  .  .  x^  enthalten,  in  eine 


1)  Lie  II  p.    58, 
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Element- 3/„4  des  Raums  Ilm-\-ij  die  sich  an  eine  gewisse  m  —  g-fach 
ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit  {lim—q  anschliefst;  diese  fi„'t_j  wird 
definirt  durch  die  Gleichungen  (10),  wenn  darin  zx^  .  .  Xm  als  Konstante 
betrachtet  werden.  Ebenso  geht  vermöge  (4)  jede  Element-Jf„j  des 
Iim-\-iy  deren  Flächenelemente  alle  denselben  Raumpunkt  zx  .  .  x^  ent- 
halten, in  eine  Element- Jf„j  des  JR^^-j-i  über,  deren  zugehörige  Punkt- 
mannigfaltigkeit m  —  g'-fach  ausgedehnt  ist  und  durch  (10)  dargestellt 
wird,  wenn  z  .  .  x'm  als  Konstante  gelten.  Wir  wollen  diesen  Sach- 
verhalt kurz  so  ausdrücken: 

Die  Berührungstransformation  (4)  verwandelt  den  Punkt  zx^  .  .  x„i 
in  die  durch  (10)  definirte  Punkt-^„j_j  des  jRm  +  i,  und  umgekehrt  den 
Raumpunkt  z'x^  .  .  Xm  des  jRm+i  in  die  durch  (10)  dargestellte  ^m—g 
des  Raums  Rm-\-i. 

Aus  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich  für  die  Bedingung,  die  wir  in 
Art.  194  der  Funktion  0(A^  .  .  Iq-^i)  auferlegten,  eine  einfache  begriffliche 
Deutung.-^)  Offenbar  liefern  nämlich  die  Relationen  (lO)  (25)  nur  dann, 
aber  auch  stets  dann  eine  Transformation  (4),  wenn  sich  aus  ihnen  die 
Yariabeln  0' x^'  .  .  Pm  ,  l^  .  .  Xq^i  nicht  eliminiren  lassen,  d.  h.  wenn  aus 
ihnen  keine  Relation  der  Form 

(29)  ^(z,x^..ormlh..Pm)  =  0 

folgt.  Damit  also  die  Gleichungen  (lO)  wirklich  zu  einer  Berührungs- 
transformation (4)  Anlafs  geben,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die 
m  -\-  1-fach  unendlich  vielen  Element-M^  des  Bm^i^  die  sich  bez.  an  die 
m  +  1-fach  unendlich  vielen,  durch  (10)  dargestellten  Punktmannigfaltig- 
keiten ^m—q  des  Rm+i  anschliefsen,  nicht  alle  einer  und  derselben  Relation 

(29)  genügen,  m.  a.  W.  dafs  die  genannten  cx)'^*+^  Elementvereine  zusam- 
mengenommen sämtUcJie  00^'"+^  Flächenelemente  des  Baums  i^m+i  umfassen. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  genügen  auch  alle  diejenigen  Element- 
Mm  des  i?w-fi,  die  sich  bez.  an  die  durch  (10)  definirten  Fui\kt-(i,u—q  des 
Bm^i  anschliefsen,  nicht  einer  und  derselben  Gleichung 

d.  h.  die  Variabein  z,  x^  .  .  x^^  p^  .  .  2^m,  l-^^  .  .  Iq^i  lassen  sich  aus  (lO) 
(25)  nicht  eliminiren. 

198.  Die  Berührungstransformationen  des  Rm-{-i  zerfallen  nach  dem 
Vorigen  in  m  -f-  1  verschiedene  Kategorien,  je  nachdem  die  Zahl  q-\-l 
gleich  1,  2,  .  .  M,  m  -\-  1  gewählt  wird.  Eine  Transformation  der 
ersten  Kategorie  verwandelt  darnach  'jeden  Punkt  zx-^^  .  .  x,n,  des  J?m+i 
in  eine  im  R,n-i-i  gelegene  Fläche 

(30)  SI(Z,  X^  .  .  X.„,^    Z,  X^  .  .  Xrn)  =  0, 


1)  Lie  II  p.  166  f. 
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präziser  ausgedrückt:  jedes  Flächenelement  des  jRm+i,  zu  dem  der 
Punkt  z  .  .  Xm  gehört,  in  ein  Flächenelement  z  .  .pm,  das  sich  an  die 
Fläche  (30)  anschliefst,  und  umgekehrt,  jeden  Punkt  z  .  .  x^  des  Itm+\ 
in  eine  Fläche  (30)  des  Raums  i?„j_|_i.  Die  Transformationen  (4)  der 
m  +  1*®''  Kategorie  entstehen  aus  einem  m  -\-  1-gliedrigen  Gleichungen- 
systeme 

(31)  ^i{zX^  .  .  XmZX^    .  .Xm)  =  0  (i  =  1  . .  m  +  1). 

Die  Determinante  (20)  ist  jetzt  identisch  mit  dem  Produkt  der  beiden 
Funktionaldeterminanten 

\JS,    X^     .  .  Xm         /  \Z    X^'   .  .  X,n         J 

Also  lassen  sich  die  Gleichungen  (31)  sowohl  nach  zx^  .  .  Xm  als 
auch  nach  /  .  .  Xm  auflösen  und  definiren  also  für  sich  genommen  eine 
Punkttransformation  • 

(32)  /  =  Z(zxi  •  •  ^m)]  xl  =  Xi(z,  X^  .  .  X,n)         (i  =  1  . .  m). 
Die  übrigen  Gleichungen 

(33)  p/  =  Fi{z,  x^  . .  XmPi  .  .pn)         (^  =  1  .  .  m) 

unserer  Berührungstransformation  ergeben  sich  jetzt,  indem  man  aus 
den  m  Relationen 

2    ^    '  ±.      -1.7         "^    "^±1 

^^  dz  ^~  •  •  "^  v+i     dz 

die  m  Verhältnisse  der  Xi  berechnet  und  die  erhaltenen  Werte  in  die 
Formeln 

substituirt,  oder  auch,  indem  man  aus  den  linearen  Gleichungen: 
^Z  _  p   ^  _       _         ^_^  _ 


dz        ^^    dz  ""'   a 


die  Funktionen  (>,  P^  .  .  P^  berechnet. 

Eine    Berührungstransformation    der  Form    (32)    (33)    heifst    eine 


266        Kap.  VIII.     Berührungstransformationen  u.  äquiv.  Normalformen.        [199] 

„uneigentliche"  Berührungstransformation,  oder  eine  ,p'iveiterte  PunU- 
transformation".  Wir  sagen  dementsprechend:  Die  Berührungstrans- 
formation (32)  (33)  entsteht  aus  der  Punkttransformation  (32)  durch 
„Erweiterung". 

Im  Gegensatz  hierzu  bezeichnet  man  die  Berührungstransformationen 
aller  übrigen  m  Kategorien  als  „eigentliche  Berührungstransformationen". 

199.  Im  Räume  R^i^fV))  ^-  ^-  i^  ^^^  Ebene  mit  den  cartesischen 
Koordinaten  x,  y  giebt  es  demnach  zwei  verschiedene  Arten  von  Trans- 
formationen 

Vi  =  Y(x,  y,  1/');  x^  =  X{x,  y,  ?/');  ^/  =  Y\x,  y,  y), 

vermöge  deren  eine  Identität  der  Form 

^!/i  —  Vidx^  ^  Q(^f  y,  y)  {dy  —  ydx) 

stattfindet.  Jede  Transformation  der  ersten  Kategorie  entsteht,  indem 
man  ein-  Gleichungensystem  der  Form 

Sl(x,tj,x,,y,)  =  0,     —2/1=-^-;    -  y  = -^ 

dy^  cy 

nach  ^1, 2/i7  y^  auflöst,  verwandelt  also  jeden  Punkt  xy  der  Ebene  B^ 
in  eine  gewisse  Kurve  5i  =  0  der  Ebene  mit  den  cartesischen  Koordi- 
naten x^,  y^.  Jede  Transformation  der  zweiten  Kategorie  ist  eine 
erweiterte  Punkttransformation  der  Ebene  B^-. 

dY  dY 

2/i  '=  Y(x,  y)',    x^  =  X(x,  y) ;     y/  =  ^^ -|^  • 

Im  Räume  Il^{xys)  existiren  drei  Kategorien  von  Berührungstrans- 
formationen 

/  =  Z{xy3pq)',  x  =  X(x  .  .  g);  y=  Y{x  .  .);  /==  F{x  .  .);  q  =  Q{x . .) 

d.  h.  von  Transformationen,  vermöge  deren  eine  Identität  der  Form 

dz  — p  dx  —  qdy  e^  Qi^y^PO)  ißz  —  pdx  —  q,d^J) 

besteht.  Die  Transformationen  der  zwei  ersten  Kategorien  sind  bez. 
durch  Gleichungensysteme  der  folgenden  Form  definirt 

Sl(xy0,  X  y  z)  =  0 
dSl  dSl  dSl  dSl 


(1) 


dx         cy  , dx  r dy'^ 

dz  dz  dz  dz 


i 
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2) 


Sl^{xyz,  x'ijz)  =  0        ^^{xyz,  xyz)  =  0 


—  P 


—  P 


dx  dx 

dz  c  z 

da,  ,,gsi^ 

"ö — r  ~r  ^  ~ — y 
ex  ex 

cz  dz 


~a  = 


a== 


^  dy 


cy_ 

dz 


dz 

dSl, 


^2/  dy 


^-4.z-^« 


aß, 

dz' 


Die  Transformationen  der  2*^"  Kategorie  verwandeln  also  jeden 
Punkt  xyz  in  eine  gewisse^  durch  ißj  =  0,  »ßg  =  0  definirte  Raum- 
kurve des  Il^{xy  z)y  und  umgekehrt  jeden  Punkt  xyz  in  eine  gewisse 
Raumkurve  des  M.^. 

200.  Aus  dem  Bisherigen  folgt,  dafs  vermöge  einer  Berührungs- 
transformation des  Bm-\-i  zwar  jede  Element-ilf^  wiederum  in  eine 
Element- Jf^,  aber  nicht  notwendig  jede  Element- ikP  (vgl.  Art.  177) 
wiederum  in  eine  Element-itP  übergehen  mufs.  Man  kann  vielmehr 
sogar  jede  beliebige  Element-il[f^  (r  <  m)  des  Raums  R^^,  ^  durch  eine 
geeignete  Berührungstransformation  in  eine  Element-itf^*  des  Raums 
B^^i  verwandeln,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke  q  =  m  —  r,  und  verstehen  unter 
«^  . .  a„i  irgend  eine  Permutation  der  Indices  1,  2,  .  .  m.  Nach  Art.  175 
können  dann  die  Definitionsgleichungen  einer  üfj'^  immer  in  der  Form 


Xa^  


(34) 


dW 

_     dW 

^''9+i  —  dx^  ,  • 

«2+1 


Xa^  


P-. 


dW 

^^«, 

dW 

dx^ 


vorausgesetzt  werden.  Wir  betrachten  nun  diejenige  Berührungstrans- 
formation (4)  der  m  —  q  -\-  1*®"  Kategorie ,  welche  aus  den  folgenden 
Relationen  in  zx^  . .  x^z  .  .  x,'n'. 

Z  Z  -f-  Xa^Xa^  -J-   '  •  Xa   Xa     ==  v) 

xä,~Xa^  =  0         (s  =  g  +  1,  g  +  2, .  .  m) 

nach  den  Regeln  des  Art.  195  erhalten  wird.  Diese  Berührungstrans- 
formation hat  sonach  die  Form: 

Z'  =  Z  —  Xa^Pa^ Xa^Pa^ 


Puj^  = 


'V 


'  P^ii  ^«r/^   1^+1 


P-^ 


2+1' 


Pc 


pa 


m> 
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verwandelt  also  die  Gleichungen  (34)  in  die  nachstehenden: 
z  =  W(x'„^ .  .  ^;,J;  i>a,  =  ^^         (^  =  1  .  .  m) 
die  in  der  That  ein  Element-illf"*  des  Raums  B'J/  .  .x')  darstellen. 

in  m  -f- 1  V  rri'' 

Wir  fügen  noch  ohne  Beweis  folgende  Bemerkungen  hinzu: 
Jedes  Gleichungensystem  der  Form 

z  =  F{x^  .  .  Xm)\  Pi  =  ^         (i  =  l  ..m) 

verwandelt  sich  vermöge  der  Berührungstransformation  (4)  im  All- 
gemeinen wieder  in  ein  Gleichungensystem  der  analogen  Form 

^' =  F\x;  .  .  x!^)',  p;  =  j^         {i=l..m) 

d,  h.  also:  jede  Element-iltf™  wird  durch  (4)  im  allgemeinen  wieder  in 
eine  Element- Jf"^  verwandelt.  Dies  isi.  nur  dann  nicht  der  Fall,  wenn 
die  Funktion  F  einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung  ^)  genügt, 
die  im  allg.  von  der  zweiten  Ordnung  ist  und  nicht  von  jedem  be- 
liebigen F  erfüllt  werden  kann. 

Jede  Berührungstransformation  (4)  hat  demnach  die  Eigenschaft, 
eine  beliebige  Fläche  z  =  F  des  -R^-f  i  wieder  in  eine  Fläche  /  =  F' 
des  Raums  i^^-i-i,  und  zwei  Flächen  des  i?m+i;  die  sich  in  einem 
Punkt  berühren,  d.  h.  ein  Flächenelement  gemeinsam  haben,  wieder  in 
zwei  sich  berührende  Flächen  des  Brn-\-i  überzuführen.  Diese  Eigen- 
schaft, die  überdies  für  die  betrachteten  Transformationen  charakteristisch 
ist,  rechtfertigt  die  Bezeichnung  „Berührungstransformation''. 

201.  Die  bisherigen  Ent Wickelungen  dieses  §  setzen  uns  in  den 
Stand,  für  die  in  reduzirter  Form  vorliegende  Pfaff'sche  Gleichung 

V  ^dz  — p^dx-^ — PmdXm  =  0 

die  allgemeinste  reduzirte  Form  mit  m  -\-  1  Differentialelementen: 

m 

dZ{0,  Xi  .  .  p.m)  —  ^'  P*fe  ^1  .  .  Pm)dXs{0,  X^  .  .  Pm)  =  0 
1 

durch  blofse  Differentiationen  und  Eliminationen  zu  ermitteln.  Der 
Pfaff'sche  Ausdruck  V  ist  nun  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  2m-{-l 
Variabein,  und  liegt  bereits  in  der  Normalform  vor;  es  erhebt  sich 
naturgemäfs  die  Frage:  welches  ist  die  allgemeinste  Normalform  von 
V,  m.  a.  W.  wie  erhält  man  das  allgemeinste  System  von  Funktionen: 


1)  Lie  II  p.  161. 
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(35)  Z{2,  x^  . .  x>nPi  . .  Pm),  A^-(>,  Xj^  .  .  p„,),  Fi{z,  x^  . .  p„)  (i=  {  .  .m) 
von  der  Beschaffenheit,  dafs  vermöge  der  Gleichungen 

(36)  /  =  Z;    a?/  =  Xi  .  .  Xir,  =  Xm]  Pi    =  F^.  ,p'm  =  Pm 

für  jedes  beliebige  Wertsystem  der  Variabein  zXiPi  und  ihrer  Differen- 
tiale die  Identität 

d^  — Pidx^  —  •  •  — Pmdxm  ^^  ds  — p^dx^  —  •  •  —  p'mdx'm 

stattfindet?  Die  Funktionen  (35)  müssen  natürlich  unabhängig  sein, 
d.  h.  die  Gleichungen  (36)  müssen  eine  Berührungstransformation  des 
BiaJ^i  definiren.  Unser  Problem  kommt  sonach  auf  die  Beantwortung 
folgender  Frage  hinaus: 

Welches  ist  die  allgemeinste  Berührungstransformation  (36)  von  der 
Eigenschaft  j  dafs  die  in  der  Identität  (24)  auftretende  Funldion  q  mit 
1  identisch  wird? 

Anstatt  diese  letztere  Bedingung  in  die  Rechnung  des  Art.  194 
einzuführen,  können  wir  auch  folgendermafsen  vorgehen.  Es  sei  (36) 
eine  Berührungstransformation  der  verlangten  Art,  und 

(37)  Wi{z,x^,.x,n,  p^..pmy  s',x^  ..x^j  p^  ,,p'm)  =  0   (i=  1,2,.  .2m  + 1) 

ein  mit  (36)  äquivalentes  Gleichungensystem,  das  also  sowohl  nach 
den  Variabein  zxipi  als  auch  nach  den  Variabein  z  xlpl  auflösbar  ist. 
Dann  bilden  diese  Gleichungen  ein  2  m  -j-  1-gliedriges  Integraläquivalent 
der  Pfaff 'sehen  Gleichung: 

(38)  0  =  ^g  +  p^dx^  H VPmdXm  —Pidx^ p'mdx'n,  =  0 

worin  J,  p»,  Xi^  pl,  xl  die  4m  -(-  1  unabhängigen  Variabein  bedeuten, 
und  %  statt  z  —  z  geschrieben  wurde.  Ersetzen  wir  daher  in  (37)  die 
Variabele  z  durch  't,-^-  z^  so  mufs  nach  Art.  188  die  Gröfse  z  aus 
diesen  Gleichungen  von  selbst  herausfallen,  d.  h.  die  Relationen  (37) 
können  auf  die  Form 

Of(J,  X^  .  .  Xm^  Pi  .  .Pm,    X^  .  .  x'mPi  .  .  p'n')  =  0       (i  =  1  .  .  2m  +  1) 

gebracht  werden,  und  müssen  nach  den  Variabein 

^,  ^j^  .  .  Xm^  P\  •  •  Pm 

und  ebenso  nach  den  Variabein 

c,  f  '         r  I 

^f  X^    .  .  XfTiP^    .  .  Pm 

auflösbar  sein.  Das  allgemeinste  2  m  -|-  1-gliedrige  Integraläquivalent 
der  Pfaff  sehen  Gleichung  (38)  wird  nun  durch  Elimination  der  Xi  aus 
einem  Gleichungensystem  der  Form 


270        Kap.  VIII.     Berülirungstransformationen  u.  äquiv.  Normalformen.       [201] 

Slf(t,  X,  .  .  Xm,    X;  .  .  X'r,)  =  0  (;i  =  1,  2,  .  .  ^  +  1) 

p,  =  -^^ ^^^^        (i  =  1  . .  m) 

erhalten.  Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dafs 
die  so  entstehenden  2m  +  1  Gleichungen  in  der  verlangten  Weise  auf- 
lösbar seien,  folgen  unmittelbar  aus  Art.  194,  wenn  man  bedenkt,  dafs 
gegenwärtig  s  und  /  nur  in  der  Verbindung  ^  =  /  —  2  in  den  ^i 
vorkommen,  und  wir  erhalten  folgendes  Theorem: 

Genügt  eine  BerüJirungstransformation  der  Variahein  z,  Xip,-: 

/  ==  Z,  x/  =  X,:,  p/  =  Pi         {i=l  . .  m) 
der  Identität 

dz    X\dx^  •  •  PmdXrn  ^  dZ  —  p^dx^  •  •  PmäXmj 

so  hat  sie  die  Form 

(39)       Z    =0  +    U(Xi  .  .  X,n,  Pi  .  .  Pm) 

X!  =  Xi(x^  .  .  X,nPi  .  .Pm)]   p!  =  PiiXy  .  .  Xmj  Pi  .  .  Pm)    (i  =  1  ..w), 

und  umgekelirt. 

Die  allgemeinste  Berührungstransformation  der  Form  (39)  ivird  er- 
halten, wenn  man  zu  irgend  q  -\-  1  {<.  m  -\-  1)  Relationen  der  Form 

^,{i,  x^  .  .  x,„  Pi  .  .  jPm)         (i=l,2,..q  +  1) 
diejenigen  2  m  —  q  Gleichungen  hinzufügt^  die  aus  den  Belationen 

1  '  1  '  1  " 

durch  Elimination  der  k  entstehen,  das  so  gewonnene  2m  -{-  1-gliedrige 
Gleichungensystem  nach  %,  x^  .  .  x^Pi  •  -  Pm  auflöst,  und  g  durch  z  —  z 
ersetzt. 

Die  genannte  Auflösung  ist  dann  und  nur  dann  möglich,  wenn  in 
der  m  -\-  q  -\-  2-reihigen  Determinante: 
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dSl^ 

dsii 

ai^i 

0     . 

0 

dt 

a^/ 

^^. 

dt 

0     . 

.       0 

dtdx{    ' 

didx;^ 

dt 

dt 

d^w 

a^TT 

d'W 

a^i 

^^.+1 

^^J^ 

dxjx; 

d^m^< 

^^^ 

^^m 

welche  eine  rationale,  ganze,  homogene  Funktion  der  GrÖfsen  A/  vom 
Grade  m  —  q  ist,  nicht  alle  Koeffizienten  der  Potenzen  und  Potenz- 
p'odukte  der  X  vermöge  des  Relationensystems  Sli  ==  0  null  sind.  Die 
Gleichungen  (39)  sind  dann  auch  nach  z,x^  . .  XmPi . .  Pm  auflösbar. 

Wie  in  Art.  196  zeigt  man,  dafs  die  zu  (39)  inverse  Transfor- 
mation ebenfalls  der  hier  betrachteten,  besondern  Kategorie  von  Be- 
rührungstransformationen angehört,  und  dafs  zwei  verschiedene  Be- 
rührungstransformationen vom  Typus  (39),  hinter  einander  ausgeübt, 
stets  wieder  eine  Berührungstransformation  vom  Typus  (39)  liefern. 

Zu  den  Transformationen  vom  Typus  (39)  gehört  u.  a.  die  in 
Art.  200  benutzte.  Es  gibt,  entsprechend  den  m  +  1  Werten  der  Zahl 
q,  m  4-  1  verschiedene  Kategorien  von  Berührungstransformationen  (39). 

Die  Transfonnationen  vom  Typus  (39)  besitzen  die  Eigenschaft, 
dafs  die  Funktionen  X,-,  P,-  von  z  unabhängig  sind,  m.  a.  W.  dafs  sie 
die  Variabein  x^  .  .  XmPi  •  .  Pm  fi^f  sich  transformiren.  In  Art  290  wer- 
den wir  zeigen,  dafs  die  allgemeinste  Berührungstransformation  dieser 
Art  die  Form 

Z    =  AZ  -{-    U{Xi  ..Pm)]   Xl  =  Xi{x^  .  .  Pm)  *,  jö/  =  Pi(x^  .  •  Pm) 

besitzt,  worin  Ä  eine  nicht  verschwindende  Konstante  bedeutet.  Die 
allgemeinste  derartige  Transformation  wird  wie  vorhin  erhalten,  wenn 
man  unter  J  die  Gröfse  /  —  Äz  versteht. 

Durch  die  Entwickelungen  dieser  Nr.  ist  gleichzeitig  die  Aufgabe 
gelöst,  das  allgemeinste  System  von  Funktionen  U,  X/,  P/  der  2m 
Variabein  x^^  . .  x^p^  ••  Pm  zu  bestimmen,  welches  einer  Identität  der  Form 

Pldx^-\ 1-  PmdXm  ^EE  —  dU+  P^dX^  -\ 1-  PmdXm 

genügt. 

202.  Wir  wollen  jetzt  diejenigen  Berührungstransformationen  vom 
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Typus  (39),  für  die  die  Funktion  U  identisch  null  ist,  ins  Auge  fassen. 
In  dem  Gleichungensystem  ß,;  ==  0  ist  jetzt  die  Relation  ^  =  0  ent- 
halten, d.  h.  eine  der  Funktionen  iß/,  etwa  ^q-\-i  ist  mit  ^  identisch, 
und  die  andern  sind  von  t,  unabhängig.  Indem  wir  diese  Annahmen 
in  die  Formeln  der  vorigen  Nr.  einführen,  erhalten  wir  folgenden  Satz: 
Die  allgemeinste  Transformation  der  2  m  Variabein  X;,  pi: 

(40)  X!  =  Xi{x^Xc^  .  .  XmP^  .  .  p„^'^  p!  =  Pi(x^  .  .  2^rn)       (i  =  1  .  .  m), 

vermöge  deren  eine  Identität 

(41)  p^dXj^-] h  PmdXn,  ^EE  P^dX^  -\ \-  FmdXm 

besteht,  wird  erhalten,  indem  man  irgend  eine  Zahl  q  der  Reihe  1  . .  m 
und  q  beliebige  Relationen  der  Form 

Sliipc^  .  .  Xm,  x^  .  .x^  =  0  (i=l  ,  ,q) 

auswählt,   sodann   diejenigen   2m  —  q   Relationen   hinzufügt,   die   durch 
Elimination  der  X-,.  aus  den  Gleichungen 


(42)        Pi=^ 


dSl 


p!  =  2j^'d^!       (i=l  ..m) 


hervorgehen,  und  die  so  gewonnenen  2m  Gleichungen  nach  rr/  .  .  Xm 
p-^  .  .  pm  auflöst.  Damit  diese  Auflösung  möglich  sei,  ist  notivendig  und 
hinreichend,  dafs  in  der  ganzrationalen  homogenen  FunMion  m  —  g'*^° 
Grades  mit  den  Variabein  ki,  die  durch  die  Determinante 


dx; 

0     . 

.      0 

dx; 

0     . 

•      0 

d^W 

o^W 

aßi 

aß^ 

dx^dx^ 

dx;^cx^ 

dx^ 

dx^ 

d^W 

d^W 

dst^ 

dsi^ 

dx^dx^ 

^V^m 

'^^m 

^^m 

,(w=2j^'^' 


dargestellt  wird,  nicht  alle  Koeffizienten  vermöge  des  Systems  Sli  =  0 
verschwinden,  und  die  Gleichungen  (40)  sind  dann  von  selbst  auch  nach 
x^.  .pm  auflösbar. 

Erfüllen  die  Gleichungen  fli  =  0  die  im  Satze  genannte  Bedingung, 
so  können  sie  nach  q  von  den  Variabein  Xi  und  ebenso  nach  q  von 
den  Variabein  x/  aufgelöst  werden. 
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Unser  Satz  hätte  sich  auch  ohne  Bezugnahme  auf  die  Resultate 
des  Art.  201  durch  Aufsuchung  aller  2ni-gliGdngen  Integraläquivalente 
der  Pfaff 'sehen  Gleichung 

P^dx^  +  •  •  +PmdXm  —Pidx^' PmdXrit  =  0 

beweisen  lassen. 

Eine  Transformation  (40),  die  der  Identität  (41)  genügt,  heifst 
eine  „homogene  Berührungstransformatioii''  der  Variabein  x^  . .  x^p^  . .  p^ 
oder  des  Raums  Bmipc-f^x^  .  .  Xm)-  Deutet  man  die  X/pi  als  homogene 
Element-Koordinaten  dieses  Raums  (Art.  182)  und  die  Gröfsen  Xi\.x,n 
Pi  ..pm  als  homogene  Elementkoordinaten  eines  Raums  B^a{x^  ..x^y 
so  zeigt  die  Identität 

ZpidXi  ^  Hpidxl 

unmittelbar,  dafs  jede  homogene  Berührungstransformation  des  Bm 
irgend  zwei  benachbarte  vereinigt  liegende  Flächenelemente  des  IRm 
in  zwei  ebensolche  Elemente  des  i?,^,  also  auch  jede  Element-ilf^  des 
Mm  in  eine  Element- iHf^  des  Brn  überführt. 

Es  giebt,  den  Annahmen  q=  1 ,  2,  .  .  m  entsprechend,  m  verschie- 
dene Kategorien  von  homogenen  Berührungstransformationen  des  Bm. 
Die  zu  einer  homogenen  Berührungstransformation  inverse  ist  wieder 
eine  homogene  Berührungstransformation;  zwei  homogene  Berührungs- 
transformationen liefern,  hintereinander  ausgeübt,  stets  wieder  eine  ho- 
mogene Berührungstransformation. 

Aus  den  Gleichungen  (42)  ergeben  sich  für  die  h  Ausdrücke,  die 
in  den  pi  ganz,  linear,  und  homogen  1.  Ordnung  sind.  Man  schliefst 
daraus  leicht,  dafs  die  Funktionen  X/  nur  von  den  Verhältnissen  der 
Variabein  p^  . .  pn  abhängen,  während  die  Pi  in  p^  . .  pm  homogen  erster 
Ordnung  werden.     Also  folgt: 

Erfüllen  2m  Funktionen  X,-,  P,-  der  Variahein  x^..Xm,  Pi^-Pm 
die  Identität 

P^dx^  H 1-  PmdXm  '-EE1  P^dX^  H 1-  PmdXm, 

80  sind  sie  von  einander  unabhängig,  und  die  Xi  sind  in  den  pi  homogen 
nulltery  die  P/  homogen  erster  Ordnung,  d.  h.  man  hat  identisch 

203.  Es  sei 

(43)  Z    =  Z{Z,  X^  .  .  Prr)',    X!  =  Xi{z  .  .  Pm)  \    p!  =  Pi{2  .  .  |?,„) 

eine  Berührungstransformation  der  2m  +  1  Variabein  z,  X/p,-,  d.  h.  man 
habe  eine  Identität 

V.  Weber,  Das  Pfaff  sehe  Problem.  18 
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(44)     äZ  —  2ii  Pi^^i  '^-q{s,x^,.  Xrr,  ,Pi  .  .  p,r)  {fU  —  ^  Pidx?) ; 


schreiben  wir  dann 

Z^lXmJf-l'^    —  Pi 


(45) 


Z:=,XmJrl\,    —pi 


3/ 


(i  ==  1  . .  m) 


m  +  l 


so  bestellt  vermöere  der  Formeln: 


(46) 


,  _    r,  (  -gl  -1m\ 

'  —  IT  f  -gl  —  gm\ 

\  g»j  +  l  gm  +  l/ 


^m  +  1  = 


gm  +  1 


9'/ 


/  :;2^       -gm\ 

\  gm  +  l  gm  +  1/ 

p  /  -  gl     :^\ 

gm  +  l    •      "«•    l^m  +  l'    ^1    •    •    ^/H'        ^        .  '    '     O        ,        ) 

,  \         ' gw+1  ^m+l/ 

/  -  2i  -  ^m\ 

\       ^  g/H  +  l  gm  +  l' 

(i  =  1  .  .  m) 
die  Identität 

(47)  q^dx^  -\ f-  q^ri+iäx^n+i  =  q^dx^  -\ \-  qrn^idx,„^i, 

worin  die  x/q/  durch  ihre  Ausdrücke  (46)  zu  ersetzen  und  die  Differen- 
tiale dx/  auf  sämtliche  2  m  -\-  2  Variable 

(48)  x^  .  .Xm^iq^  .  .gm+i 

zu  beziehen  sind.   In  der  That  verifizirt  man  leicht,  dafs  die  Gleichungen 


m  +  l 


w+l 


^2/^  =  3,;    ^2/^^-1  =  0     (j=l..m+l) 

vermöge  der  Formeln  (46)  und  mit  Rücksicht  auf  die  aus  (44)  folgen- 
den Beziehunsren 


dz         j^         dz         ^'      cx.^        ^      *  dx. 


QPi 


dZ 
dp- 


2^' 


dp- 


0 


identisch    stattfinden.      Die    Gleichungen    (46)    definiren    sonach    eine 


ii 
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homogene  Berührungstransformation  der  2  m  -f-  2  Variabein  (48),  welch' 
letztere  als  homogene  Elementkoordinaten  des  Raums  B,n^i(x,n+iy  x^..x.„) 
zu    betrachten    sind.     Auf   diese  Weise    läfst    sich   also   jede  beliebige 
Berührungstransformation  (43)  in  eine  homogene  umsetzen. 
Es  werde  nun  umgekehrt  durch  die  Formeln 

(49)^/=  Yi{x^.,Xm+T^,q^..cim+i)'-,  ^i  =  Qi{oc^-'Cim+i)  (i==l..m+l) 

eine  homogene  Berührungstransformation  der  2m  -\-  2  Variabein  (48) 
definirt;  dann  besteht  vermöge  (49)  die  Identität  (47).  Wir  dividiren 
diese  Identität  durch  g^+i  und  beachten,  dafs  nach  dem  Schlufssatz 
des  vorigen  Artikels  die  Funktionen 

Q. 

Qm+i,  Yi ^  ^'         (^'  =  1  .  .  m) 


*±m-\-\  Vm  +  1 

die  c[i  nur  in   den  Verbindungen  •  •  — ^^  enthalten  können.     In- 

dem  wir   also   die  in  den  Gleichungen  (45)   rechts   stehenden   Gröfsen 
durch  die  links  stehenden  ersetzen,  können  wir  schreiben 

Vot  +  1 

q. 


^m  +  1 

Yi  ^  Z/(^,  .  .  Xrr,y   Pi  .  .  P,n) 

wodurch  sich  die  Identität  (47)  in  (44)  verwandelt.  Solcherweise  läfst 
sich  also  auch  umgekehrt  jede  homogene  Berühungstransformation  des 
Rm-\-i  in  eine  Berührungstransformation  der  Gestalt  (43)  umsetzen. 

§  2.     Äquivalente  Normalformen. 

204.  Die  Entwickelungen  des  vorigen  §  enthalten  die  vollständige 
Lösung  der  folgenden  3  Aufgaben: 

1)  Für  eine  in  reduzirter  Form   vorliegende  Pfaff'sche  Gleichung      * 
mit  2m  +  1  Veränderlichen 

d0  —  p^dxi  —  •  •  —  PmdXm  =  0 

vom  Range  2m  +  2  die  allgemeinste  reduzirte  Form 

dz  —  p^dx^  —  •  •  — p'mdXja  =  0 
abzuleiten; 

2)  für  einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  2m  -\-  1  Veränderlichen 

dz  —  p^dx^  —  ' PmdXm 

18* 
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die  allgemeinste  Normalform 

dz  —p^dx^ —  pindx^ 

anzugeben ; 

3)  für  einen  bedingungslosen  Ausdruck  in  2m  Veränderlichen 

X\dx^  +  •  •  +  Pmdx„, 

die  allgemeinste  Normalform 

zu  ermitteln. 

Mit    Hülfe    des    Grassmann'scben  Theorems    (Art.  118,    168)    und 

des  Fundamentaltheorems    (Art.  167)  gelingt    es  nunmehr   leicht,    die 

analogen  Aufgaben  für  eine  beliebige  Pfaff'sche  Gleichung: 

n 

(1)  ^  ^    X'  CLii^i^^  '  •  ^n)  ^^i  =  ^ 

1 

bezw.  für  einen  beliebigen  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  zu  erledigen. 
205.  Es  sei  Xj  =  2A  der  Rang  der  Gleichung  (1)  und: 

dt,  —  7t^dl^ Tti-idlx-i  =  0 

irgend  eine  bestimmte  reduzirte  Form  dieser  Gleichung.  Dann  können 
wir  nach  Art.  168,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  annehmen, 
dafs  die  Funktionen 

(2)  5,   5l,    .    .    ix-ly     J^l    •    .    ^X-1 

hinsichtlich  x^,  x.^  .  .  x^x—i  unabhängig  seien.     Ist  jetzt: 

(3)  d^  -  :t;di; %i-idU-i  =  0 

eine  beliebige  andere  reduzirte  Form  derselben  Gleichung  (1),  so  be- 
steht eine  Identität  der  Form 

(4)  G){d^  —  Jf/^l/ ni-idli-i)  :^^dt,  —  TT^dl^ jtx-idlx-iy 

worin  co  eine  gewisse  Funktion  von  x^  .  .  Xn  bedeutet.   Die  Funktionen 
*     CO,  S',  7i[y  1/  lassen  sich  nun  zufolge  der  Unabhängigkeit  der  Funktionen 
(2)  folgendermafsen  darstellen: 

03  =  5i  (g,  ^1  .  .  ix-l,  ^i  .  .  TlZ-l,  X2X,  .  •  ODn) 
S'  =  Z  (t,  li  .  .  ix-1,  ^i  .  .  TCx-l,  X2X,  .  .  OCn) 
l/=Ä:(?, X„) 

ljr/=  77/(g, Xn). 


(5) 


Schreiben  wir  nun  xi  statt  — co7ti\  so  erkennen  wir  aus  (4)  unmittel- 


bar, dafs  die  Relationen 
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(6)     co  =  Sl,  ^'  =  Z;  1/  =  Ä*/;  Jc/  =  —  ^n,     (^  =  1, .  .  A  —  1) 

ein  2A-gliedriges  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen  Gleichung 

fZJ  —  :t^di^ 7t}.-id^x-i  —  coäX —  J(iV|i' 7ii-idli-i  =  0 

darstellen  müssen,  wenn  darin  alle  4A  —  1  Gröfsen  t„  tC;,,  |;,  o,  g',  |,-, ;(/ 
sowie  XiXy  X2X+\  .  •  ^n  als  unabhängige  Variable  betrachtet  werden. 
Aus  Art.  188  schliefsen  wir  jetzt  sofort,'  dafs  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  (6)  und  (5)  die  Yariabeln  x^x  -  -  ^n  nicht  explicite  ent- 
halten können.  Diese  Thatsache  folgt  auch  unmittelbar  daraus,  dafs 
nach  Art.  132  die  Funktionen  (2)  ein  System  von  unabhängigen  Inte- 
gralen eines  gewissen  zu  z/  gehörigen  vollständigen  Systems  darstellen, 
und  dafs  auch  sämtliche  Funktionen  co,  J',  7t[j  |/  diesem  System  ge- 
nügen müssen,  also  durch  die  Funktionen  (2)  in  der  Form 

(6)       i;  =  a(?;  ii . .  h-u  ^1  • .  ^;t-i)     (^  =  1 . .  A  - 1) 

\7ti  =  i7*(J,  ^1  .  .  |;.-i,  Tt^  .  .  ^2-i) 

ausdrückbar  sind.  Diese  Gleichungen  definiren  somit  eine  Berührungs- 
transformation der  2A  —  1  Variabein  (2).  Umgekehrt,  ist  letzteres 
der  Fall,  so  besitzt  die  Pfaff'sche  Gleichung  z/  =  0  die  reduzirte  Form 
(3).     Damit  ist  bewiesen: 

Ist  eine  Pfaff'sche  Gleichung  z/  =  0  vom  Range  2A  auf  eine  re- 
duzirte Form 

dt  —  Tt^d^^ 7rx-idlx-i  =  0 

gebracht,  so  erhält  man  die  allgemeinste  reduzirte  Form 

rZg'  —  ^id^i 7tx-id^{-i  =  0 

dadurch,  dafs  man  auf  die  2A  —  1  Variabein  J,  jT/,  |/  eine  beliebige 
ßerührungstransformation  (6)  ausübt. 

Als  KoroUar  folgt  hieraus: 

Stellen  die  Gleichungen 

g  =  const.,  S^  =  const.,  .  .  ^x-i  =  const. 

irgend  ein  vollständiges  Integraläquivalent  einer  Gleichung  z/  =  0 
vom  Range  2X  dar  (Art.  189),  so  hat  das  allgemeinste  vollständige 
Integraläquivalent  die  Form 

Z(5,  Ji . .  ^x-i,  Tti . .  3r;._ ,)  =  const.     Ä:(5,  •.nx-i)=-  const.     (i=  1, . .  A  —  1). 

Dabei  sind  die  Funktionen  Tti  aus  der  Identität 

J  —  gißl  —  Tt^dl^ nx_idlx-i) 

durch  Auflösung  eines  linearen  Gleichungensystems  zu  bestimmen,  und 
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die  Funktionen  Z,  lEJi  sind  so  zu  wählen,  dafs  sie  mit  gewissen  A  —  1 
andern  Funktionen  77/  zusammen  die  rechten  Seiten  einer  Berührungs- 
transformation (6)  bilden. 

206.  Durch    ganz    analoge  Betrachtungen   ergeben   sich   noch   die 
folgenden  beiden  Sätze: 

Hat  man  einen  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  mit  der  Klasse  x  =  21  —  1 
auf  eine  Normalform 

d^  —  TC^dl^ —  Ttx-idlx-i 

gebracht,  so  erhält  man  jede  andere  Normalform 

dl'  —  TC^dl^ ni-idU-i 

desselben,  indem  man  die  2A  —  1  Yariabeln  g,  7t i,  |/  einer  Berührungs- 
transformation von  der  besondern  Form 

r  =  S  +  ßßi.J;i_i,  7t,..7t,_,) 

unterwirft. 

Ebenso  wird  aus  einer  speziellen  Normalform 

(7)  ^xdl^-\ Viixdli 

eines  Pfaff 'sehen  Ausdrucks  A  mit  der  Klasse  2A  die  allgemeinste 

(8)  %;di;-^-'-\-%{di{ 

dadurch   erhalten,    dafs  man  auf  die  2A  Variabein  it-Xi  eine   beliebige 

homogene  Berührungstransformation 

(9)  II  =  a(^i  .  .  |;i,  :^i  .  .  :r,);  itl  =  77, (^,  .  .  h,  7t,  .  .  Ttx) 

ausübt. 

207.  Um  noch  mit  ein  paar  Worten  auf  die  funktionentheoretische 
Beschaffenheit  der  verschiedenen  Normalformen  von  z/  einzugehen, 
nehmen  wir  im  Falle  k  =  2X  an,  dafs  die  Normalform  (7)  den  Be- 
dingungen des  Art.  167  genügt,  d.  h.  dafs  an  einer  gewissen  Stelle  x,^ . .  Xn 
alle  7t/,  \i  regulär  sind,  und  ihre  nach  x,  .  .  x-n  genommene  Funktional- 
determinante daselbst  nicht  verschwindet.  Es  seien  tt,-,  \i  die  konstanten 
Werte,  welche  die  Funktionen  ;r/,  \i  an  jener  Stelle  annehmen.  Wählt 
man  dann  die  homogene  Berührungstransformation  (9)  so,  dafs  ihre 
rechten  Seiten  an  der  Stelle  |/,  %•,  regulär  sind  und  ihre  nach  \,  .  .  %iy 
7t,..7tx  genommene  Funktionaldeterminante  daselbst  nicht  null  ist,  so 
werden  die  Funktionen  |/,  7t l  nach  Art.  38,  6)  an  der  Stelle  x^  .  .  Xn 
ebenfalls  regiilär  sein,  und  ihre  nach  x,  .  .  X2X  genommene  Funktional- 
determinante wird  daselbst  nicht  verschwinden. 

Dafs   man   die  Berührungstransformation  (9)  wirklich  in   der 


an-|| 

J 
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gegebenen  Weise   wählen   kann,    sieht   man  so   ein.     Es  seien  tt/,   ^/, 
Qi  .  .Qq  irgend  welche  Konstante.     Man  wähle   nun   q(<  A)  Relationen 

(10)  Ü,(li  .  .  I,,  1/  .  .  1/)  =  0       (^•  =  1  .  .  ff) 

derart,    dafs    die  Sli   an   der  Stelle  f^  . .  |;i,  li'  •  •  l>i'  regulär  sind  und 
verschwinden,  dafs  ferner  die  Relationen 


aß 


dSl, 


durch  das  Wertsystem 

(11)  :ti  =  Ttr^  li.  =  1/;  7c/  ==  Tt!.'^  1/  =  l/;  ^,  =  ^,     (i  =  1 . .  A;  s  =  1 . .  g) 

erfüllt  werden,  und  dafs  endlich  die  Determinante 


für  das  Wertsystem  (11)  nicht  null  ist.  Sind  die  Sli  so  gewählt,  dann 
(und  nur  dann)  besitzt  die  homogene  Berührungstransformation  (9), 
die  aus  den  Relationen  (10)  nach  der  Regel  des  Art.  202  abgeleitet 
wird,  die  geforderten  Eigenschaften. 

Besitzt  ein  z/,  das  den  Bedingungen  des  Falles  x  =  21  (Art.  97) 
genügt,  zwei  Normalformen  (7)  (8)  derart,  dafs  eine  Stelle  existirt,  an 
der  sämtliche  4A  Funktionen  TCf^iTt/^l  regulär  sind,  so  giebt  es  nach 
Art.  38,  3)  auch  immer  eine  Stelle  x^^  .  .  ^„^,  an  der  diese  Funktionen 
ebenfalls  regulär  sind  und  die  beiden  Funktionaldeterminanten 

.  T^xli  '  -h    \      /^i   •  .  ^xli   "Ix    \ 
.  .Xix)^    \x^  . .  .  .  x^x^ 

nicht  verschwinden',  und  man  kann  dann  von  der  einen  Normalform 
zur  andern  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  (9)  über- 
gehen. 

Der  zweite  Satz  des  Art.  206  gilt  streng  genommen  nur  dann, 
wenn  man  sich  auf  die  Betrachtung  solcher  Normalformen  (7)  (8)  be- 
schränkt, welche  der  soeben  formulirten  Bedingung  genügen. 


V.r. 
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Ganz  ähnliclie  Überlegungen,  wie  wir  sie  in  dieser  Nr.  für  den 
Fall  X  ==  2X  angestellt  haben,  greifen  natürlich  auch  bei  ungeradem  x 
Platz,  und  dementsprechend  unterliegt  auch  der  erste  Satz  des  vorigen 
Art.  sowie  das  Theorem  des  Art.  205  analogen  Einschränkungen. 

208.   Wenn  zwei  Pfaff'sche  Gleichungen  in  je  n  Veränderlichen 


1 
n 

d'  ^  ^''  li  {x^x^  .  .  Xn)  dxl  =  0 


denselben  Rang  k^  =2k  besitzen,  so  sind  sie  nach  Art.  120  äquivalent, 
d.  h.  es  giebt  stets  eine  Yariabelntransformation 

(12)  Xi  =  (pi{x^  .  .Xn)      (i=l  .  .n) 
vermöge  deren  eine  Identität  der  Form 

(13)  ^'  ^  q{x^X.2  .  .  Xn)  .  ^       • 

stattfindet. 

Die  Frage  nach  der  allgemeinsten  Transformation  (12)  dieser  Art 
erledigt  sich  nunmehr  ohne  weiteres. 

Aus  unseren  Voraussetzungen  folgt,  dafs  die  beiden  Pfaff'schen 
Gleichungen  z/ =  0,  z/' =  0  auf  die  folgenden  reduzirten  Formen  ge- 
bracht werden  können: 

2—1  2—1 

(14)     di-^sjt,di  =  0',    (15)  6?r-^^;^i;  =  o, 
1  1 

und  zwar  dürfen  wir  annehmen,  dafs  die  Funktionen  ^Tti^i  hinsichtlich 
x-^^x^  .  .  X2X—1  ^nd  die  Funktionen  i'jti^i  hinsichtlich  x^x^  .  .  xii-.\ 
unabhängig  seien.  Dann  läfst  sich  jede  beliebige  Variabeintransformation 
(12)  in  der  Form  schreiben: 


(16) 


i;  =  Sii,  ii . .  Xn)]  %i  =  77,(g,  ii . .  ^.)     (i  =  1 . .  A  —  1) 

^;  =  Z,(g,li  . .  %i-xy  X2X  .  .  Xr)         (s  =  2A,  2A  +  1  .  .  n) 


wobei  die  rechten  Seiten  hinsichtlich  der  n  in  ihnen  enthaltenen  Gröfsen 
unabhängig  sind.  Umgekehrt  liefert  jedes  Gleichungen  System  dieser 
Art,  indem  man  darin  die  t,  ^i  tCi  t,'  |/  jr/  durch  ihre  Ausdrücke  in 
den  X  und  x  ersetzt,  durch  Auflösung  nach  x^  .  .  Xn  eine  Variabein 
transformation  (12). 
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Soll  nun  vermöge  (16)  die  Identität  (13)  bestehen,  so  hat  man 
auch  eine  Identität  der  Form 

(17)  dt,'—7t^'di^' 7tl-idi{-i^6(dt—7t,d^j^ Ttx-id^x-i). 

Nach  Art.  205  müssen  also  die  2A  —  1  Funktionen  Z,  Ä,  TIi 
von  den  Variabein  X2X  .  .  Xn  explicite  unabhängig  sein,  und  die  rechten 
Seiten  einer  Berührungstransformation  in  den  2  k  —  1  Veränderlichen 
t.li'jti  darstellen. 

Umgekehrt,  sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  besteht  vermöge 
^16)  eine  Identität  der  Form  (17),  also  genügt  auch  die  aus  (16)  her- 
vorgehende Variabeintransformation  (12)  einer  Identität  (13),  und  es 
folgt  das  Theorem: 

Sind  zivei  Ffaff'sche  Gleichungen 

A  ^  ZüidXi  =  0;  z/'  ^  2a/ dx/  =  0 
äquivalent,  so  wird  die  allgemeinste  Variaheintransformation 

Xi'  =  (piix^x^  . .  Xr)         (i  =  1  .  .  n\ 

welcJie  die  eine  der  beiden  Gleichungen  in  die  andere  überführt,  vermöge 
deren  also  eine  Identität  der  Form  J'  =  qJ  stattfindet,  in  folgender 
Weise  erhalten. 

Man  bringe  die  beiden  Ffaff'schen  Gleichungen  auf  je  eine  re- 
duzirt^  Form 

dt  —  Tt^d^^ TCx-i ^l>i-i  =  0;  dt'  —  <d'|/ ;r/_i  d^{-i  =  0 

und  nehme,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  an,  dafs  die  FunUionen  t^i^i 
hinsichtlich  x^  .  .  x^i—iy  und  die  FunUionen  S'tt/^/  hinsichtlich  x^  . .  x^x—i 
unabhängig  seien.  Wählt  man  dann  eine  beliebige  Berührungstransformation 
der  Variabein  J,  jr/|/,  deren  rechte  Seiten  mit  Z,  77,;,  Ä:  bezeichnet  seien, 
ferner  n  —  2  A  +  1  willkürliche  Funktionen 

X,(g,  ^1  .  .  ^;._i,    7t^  .  .  TTX-i,    X^X  .  .  X/)  {s  =  2A,  .  .  fi) 

die  hinsichtlich  der  Variabein  x^x .  .  Xn  von  einander  unabhängig  sind, 
80  entsteht  eine  Transformation  (12)  der  geforderten  Eigenschaft,  wenn 
man  in  den  Relationen 

t  =  Z;  |/=  Ä*/,  ni  =  77,-,  xj  =  X^        {i  =  1  .  ,  l  —  \',  s  =  2X,  .  .  n) 

die  Funktionen  g,  g' . .  durch  ihre  Ausdrücke  in  x^  .  .  Xn  bezw.  Xy  .  .  Xn 
ersetzt,  und  die  so  erhaltenen  Gleichungen  nach  x^  .  .  Xn  auflöst;  jede 
Transformation  (12)  der  genannten  Art  kann  in  dieser  Weise  erhalten 
werden. 

Nach  dem  Theorem  der  Nr.  205  läfst  sich  dieses  Resultat  kürzer 
so  aussprechen: 
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Sind  die  leiden  Pfaff' selten  Gleichungen  z/  =  0,  z/'  =  0  äquivalent, 
so  erhält  man  die  allgemeinste  Transformation,  die  die  eine  Gleichung 
in  die  andere  überführt,  indem  man  unter  (15)  eine  bestimmte  reduzirte 
Form  von  z/'  =  0,  unter  (14)  dagegen  eine  beliebige  reduzirte  Form 
von  zf  =  0  versteht,  und  zu  den  Gleichungen 

(18)  5'  =  g;  !/==  Ir,  7i!=  7t,        {i=l..l-l) 

noch  n  —  2A  +  1  beliebige  tveitere  Gleichungen  von  der  Beschaffenheit 
hinzufügt,  dafs  das  entstehende  n-gliedrige  Gleichungensystem  sotvohl  nach 
x^  .  .  Xn  als  auch  nach  x(  .  .  Xn   auflösbar  ist. 

Im  Falle  n  =  2 1  —  1  liefern  die  Gleichungen  (18)  für  sich  schon 
die  allgemeinste  Transformation  der  verlangten .  Eigenschaf t. 

209.  Aus  den  Sätzen  der  Nr.  206  ergeben  sich  durch  ganz  ähn- 
liche Betrachtungen  noch  die  folgenden  Sätze: 

Sind  zwei  Pfaff 'sehe  Ausdrüche 

z/  ^  Eai  dxi\    A  rjz  Z'a/  dxl 

äquivalent,  d.  h.  besitzen  sie  dieselbe  Klasse  k,  so  wird  die  allgemeinste 
Variabeintransformation 

x[  =  cpiix^  .  .Xr)         {i=\  .  .  n) 

welche  A  in  A'  überführt,  d.  h.  also  der  Identität  z/  ^  z/'  genügt,  in 

folgender  Weise  erhalten: 

Ist  K  =  2X,  so  bestimme  man  eine  Normalform 

%ldl^-\-  '  ■  +  Ttx'd^i' 

des  Ausdrucks  A ;  ist  dann 

^i^^Si  +  •  •  +  '^i^li 

eine  beliebige  Normalform  von  /i,  so  füge  man  zu  den  Gleichungen 

%l  =  Tti'.^  %l  =  li      (i  =  1  .  .  A) 

noch  n  —  %  weitere  Gleichlingen  in  x^  .  .  x^x^  . .  Xn  hinzu,  derart,  dafs 
die  so  entstehenden  n  Gleichungen  sotvohl  nach  x^  .  .  Xn  als  auch  nach 
x^ .  .  Xa   auflösbar  sind. 

Im  Falle  %  =  21  —  1  reduzire  man  z/'  auf  eine  Normalform 

dt;  —n^dl^ ;r/_i^|;;_i, 

verstehe  unter 

dt,  —  Tt^d^^ Ttx-i  ^Ia-1 

eine  beliebige  Normalform  von  A,  und  ergänze  das  Gleichungensystem 

r  =  s,  7t;  =  71,,  i;=h     (i  =  1; 2, . .  A  —  1) 


■ 


[210]  §  2.     Äquivalente  Normalformen.  283 

diircli  n  —  X  heliebige  Gleichungen  in  x^  . .  Xn  x^  .  .  Xn,  derart^  dafs  das 
gewonnene  n-gliedrige  Gleichungensystem  die  Auflösung  soivohl  nach 
x^  .  .Xn  als  auch  nach  x^ . .  Xa   gestattet. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dafs  diese  Sätze  auch  richtig  bleiben, 
wenn  man  die  gestrichenen  Gröfsen  mit  den  ungestrichenen  vertauscht. 

210.  Ein  Spezialfall  der  Äquivalenz  ergiebt  sich,  wenn  der  Aus- 
druck z/'  dadurch  entsteht,  dafs  man  in  z/  die  Variabein  Xi  durch  x! 
ersetzt,  wenn  also  z/'  die  Form  hat 

n 

/l' ^  ^  ai{x^x^  . .  Xn)dXi\ 
1 

Unter  dieser  Voraussetzung  sind  natürlich  sowohl  die  Gleichungen 
z/ =  0,  z/' =  0  als  auch  die  Ausdrücke  z/,  z/'  äquivalent.  Besteht 
dann  vermöge  der  Variabeintransformation  (12)  eine  Identität  der  Form 

y^i  Cl/i\X^  X^  '  •  X)n  jaXi  zzr:  Q\^X^  .  .  X^J  '   y^ ^  ai\X-^  ,  .  Xn)  aXij 

so  sagen  wir:  Die  Transformation  (12)  „führt  die  Gleichung  z/  =  0 
in  sich  üher^\  oder:  „sie  lälst  die  Gleichung  z/  ^  0  ungeändertf^  („in- 
variant"), oder  endlich,  „die  Gleichung  z/  =  0  gestattet  die  Trans- 
formation (12)".     Ebenso   sagen   wir,  falls  vermöge  (12)  die  Identität 

X,  ^i(pi  '  '  ^n)äxi  ^  ^  ai{x^  .  .  Xn)dXi 

stattfindet,  die  Transformation  (12)  „führt  den  Ausdruck  z/  in  sich 
üher^^  etc. 

Aus  den  Resultaten  der  Art.  208  und  209  fliefsen  jetzt  unmittel- 
bar folgende  Sätze: 

Besitzt  eine  Pfaff 'sehe  Gleichung  z/  =  0  den  Rang  x^  =  2X  und 
infolgedessen  eine  reduzirte  Form 

di(x^  .  .Xn)  —  ^  7ti{x^  .  .  Xn)dli{x^  .  .  ^„)  =  0 
1 

und  sind  Z,  ^/,  77/  die  rechten  Seiten  irgend  einer  Berührungstrans- 
formation rn  den  2A  —  1  Variabein  g,  ^^  .  .^x-i,  7t^  .  .  tcx—^,  so  ergiebt 
sich  die  allgemeinste  Variabeintransformation,  welche  die  Pfaff 'sehe 
Gleichung  z/  =  0  invariant  läfst,  indem  man  die  Gleichungen 

g  {X^  .  .  Xn)  =  Z  (J,  li  .  .  5a-1,  Ttx  .  .  TtX--^ 

%i{x; . .  x;)  =  77/(s,         . .        ^^-0 1  / .  _  .     ;  __  n 
s.«..^;)  =  Ä:(g,        ..        :r,_o)  ^'   ■   "        ^ 

tß,(^i  .  .  x„j  x^  .  .  Xn)  =  0         (5  =  1,  2,  .  .  ?^  —  2A  +  1) 


Ife 


(19) 


(»  =  1 . .  A) 
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nach  x^  .  .  x.',  oder  nach  x<^.  .Xn  auflöst.  Die  ^i  sind  dabei  beliebig, 
und  nur  so  zu  wählen,  dafs  die  genannte  Auflösung  möglich  ist. 

Jede  Variabein transformation,  die  einen  Pfaff 'sehen  Ausdruck  A 
der  Klasse  ;c  =  2A  in  sich  überführt,  entsteht  aus  einem  Gleichungen- 
system der  Form 

f  liixl  .  .  Xrl)  =  ISli.  (§1  .  .  |;i,  TTi  .  .  :r;.) 
Ttlix^  .  .  Xx)  =  ni{l^  .  .IxyTC^.  .  Ttx) 

Sl^{Xi  .  .  Xny    X^  .  .  Xn)  =  0       (s  ^  1,  2,  .  .  11 2  A). 

Dabei  bedeutet  Tt^di,^  +  •  *  +  '^xd\x  eine  bestimmte  Normalform  von 
^•,  die  Si,  Ili  sind  die  rechten  Seiten  einer  homogenen  Berühr ungs- 
translormation  in  den  2X  Variabein  |,-,  7ti\  die  ü/  sind  so  zu  wählen, 
dafs  die  Gleichungen  (19)  nach  x^  .  .  Xn  und  auch  nach  x^  .  .  Xn  auf- 
lösbar werden. 

Endlich  erhält  man  jede  Variabeintransformation,  die  einen 
Pfaff'schen  Ausdruck  A  der  Klasse  x  =  2  A  —  1  in  sich  überführt, 
aus  einem,  sowohl  nach  x^  .  .  Xn  als  auch  nach  den  xl  auflösbaren 
Gleichungensystem  der  Form: 

X{X^  .  .  Xn)  =  S(^i  ..Xn)+    U(^i  .  .  ^X-1,  JTi  .  .  7tx-i) 
li(x(  .  .  Xn)  =  Ä  (li  .  .  ^A-1,  7^1  .  •  7tx-i) 


/.  .  X  .  (^  =   1,  2,  .  .  A  —  1) 

7ti{x^  ..Xn)  =  J7.-(li  .  .  ^;i-i,  ^1  .  .  ^X-l) 

Sls(X-^^  '  .  Xn,  X^  .  .  Xn)  =  0       (s  =  1,  2,  .  .  ^  2A  +   1) 

wenn  unter 

d%  —  it^dl^ Ttx-idlx-i 

eine    bestimmte  Normalform   von   A  verstanden    wird,    und  wenn   die 
Formeln 

r  =  S  +  m^  ^);  II  =  a,  ^/  =  n,      (^  =  1 . .  A  -  1) 

eine  Berührungstransformation  der  2A  —  1  Variabein   ^y^iTti  definiren 
(Art.  201). 


i 
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Kapitel  IX. 
Die  explicite  Reduktionsmethode. 

§  1.    Methode  von  Frobenius. 

211.  Das  wesentlichste  Ergebnis  der  Grassmann'schen  Theorie 
(Art.  118,  119)  läfst  sich  in  folgende  beide  Sätze  zusammenfassen: 

1)  Kann  ein  Pfaff 'scher  Ausdruck  z/  auf  eine  Form  mit  l  Differential- 
elementen 

(1)  JeeF,  df,  +  F,df^  J^..  +  F,df, 

gebracht  werden,  worin  fif^  -  -  fi  unabhängige  Funktionen  von  x^  .  .  Xn 
bedeuten,  so  ist  die  Invariante  x^,  d.  h.  der  Rang  der  zu  z/  gehörigen 
Matrix  (B)  (Art.  96)  höchstens  gleich  21. 

2)  Ist  die  Invariante  k^  ^'2X,  so  kann  z/  auf  eine  Form  (1)  mit 
l  =  A  Differentialelementen  gebracht  werden. 

Die  Ent Wickelungen  der  Art.  71 — 80  setzen  uns  nun  in  den  Stand, 
diese  Sätze  in  einfachster  Weise  direkt  zu  begründen. 

In  der  That,  soll  eine  Identität  der  Form  (1)  bestehen,  worin  die 
fi  unabhängig  sind,  so  müssen  die  Gleichungen 

(2)  ^  =  0,  2Jl~dx,^0      (:i=l,2,..l-l) 

ein  ?-gliedriges,  unbeschränkt  integrables  System  totaler  Differential- 
gleichungen darstellen.  Umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  so  besitzen  die 
Gleichungen  (2)  aufser  den  integrabeln  Kombinationen  df^  ..  dfi—i  noch 
eine  weitere,  die  mit  dfi  bezeichnet  sei,  und  es  existirt  .für  z/  wirklich 
eine  Darstellung  (1)  (Art.  74). 

Darnach  erhebt  sich  die  Frage:  Wie  müssen  die  Funktionen 
/i/'g-./i  —  i  bestimmt  werden,  damit  die  Pfaff'schen  Gleichungen  (2) 
unbeschränkt  integrabel  seien? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  haben  wir  nach  Art.  80  nur  aus- 
zudrücken, dafs  gewisse  l  Matrices  den  Rang  21  besitzen.     Setzen  wir 

'^  =  fikf  SO  ist  die  erste  dieser  Matrices,  die  wir  mit  (ßi—i)  be- 
zeichnen, die  folgende: 
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«21 

0 

a2n 

a. 

fu     ■ 

.      f-1,2 

«'«1 

an2 

.    .     0 

an 

fm    . 

•       fl-l,n 

—  »1 

—  02 

.     —  an 

0 

0       . 

.        0 

-fn 

-fu 

.       -fln 

0 

0       . 

.     0 

-fi-1,1 

-fl- 

1,2        • 

.       fl  —  l,n 

0 

0       . 

.     0 

Sfa       24 


alle  identisch;   und 


die  übrigen  l  —  1  Matrices  sind  wegen  -^ ^ 

entstehen  aus  (Bi—i),  indem  man  darin  die  ai^  durch  Null  ersetzt, 
besitzen  also  an  sich  schon  den  Rang  21  y  wenn  wir  annehmen,  dafs  in, 
der  Matrix 

ttt  tta  '    •       an 

All  /12  •    •       fln 


(3) 


fl— 1,1     fl— 1,2        •    •       fl  —  1, 

nicht  alle  Z-reihigen  Determinanten  verscbwinden,  dafs  also  die  Glei- 
chungen (2)  wirklich  ein  ?-gliedriges  Gleichungensystem  bilden.  Dann 
folgt  auch,  dafs  der  Rang  der  Matrix  (Bi—i)  nicht  kleiner  als  21 
sein  kann. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür ,  dafs  der  Ff  äff' sehe 
ÄusdrucJc  A  als  lineare  Kombination  der  Differentiale  von  l  unabhängigen 
Funhtionen  fi-.fi  darstellbar  sei,  ist  das  Verschwinden  aller  21 -\- 2- 
reihigen  Hauptunterdeterminanten  in  der  schiefsymmetrischen  Matrix  (JBi-i). 

Da  die  Matrix  (i?)  aus  (i?/— i)  durch  Streichung  der  letzten  l  —  1 
Zeilen  und  Spalten  entsteht,  so  ist  klar,  dafs  der  Rang  von  (Bi—i) 
nicht  kleiner  sein  kann  als  die  Invariante  x^,  womit  der  erste  der  an 
die  Spitze  gestellten  Sätze  bereits  bewiesen  ist. 

212.  Wir  bezeichnen  jetzt  mit  (B^)  die  Matrix,  die  aus  {Bi—i) 
entsteht,  indem  man  darin  den  Index  l  —  1  durcb  v  ersetzt;  wir 
schreiben  {B^  in  der  leicbt  verständlichen,  abgekürzten  Form: 

I        aik     ai    fni 
{B,)  =     —ak      0     0  (i,l  =  l  ..n',h=\,2,.,  v). 

-fkic     0     0 

Die  Matrix  {B^  ist  darnach  n  -{-  v  -\-  1 -zeilig,  und  (Br—i)  ent- 
steht aus  (i?v)  durch  Streichung  der  letzten  Zeile  und  Spalte;  {B^  ist 
mit  {B)  identiscb. 

Dann  gilt  die  folgende  Thatsache: 


1 
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Ist  Xj  =  2A  der  Bang  der  Matrix  (Bq),  ferner  v  ein  Index  der 
Beihe  1,  2  .  .  A,  und  hat  man  v  —  1  unabhängige  FunMionen  fif<^..  fv—i 
bereits  derartig  bestimmt,  dafs  2A  der  Bang  der  Matrix  (J5v_i)  ist,  so 
existirt  eine  von  f^  .  .  fv—i  unabhängige  Function  fv  von  der  Beschaffen- 
heit, dafs  auch  die  Matrix  {B^)  den  Bang  2X  besitzt. 

Wir  nehmen  die  Voraussetzung  dieses  Satzes  als  erfüllt  an.  Damit 
dann  auch  (^,.)  den  Rang  2  k  besitze,  mufs  dasselbe  für  diejenige 
Matrix  der  Fall  sein,  die  aus  {B^)  durch  Weglassung  der  letzten  Spalte 
entsteht  und  mit  {B^)  bezeichnet  werden  möge.  Umgekehrt,  besitzt 
{By)  den  Rang  2A,  so  gilt  dasselbe  für  (5,.)  (Art.  10,  25).  Nunmehr 
betrachten  wir  die  folgenden  n  -\-  v  linearen  homogenen  Grleichungen 
mit  den  Unbekannten  Jol^  .  .  J„-|_v— i: 

n  V — 1 

(4)  ^*  l,ai,  +  lo«/  +  2  In+kfki  =  0         {i=l..n) 

1  1 

n 

(5)  ^It«*  =0 

1 

n 

(ö)      ^i./;-.  =0     (i  =  i,..v-i). 

1 

Die  Matrix  dieses  Gleichungensystems  ist  (By^i),  ihr  Rang  also 
2A-,  unsere  Gleichungen  besitzen  mithin  genau  n  -\-  v  —  2  k  linear 
unabhängige  Lösungensysteme 

wo  die  1/*)  gewisse  Funktionen  von  x^  .  .  Xn  bezeichnen.  Damit  nun 
2k  der  Rang  von  (By)  sei,  ist  notwendig  und  hinreicheud,  dafs  die 
hneare  Gleichung 

eine  Folge   des  Systems  (4)  (5)  (6)  sei   (Art.  10),  also   von   allen  Lö- 
ungensystemen  (7)  ebenfalls  erfüllt  werde,  m.  a.  W. :  dafs  die  Funktion 
fv   den   nachstehenden   linearen    homogenen    partiellen    Differentialglei- 
chungen 

(8)     X./-=|,(.)^  +  ..  +  |„(.)-g_=0     {s  =  \,..n  +  v-2X) 

genüge. 

213.  Wir  behaupten  nun,  dafs  die  Gleichungen  (8)  ein  n-\-v  —  2k- 
i^liodriges  vollständiges  System  darstellen.  Zum  Zwecke  des  Beweises 
fügen  wir  zu  den  schon  vorhandenen  Variabein  x^  .  .  Xn  die  weiteren 
Independenten 
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hinzu,  und  betrachten  das  nachstehende  System  Pfaff'scher  Gleichungen 
in  den  n  -\-  v  Variabein  XqX^  .  .  Xn^v—i' 

n  V  —  1 

(10)    Xq ^  üikdXk  +  aidxQ  +  ^^'fmäx^^h  =  0     (i  =  1  .  .  n) 


1 

n 

1 

(11) 

Zi^kdXk 
1 

= 

0 

(12) 

n 
1 

= 

0 

u= 

Setzen  wir  nun 

A  = 

0;     A,= 

«„«; 

{i  = 

=  1. 

.«) 

Än  +  h' 

=  -f,. 

■     (Ä  = 

1,2,. 

.  V 

-1), 

ferner 

{r,s  = 

=  0,1. 

.  n 

+  v- 

so  hat 

man  identisch: 

Äi 

0                =  —  Aq 

•  i  =  «i 

(«■  = 

\..n 

) 

Ai 

=  -Ak 

:,■  ^  «0*'* 

{i,  k  - 

=  1  .. 

.n) 

Ä, 

,  n  +  A          ^  An 

<+h,i^fhi 

{h  = 

:1,2,. 

.  V 

-1; 

A, 

'  +  ^«  +  '^0 

Ql,  l  =    1, 

2,..v 

-1) 

!)• 


1), 


1  *,  i  =  1  .  .n) 


und  die  Gleichungen  (10)  (11)  (12)  erhalten  die  Form 

n-\-v  —  1 

^'ArsdXs  =  0         (r  =  0, 1, .  .  n  +  1/  —  1). 

0 

Aus  Art.  79  folgt  jetzt  unmittelbar,  dafs  die  linear  unabhängigen 
unter  den  Gleichungen  (10)  (11)  (12)  ein  unbeschränkt  integrables 
System  in  den  Variabein  x^^  x^  .  .  x^-^-v-i  vorstellen.  Da  der  Rang 
der  Matrix  (-B,,— i)  gleich  2A  ist,  und  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
alle  Elemente  der  ersten  n  Zeilen  mit  Xq  multiplizirt,  und  hinterher 
die  Elemente  der  letzten  v  Spalten  durch  Xq  dividirt  (Art.  12),  so  re- 
duziren  sich  die  Gleichungen  (10)  (11)  (12)  auf  genau  2A  linear 
unabhängige.  Da  ferner  mindestens  eine  2A-reihige  Determinante  von 
(Bq)  nicht  identisch  verschwindet,  so  lassen  sich  die  2A  linear  unab- 
hängigen unter  den  Gleichungen  (10)  —  (12)  insbesondere  aus  dem 
System  (10)  auswählen. 


j 
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Da  endlicli  f^,  f^,  .  .  fv—i  der  Voraussetzung  nach  von  einander 
unabhängig  sind,  so  können  wir,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  annehmen, 
dafs  sie  insbesondere  hinsichtlich  x^x^  .  .  Xy—i  unabhängig  seien.  Es 
mufs  dann  in  der  Matrix 


(£.-i) 


fn  f, 


12 


In 


fr 


fr- 


fv-1,1 


eine  v- reihige  Determinante  geben,  welche  die  ersten  v  —  1  Spalten 
enthält  und  nicht  identisch  verschwindet.  Im  entgegengesetzten.  Fall 
verschwänden  nämlich  alle  v-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (Ev—i) 
(Art.  7),  also  wäre  z/  in  der  Form  Qidf\  -\-  -  -  -\-  Qr—idfv—i  darstellbar, 
könnte  also  nicht  die  Klasse  2X  oder  2X  —  1  besitzen,  da  v  —  1  <  A. 
Wir  dürfen  mithin  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  annehmen, 
dafs  die  aus  den  v  ersten  Spalten  von  (Ev—i)  bestehende  Determinante 
nicht  null  ist,  dafs  sonach  die  ersten  v  Gleichungen  (10)  linear  unab- 
hängig seien.  Aus  dem  System  (10)  lassen  sich  dann  noch  2A  —  v 
weitere  Gleichungen  auswählen,  die  mit  den  vorigen  zusammen  ein 
System  von  2A  linear  unabhängigen  Gleichungen  bilden.  Wir  wollen, 
um  die  Ideen  zu  fixiren,  die  2A  ersten  Gleichungen  als  linear  unab- 
hängig voraussetzen  und  mit: 

(13)  V,  =  0,  V,  =  0,  . .  Vm  =  0 

bezeichnen. 

Dies  vorausgeschickt,  fragen  wir  nach  der  Maximalzahl  von  linear 
unabhängigen  Kombinationen  der  Gleichungen  (10)  (11)  (12),  welche 
die  Differentiale 


(14) 


dXQ^    dXn-\-l    .  .    dXn-\-v-l 


nicht  enthalten:  es  genügt  offenbar,  das  System  (13)  daraufhin  zu 
untersuchen,  da  alle  andern  Gleichungen  (10)  (11)  (12)  eine  Folge  von 
(13)  sind.     Soll  nun  die  lineare  Kombination 

(15)  0  =  Q,V,-\---^Q,,V^X 

von  den  Differentialen  (14)  frei  sein,  so  müssen  die  qi  den  Relationen 


2X 


11 


Zi  Qidi  =  0;     ^  Qifu  =  0     Qi  =  1,  .  .  V  —  1) 
1  1 

genügen.     Diese   Gleichungen   besitzen    nun    2A  —  v   und   nicht   mehr 
linear  unabhängige  Lösungensysteme,  also  giebt  es  genau  2A  —  v  linear 

V.  Weber,   Da»  Pfaffscho  Problem.  19 
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unabhängige  Gleichungen  der  Form  (15)^  welche  von  den  Differentialen 
(14)  frei  sind,  und  die  wir  so  schreiben  wollen: 

(16)  V;  =  0  (5  =  1,  2,  .  .  2yl  —  v). 

Aus  den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  läfst  sich  aber  der  Faktor  oc^ 
wegheben  und  sie  enthalten  dann  die  Yariabeln  Xq,  Xn+i  .  .  Xn-\-v—i 
auch  in  den  Koeffizienten  nicht  mehr,  bilden  also  nach  Art.  75  für 
sich  genommen  ein  2A  —  i/-gliedriges,  unbeschränkt  integrables  System 
Pfaff 'scher  Gleichungen.  Das  zu  (10)  (11)  (12)  adjangirte  vollständige 
System  hat  nun  offenbar  die  Form: 


y  — 1 

'^^  +  1^^  ¥-^-  ^1^1.^-^  =  0    (5=1,2,.. W  +  1/—2A). 


Nach  Art.  75  hat  also  das  zu  (16)  adjungirte  System  die  Form  (8), 
und  ist  vollständig,  was  zu  zeigen  war. 

Es  sei  hervorgehoben,  dafs  diese  ganze  Betrachtung  selbstverständ- 
lich auch  unter  der  Annahme  v  =  1  gilt;  das  vollständige  System 
(8)  ist  dann  im  Falle  x  =  oc^  =  2l  augenscheinlich  mit  dem  zu  ^  ge- 
hörigen System  F,  im  Falle  x  =  21  —  1  dagegen  mit  W  identisch, 
und  der  soeben  durchgeführte  VoUständigkeitsbeweis  stimmt  genau 
mit  demjenigen  überein,  den  wir  früher  (Art.  140)  für  die  Systeme 
V  und   W  in  den  genannten  Fällen  geliefert  haben. 

214.  Aus  dem  bisherigen  folgt,  dafs  die  Matrix  (B,)  unter  den 
Voraussetzungen  des  Art.  212  dann  und  nur  dann  den  Rang  2X  be- 
sitzt, wenn  die  Funktion  fy  dem  vollständigen  System  (8)  genügt. 
Dieses  vollständige  System  besitzt  nun  2X  —  v  unabhängige  Integrale. 
Unter  diesen  befinden  sich  die  Funktionen  /i,  f^j  .  .  fv—i'-,  denn  ist  fv 
mit  einer  dieser  Funktionen  identisch,  so  besitzt  (J?,,)  offenbar  den 
Rang  2A.  Ein  System  unabhängiger  Integrale  von  (8)  kann  daher  in 
der  Form 

/i/*2  •  •  fv-lfv  fv-\-l  .  .  f2?.  —  v 

dargestellt  werden.  Wählt  man  dann  für  f^.  eine  arbiträre  Funktion 
der  Form: 

9^(fl  '  'fv-ly    fv    •  ./2';i-r) 

die  mindestens  eine  der  Funktionen  fj  wirklich  enthält,  so  ist  fr  von 
den  Funktionen  f^  .  .  fv—i  unabhängig. 

Die  Bestimmung  einer  Funktion  f^  von  der  in  Art.  212  geforder- 
ten Eigenschaft  ist  sonach  stets  möglich,  falls  r  <  A;  sie  erfordert 
nach  Art.  88  eine  Integrationsoperation  der  Ordnung  2A  —  2v -\- \, 
denn   es   handelt  sich  dabei  darum,   von  einem  n -\- v  —  2  A-gliedrigen 
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vollständigen  System,  von  dem  v  —  1  Lösungen  bereits  bekannt  sind, 
ein  neues  Integral  zu  ermitteln,  und  man  bat: 

n  —  (n  —  21  +  v)  —  (v  —  1)  =  2k  —  2v  +  1. 

Hat  man  solcherweise  durch  je  eine  Operation 

2A  — 1,  2A  — 3,  ..  5,  3 

die  X  —  1  unabhängigen  Funktionen  f^  .  .  fx-i  ermittelt,  so  ist  das 
System  Pfaff 'scher  Gleichungen 

(17)  zl  =  0,  df,  =  0,  ..  dn^t  =  0 

unbeschränkt  integrabel,  und  die  noch  fehlende  integrable  Kombination 
dfx  läfst  sich  durch  eine  Operation  1  bestimmen  (Art.  88).  Derselbe 
Sachverhalt  kann  auch  so  ausgedrückt  werden:  Bestimmt  man  eine 
Funktion  fx  so,  dafs  auch  {Bx)  den  Rang  2A  besitzt,  was  nach  dem 
Vorigen  durch  eine  Operation  1  geschieht,  so  gestattet  z/  eine  Dar- 
stellung der  Form 

(18)  ^  =  F^df^  +  '-  +  Fxdfv, 

in  der  That,  verschwinden  in  (Bx)  alle  21  -\-  2 -reihigen  Hauptunter- 
determinanten, so  verschwinden  auch  die  Quadrate  aller  A  -f-  1-reihigen 
Determinanten  des  Schemas 


{m 


O/^        C(/2        •    •       (^n 

tu      /12      •   •      /l« 


und  da  nach  Voraussetzung  nicht  alle  A-reihigen  Determinanten  der 
nach  x-^  .  .  Xn  genommenen  Funktionalmatrix  von  f^..fx  null  sind,  so 
kann  man  die  linearen  Gleichungen 

«.•  =  i^x||  +  --  +  i^.^         (*=!..») 

hinsichtlich  der  Unbekannten  F^  . ,  Fx  auflösen.  Damit  ist  auch  der 
zweite  der  Sätze,  die  wir  an  die  Spitze  dieses  Kapitels  gestellt  haben, 
auf's  neue  nachgewiesen. 

Beiläufig  bemerken  wir  noch,  dafs  das  n  —  A-gliedrige  vollständige 
System,  das  zur  Bestimmung  von  fx  dient,  d.  h.  also  das  zu  (17)  ad- 
jungirte  vollständige  System   einfach  dadurch  erhalten  wird,   dafs  man 

in  (Ex)  statt* /^ii  »  .  fxn  bezw.  -J—  •  •  -k- -  schreibt,  und  sodann  alle  A-|-  1- 

V  X^         0  x^ 

reihigen  Determinanten  dieses  Systems  null  setzt. 

215.    Ist  z  ==  j«i  ^  2A,   so    gewinnen    wir  durch   die  vorstehende 

19* 
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Methode  eine  Normalform  von  z/^  und  zwar  stimmen  die  dazu  nötigen 
Integrationsoperationen  nach  Zahl  und  Ordnung  mit  denjenigen  über- 
ein,  die  nach  dem  Verfahren  des  Art.  156  erforderlich  sind.  Im  Falle 
X  ==  2A  —  1  dagegen  erhalten  wir  auf  dem  angegebenen  Wege  ledig- 
lich eine  reduzirte  Form  mit  A  Differentialelementen^  und  die  Methode 
erfordert  jetzt  ebenso  wie  die  in  Art.  161  skizzirte,  je  eine  Operation 

%,  X  —  2  . .  3,  1 

und  zwar  kommt  unter  der  Annahme  %  =  n^  also  im  Falle  eines  be- 
dingungslosen z/  mit  ungerader  Variabeinzahl  die  erste  dieser  Operationen 
in  WegfaU,  da  f-^  jetzt  eine  willkürliche  Funktion  der  Variabein  x^  ..  Xn 
bedeutet.  In  der  That  ist  ja  der  Rang  der  2A  +  1 -reihigen  schief- 
symmetrischen Matrix  (B^)  unter  den  gegenwärtigen  Voraussetzungen 
stets  gleich  2A,  wie  auch  die  Funktion  /^  gewählt  werden  mag  (vgl. 
den  Schlufs  von  Art.  111). 

216.  Um  auch  bei  ungeradem  x  eine  Normalform  zu  erhalten, 
liegt  es  am  nächsten,  diesen  Fall  auf  denjenigen  eines  geraden  x  da- 
durch zurückzuführen,  dafs  man  den  Ausdruck  z/  durch  Subtraktion 
eines  totalen  Differentials  dfx   zunächst  in   einen  Pfaff'schen  Ausdruck 

der  Klasse  x  —  1  =  2A  —  2  verwandelt.  Nach  Art.  147  erfordert  die 
Ermittelung  einer  derartigen  Funktion  fi  eine  Operation  x.  Versteht 
man  dann  unter  (Br)  diejenige  Matrix,  die  aus  (Br)  dadurch  entsteht, 
dafs    man    darin   für  die   in   der  n  -\-  1*®"  Zeile  und   Spalte  stehenden 

Elemente  ai  bezw.  die  Ausdrücke  ai  —  -k —  substituirt,   so   lassen  sich 

dx.  ' 

auf  den  Pfaff'schen  Ausdruck  z/'  unmittelbar  die  Überlegungen  der 
Art.  211 — 14  übertragen,  wenn  man  darin  überall  (_B^)  durch  (B^)  und 
die  Zahl  X  durch  X  —  1  ersetzt.  Hat  man  so  für  z/'  eine  Normalform 
erhalten,  so  ergiebt  sich  für  z/  die  Darstellung 

(19)  ^  =  df,  +  F,df,  +  --  +  Fx-.df,^, ; 

doch  erfordert  diese  Methode  je  eine  Operation 

X,  X  —  2, . .  3,  1. 

Diese  Operationen  sind  höher  als  die  des  Art.  159,  und  es  liegt  daher 
die  Vermutung  nahe,  dafs  unser  Verfahren  noch  eine  Vereinfachung 
zuläfst. 

217.  Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  neben  den  Variabein  x^  .  .  Xn 
noch  eine  n  -j-  1*®  Independente  x  ein;  ist  dann  z/  in  der  Form  (19) 
darstellbar,  so  bilden  die  totalen  Differentialgleichungen 


I 
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(20)  dx  +  ^  =  ^,  df^  =  0,   ..   dfx-i  =  0 

offenbar  ein  A-gliedriges  unbeschränkt  integrables  System,  da  sie  A  un- 
abhängige integrable  Kombinationen  d(x  +  fx)^  df\  .  .  dfx—i  besitzen. 
Umgekehrt,  ist  das  System  (20)  unbeschränkt  integrabel,  so  gilt  für 
alle  Werte  der  Yariabeln 

und  ihrer  Differentiale  eine  Identität  der  Form: 

n  x  —  i 

(22)  dx  +  ^  aidXi  ^^dcp  -\-  ^^  Qidfi, 

1  1 

worin  q,  Qi,  (p  gewisse  Funktionen  der  Variabein  (21)  bedeuten. 

Wir  können,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  annehmen,  dafs  die  Funktionen 

hinsichtlich  der  Yariabeln  x-^,  x^y  .  .  xx—i  unabhängig  sind.  Führt 
man  dann  mittels  der  Transformationsformeln 

yi=fi"y^-i=fi-i 
statt  x^  .  .  Xx—i  die  yi  als  neue  Veränderliche  ein,  so  erhält  die  Identität 

(22)  die  Form 

n  X  —  1  X~l 

(23)  dx  +  ^^ hkdxk  +  ^i  hidyi  =  ödi^  +  ^  öidyi^ 

i  1  1 

worin  die  &i,  6*  gewisse  Funktionen  von  y^  .  .  yi—x^i  -  -  ^n    bedeuten, 
während  die  <?,   (?/,  i\)  aufserdem  noch  x  enthalten.     Aus  der  Identität 
i^'5)  folgen  jetzt  u.  a.  die  Beziehungen 

,2-0)  &*^«|J     (fe  =  A,  A  +  1..«). 

Aus  (25)  erhält  man 

(26)  ^  _  -^  rzz.  .?^  1^  __  il  1^     (k  l  =  l  X  4-  1      n) 

Differentiirt  man  andererseits  die  Identität  (25)  nach  x,  und  (24)  nach 
_  Xkf  so  folgt,  da  hk  von  x  nicht  abhängt,  durch  Subtraktion: 

(27)  0  =  1^1^-1^1^     ik  =  X,K  +  l..n). 
^     ^  dx  oxj^        dx  cxj^     ^  ^        '  ^ 

Da  wegen  (^24)   die  Ableitung  ^    nicht    identisch   verschwinden 

0  X 
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kann,  so   lassen  sich   aus   (27)    die   Ableitungen  -^ —  berechnen.     Setzt 

man   die  so  erhaltenen  Ausdrücke  in  {2Q)  ein,   so  folgt  das  identische 
Verschwinden  der  rechten  Seiten,  d.  h.  der  Pfaff'sche  Ausdruck 


11 


ist  ein  exaktes  Differential  d(o(yi  .  .  y^-iXx  .  .  Xn),  wenn  bei  der  Aus- 
rechnung dieses  Differentials  die  yi  als  Konstante  behandelt  werden. 
Die  Funktion  co  wird  durch  eine  Operation  null  ermittelt,  und  ist  bis 
auf  eine  additive  arbiträre  Funktion  von  y^  . .  y^i—i  bestimmt.  Für 
z/  folgt  jetzt  die  Darstellung: 


x—i 
ä(o  +  ^  [bi  —  ~J  dyi 


wenn  da)  auf  alle  n  Variabein  y^  .  .  y^-iX^  .  .  Xn  bezogen  wird,  und 
hieraus  die  Normalform  (19),  wenn  man  die  «/,•  wieder  durch  die  fi 
ersetzt,  und  die  aus  co  dadurch  entstehende  Funktion  mit  fi  bezeichnet. 

Aus  der  vorstehenden  Überlegung  folgt: 

Zum  Bestehen  der  Identität  (19)  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  die  Gleichungen  (20)  ein  A-gliedriges  unbeschränkt  integrabeles 
System  Pfaff'scher  Gleichungen  mit  den  n  -\-  1  Variabein  x,  x^  . .  x^ 
darstellen.  Sind  die  Funktionen  f^.  .fx_i  so  gewählt,  dafs  dies  zutrifft, 
so  erhält  man  f^  durch  gewisse  Eliminationen  und  eine  Quadratur, 
worauf  sich  die  Koeffizienten  Fi  aus  (19)  durch  Auflösung  linearer 
Gleichungen  ergeben. 

218.  Um  auszudrücken,  dafs  die  Gleichungen  (20)  unbeschränkt 
integrabel  sind,  hat  man  nach  Art.  80  nur  die  Bedingungen  dafür  auf- 
zuschreiben, dafs  gewisse  k  Matrices  den  Rang  21  besitzen,  und  zwar 
erfüllen  l  —  1  von  diesen  Matrices  die  genannte  Bedingung  von  selbst, 
während  die  A*®  Matrix  so  lautet: 


(28) 


0 

%2 

atn 

0 

% 

/ll     /21      • 

.    A-M 

ani 

a«2 

.        0 

0 

an 

fln    hn    ' 

•     fx-l,n 

0 

0 

0 

0 

1 

0       0         . 

.   0 

—  a. 

—  a^ 

.  —an 

—  1 

0 

0       0         . 

.    0 

-fn 

-fl2 

.    -fln 

0 

0 

0     0      . 

.   0 

-h- 

1,1 

-h- 

1,2      . 

.    A  — l,ra 

0 

0 

0     0      . 

.   0 

1 


(Cr) 


(ij  Je  =  1  .  .  n-^  h  =  1, . .  v). 
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Es  sei  (C,.)  die  Matrix,  die  hieraus  entsteht,  indem  man  die 
n  -{-  V^  und  n  -\-  2*°  Zeile  und  Spalte  streicht,  und  A  —  1  durch  v 
ersetzt;  dann  lautet  (Cy)  in  abgekürzter  Schreibweise  so: 

aik    fhi 
fäk     0 

Ist  nun  2X  der  Rang  van  (28),  so  ist,  wie  man  sofort  erkennt,  2A  —  2 
der  Rang  von  (Cx  —  i)  und  umgekehrt. 

Damit  also  die  A  —  1  unabhängigen  FunMionen  f^^  . .  fz—i  eine 
Identität  der  Form  (19)  erfüllen,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs 
der  Rang  der  Matrix  (C;._i)  gleich  21  —  2  sei. 

Wir  denken  uns  nun  die  v  —  1  unabhängigen  Funktionen  f^^f^  ..f\ i 

bereits  so  bestimmt,  dafs  die  Matrix  (Cv—i)  den  Rang  2A  —  2  besitzt; 
es  läfst  sich  dann,  behaupten  wir,  stets  eine  von  f^  .  ,fv—i  unabhängige 
Funktion  fy  derart  bestimmen,  dafs  auch  {C^)  den  Rang  2A  —  2  be- 
sitzt, vorausgesetzt,  dafs  v  ^X  —  1  sei. 

In  der  That,  unter  den  gemachten  Annahmen  reduziren  sich  die 
n  -{-  V  —  1   linearen    Gleichungen  mit   den  Unbekannten   |^  . .  ^n+r—i- 

n  V  —  1 


^*/;.l.  =0         (i=l,..v-l) 

1 

auf  nur  2A  —  2  linear  unabhängige,    besitzen  also   n  -\-  v  —  2A-|-1 
linear  unabhängige  Lösungensysteme: 

und  man  erkennt,  dafs  der  Rang  von  (Cr)  dann  und  nur  dann  2X  —  2 
ist,  wenn  die  Funktion  f^  den  partiellen  Diiferentialgleichungen 

n 

(29)  ^?.'''^  =  0    {s=\,2,..n  +  v-2X  +  V) 
genügt.     Nun  stellen  aber  die  Gleichungen 

n  V — 1 

(30)  ^  audx^,  +  ^Uidxn+h  =  0        {i=^l..n) 

n 

^fikdx,  =0        {j=\..v-\) 

1 

ein  2A  —  2-gliedriges  unbeschränkt  integrables  System  in  den  Variabein 
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X^   •  •  X,ij    Xn-\-l  '  •  X'n-\-\ — 1 


dar.     In  der  That,  setzen  wir 


an+h  =  fh;  ^rs  =  j^  —  j^     (r,s  =  l,..n  +  v  —  l',h  =  l,.,v—l) 
so  können  obige  Pfaff'sche  Gleichungen  so  geschrieben  werden: 

n-\-v —  1 

Xf   cirsdocs  =  0         (r  =1  .  .n  -\-  V  —  1). 
1 

Da  der  Rang  der  Matrix 

(Co)  II  aa  II         {i,l=l,.n) 

unter  den  gegenwärtigen  Annahmen  2  A  —  2  ist,  so  kann  man  2  A  —  2 
unabhängige  Gleichungen  insbesondere  aus  den  Relationen  (30)  aus- 
wählen. Aus  der  Unabhängigkeit  der  Funktionen  f^  .  .  /",,— i  folgt  jetzt 
ähnlich  wie  in  Art.  213,  dafs  sich  aus  (30)  genau  21  —  v  —  1  linear 
unabhängige  Gleichungen  ableiten  lassen,  die  von  den  Differentialen 
dXn-\-i,  dXn-\-2  • '  frei  sind;  da  diese  Gleichungen  die  Yariabeln  Xn-{-i, 
Xn+2  •  •  auch  in  den  Koeffizienten  nicht  enthalten,  so  bilden  sie,  für 
sich  genommen,  nach  Art.  75  ein  2  A  —  v  —  1-gliedriges  unbeschränkt 
integrables  System;  die  dazu  adjungirten  Gleichungen  (29)  stellen  also 
ein  n  -\-  V  —  2A  -f-  1-gliedriges  vollständiges  System  dar. 

Dieses  System  besitzt  offenbar  die  Integrale  f^..fv—i,  aufserdem 
wegen  v^X — 1  noch  2k  —  2v  von  den  vorigen  und  von  einander 
unabhängige  Lösungen 

fv  /r  +  l  •  •  f^X  —  v  —  l- 

Setzt  man  nun 

fv  ^  9'(/l  •  •  fv-lfvfv+l  '  '  f2?.-v-l), 

wo  (p  eine  arbiträre  Funktion  bedeutet,  die  wenigstens  eine  der  Funtionen 
fi'  wirklich  enthält,  so  ist  f^  eine  von  f^  .  .  fv—i  unabhängige  Funktion 
der  verlangten  Beschaffenheit. 

Die  Ermittelung  von  f^  geschieht  sonach  mittels  einer  Operation 
2  A  —  2v.  Nach  dieser  Methode  verlangt  also  die  Herstellung  einer 
Normalform  im  Falle  %  =  21  —  1  je  eine  Integrationsoperation 

K  —  1,  K  —  3,  .  .  4,  2 

und  aufserdem  nach  Art.  217  noch  eine  Operation  0.  Es  sind  dies 
nach  Zahl  und  Ordnung  dieselben  Operationen  wie  die  des  Art.  159; 
f^  ist  offenbar  ein  beliebiges  Integral  des  zu  z/  gehörigen  vollständigen 
Systems   V. 

Es  sei  zum  Schlüsse  hervorgehoben,  dafs  die  Entwickelungen  dieses 
§  zusammen  mit  den  Sätzen  in  Art.  127  und  129  einen  vierten  Beweis 
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des  Fundamentaltheorems  bilden  (vgl.  Art.  124;  147;  158);  doch  werden 
wir  im  nächsten  §  erkennen,  dafs  dieser  Beweis  von  demjenigen  des 
Art.  158  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 


§  2.     Die  vollständigen  Systeme   Vr  und    TT,,. 

219.  Zur  wirklichen  Aufstellung  der  vollständigen  Systeme,  die 
bei  den  Reduktionsmethoden  des  vorigen  §  benutzt  wurden,  fassen  wir 
zunächst  den  Fall  x  ==  2A  ins  Auge,  und  setzen  dabei,  wie  bisher 
immer,  voraus,  dafs  das  Pfaff'sche  Aggregat: 

P=(1,2,..2A) 

nicht  identisch  verschwinde.  Um  die  Symbolik  der  Pfaff'schen  Aggre- 
gate auch  auf  die  schief  symmetrischen  Matrices  (jB^)  des  vorigen  §  an- 
wenden zu  können,  setzen  wir,  wie  bisher 

(ilc)  ^  —  Qci)  ^  aik        (ij  ^  =  1,  2, .  .  w) 


[  (o  i)  EE  —  (i  o)^^  tti  (i  =  1  .  .  n) 

und  aufserdem: 


(2) 


7)  -f 

(n  +  h,i)^EE  —  (i,  n  +  h)E^  fm  =-^     Q^  =  1^ . .  A;  ^  =  1 . .  n) 

{n  +  h,n  +  T)EELO        (h,  /  =  1,  2, . .  A) 
\(n  +  h,0)  =  0  (/^=  1,2,  ..A). 

Es  seien  jetzt  wieder  wie  in  Art.  212  die  unabhängigen  Funktionen 
/i,  f2,  .  .  fv—i  bereits  so  bestimmt,  dafs  die  Matrix  (^^,_i)  den  Rang 
2A  besitze;  dann  verschwinden  alle  2X  -\-  2 -reihigen  Hauptunter- 
determinanten in  (Bv—i),  also  hat  man  identisch: 

(1,  2, . .  2A,  (>,  (?)  =  0     ((),  (?  =  0,  2A  +  1,  2A  +  2, .  .  >^  +  1^  —  1). 

Umgekehrt,  sind  alle  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  verschwinden 
nach  Art.  26  überhaupt  aUe  2A  -|-  2-reihigen  Hauptunterdeterminanten 
von  (Br—i),  und  der  Rang  dieses  Schemas  ist  also  2A.  Damit  nun 
auch  (By)  den  Rang  2A  besitze,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs 
man  identisch  habe 

(3)  (1,  2,  .  .  2A,  Q,n+v)  =  0 

(q  =  0,  2X  +  1,  2X  +  2,  ..  n,  n+1,  ..  n  +  v  —  1). 

Rechnet  man  die  Pfaff'schen  Aggregate  (3)  nach  den  Regeln  des 
Art.  18  oder  20  und  mit  Rücksicht  auf  die  Identitäten  (2)  aus,  und 
ersetzt  f^  überall  durch  /",  so  erhält  man  n  -j-  v  —  2?.  unabhängige 
lineare  homogene  partielle  Differentialgleichungen  mit  der  Unbekannten  /" 
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und  diese  Gleichungen  jnüssen  mit  dem  System  (8)  des  vorigen  § 
identisch  sein.  Bezeichnet  man  nun,  wie  früher,  mit  11^,^  dasjenige 
Pfaff'sche  Aggregat  der  Ordnung  n,  das  aus  P  entsteht,  wenn  man 
darin  die  Ziffer  li  durch  q  ersetzt,  so  folgt: 

(4)     {n  +  V,  p,  1,  2,  . .  2A)  =  (»  +  «.,  p)  •  P-  ^(w  +  v,  Jc)n,,,. 

1 

Mit  Rücksicht  auf  (2),  und  nach  Ersetzung  von  /V  durch  /*  liefern 
also  die  Relationen  (3)  für  ^  =  0 ,  2  A  +  1 ,  .  .  n  die  folgenden  Glei- 
chungen: 


82 


(5) 


2'n^ 


df 


*«ä^ 


0 


^x 


kl 


(^)      --P-ä^  +  If^^'^+'S"«    (.  =  1,2,..«-2A) 

Man  hat  femer: 
(7)  m,,  =  (-  1)*+'  iQ,l,..k-l,k+1..2X)  =  -  ^(pO-P- 

1 

wobei  das  Symbol 

falls  Ä;  <  ?,  ähnlich  wie  in  Art.  21 ,  dasjenige  Pfaff'sche  Aggregat  der 
Ordnung  21  —  2  bedeutet,  das  aus  P  durch  Weglassung  der  Ziffern 
]c  und  l  entsteht,  und  allgemein  Pki^  —  Pki  gesetzt  wird. 

Berücksichtigt  man  die  Identitäten  (2)  (4)  (7),  und  ersetzt  /; 
durch  /,  so  liefern  die  Relationen  (3)  unter  der  Annahme  q  =  n  -{-  1, 
n  -\-  2,  .  .  n  -\-  V  —  1  die  folgenden  Beziehungen: 

"  "      df,  df 


(8) 


1       1  * 


ÖX, 


=  0     Qi=l,2,..v  -1), 


220.  Wir  führen  jetzt  die  nachstehenden  Symbole  ein: 

2X 


(9) 


if^^e'' 


9f         ^  "Sin  ^f 


2X       21 

11  l  k 


■ 
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Dann  können  wir  die  Grleichungen  (5)  (6)  (8),  die  zur  Bestim- 
mung von  /",.  dienen,  so  schreiben: 

(10)  (/•)o  =  0    (/■)«  =  0        (s=l,2,..n-^) 

(11)  (A/-)  =  0  ih=l,2,..v-l). 

Wir  wollen  diese  Gleichungen  als  das  „vollständige  System  Vv—i' 
bezeichnen. 

Darnach  entsteht  das  vollständige  System  V^  aus  Vv—i  durch 
Hinzufügung  der  Gleichung  (/"»/)  ==  0.  Das  vollständige  System  Vq 
besteht  aus   den  Gleichungen  (10)  und  ist  mit   V  identisch  (Art.  129). 

221.  Ist  jetzt  x^^  .  .  Xn  eine  Stelle,  an  der  alle  ai  regulär  und  die 
Pfaff 'sehen  Aggregate  P,  TI^x^^)  nicht  null  sind,  so  ist  das  System  V 
nach  den  Ableitungen 

IL        ^f  IL 

auflösbar,  und  die  Koeffizienten   dieser  aufgelösten  Form   sind  an  der 
SteUe  rr/  . .  x,!"  regulär  (Art.  163). 

Wir  dürfen  dann  für  jeden   Index  v  der  Beihe  1, .  .  A  annehmen, 
dafs  die  FunUionen  /^  . .  /i,_i   an  der  Stelle  x^  .  .  Xn^  regulär  sind 
die  Funktionaldeterminante 

/i  •  •  /; 


\X-i   .  •  Xy  —  \/ 


daselbst  nicht  verschwindetj  dafs  ferner  das  vollständige  System  Vv  nach 
den  Ableitungen 

df         df       _   df_ 

in  der  Form: 

y.  —  V  —  1  . 

(^")         !^=2mM      (s-^-v,^-v  +  l,..n) 

*  1 

auflösbar,  und  alle  Funktionen  |(^2  an  der  Stelle  x^  . .  Xn    regulär  sind. 

Da  unsere  Behauptung  für  v  =  0  zutrifft,  so  haben  wir  nur  zu 
zeigen,  dafs  sie  für  den  Index  v  richtig  ist,  wenn  sie  für  den  Index 
V  —  1  bereits  bewiesen  ist. 

Es  seien  also  die  Funktionen  f^  . .  f^—i  bereits  so  bestimmt,  dafs 
ihre  nach  x^^  .  .  Xy—i  genommene  Funktionaldeterminante  an  der  Stelle 
x^^  .  .  Xn    nicht  null  ist;  ferner  seien  die  totalen  Differentialgleichungen: 


(12) 


0  . 
1 


300  Kap.  IX.     Die  explicite  Reduktionsmetliode.  [221] 

n  r  — 1 

^^-  ciik  dXk  +  ai  dxQ  +  ^'fhi  dxn+h  =  0     {i  =  1  .  .  n) 
1  1 

y'f  aic  dXk  =  0 

2'fjkdx,  =0      (J==1..t;  — 1) 

nach  den  Differentialen 

(IXqj    CCXfi-^i    •  •    ClXn-^v  —  1;    CtX^y    (XX^    •  •    ÜX^X  —  v 

auflösbar,  cl.  li.  das  Pfaff'sche  Aggregat  der  Ordnung  2A: 

(13)  {1^  2,  .  .  2X  —  V,  0,  n  -^  1,  n  +  2,  . .  n  +  V  —  l) 

sei  nicht  identisch  null,  und  insbesondere  an  der  Stelle  x^^  .  .  xj^  von 
null  verschieden.  Die  aufgelöste  Form  des  Systems  (12)  enthält  dann 
u.  a.  Gleichungen  der  folgenden  Gestalt: 

n 

—  dxk  =  ^  l^'-^)  dxs         {h=\,2,..2k  —  v), 

y.  —  v  +  l 

WO  die  Koeffizienten  |J*|.'~-^^  nur  von  den  x^  .  .  Xn  abhängen  und  an  der 
Stelle  x^  .  .  Xn^  regulär  sind;  das  System  V^—i,  das  zu  unserm  System 
Pf  äff 'scher  Gleichungen  adjungirt  ist,  hat  dann  die  Form 

(^^-)    ^  =  ^^r^'ft     (s  =  .-v  +  l,.-v  +  2,..n), 

besitzt  also  unbegrenzt  viele,  an  der  Stelle  X-^^ . .  xj^  reguläre  Integrale  /) 
und  zwar  kann  die  Funktion  (p(x^  .  .  X2X—1),  auf  die  sich  f  vermöge 
der  Substitution 

Xs  =  Xs^        (s  =  z  —  V  -\-  Ij  . .  n) 

reduzirt,  beliebig  gewählt  werden  (Art.  62),  also  sind  insbesondere  die 
Werte  Z"^^,  welche  die  Ableitungen 

(14)  in  +  v,]i)=U  =  ^^      (k=l,2,..2l-v) 

an  der  Stelle  x^^ .  .  xj^  annehmen,  willkürlich  wählbar.  Daher  läfst 
sich  (wegen  v  <i  l)  ein  Integral  f\,  des  Systems  F»._i  so  bestimmen, 
dafs  die  nach  x^  .  .  x^  genommene  Funktionaldeterminante  von  /"^  .  .  fv 
an  der  Stelle  xP  nicht  null  ist.  Wir  betrachten  ferner  alle  Pfaff'schen 
Aggregate  der  Form 

(15)  {\,  /%,  .  .  h^x-r-ij  0,  n-\-l,  n-\-2,  .  .  n-\-v), 
worin  die  hi  beliebige  Indices  der  Reihe 
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l,2,..2X  —  v 
bedeuten.  Dann  lassen  sich,  behaupten  wir,  die  willkürlichen  Kon- 
stanten f^^^  so  wählen,  dafs  an  der  Stelle  xP  wenigstens  eines  der 
Aggregate  (15)  nicht  null  ist.  Andernfalls  verschwänden  nämlich,  wie 
man  auf  Grund  der  Formel  (18)  p.  25  und  der  Willkürlichkeit  der  f^^^ 
leicht  erkennt,  an  dieser  Stelle  alle  Aggregate  2A  —  2*^"^  Ordnung  der 
Form: 

(k^j  \,  . .  Jc2X-v-2y  0,  n  +  Ij  n  +  2j  , ,  n  +  v  —  1) 

md  daher  auch   das  Aggregat  (13),   wie  aus  den  Identitäten  (2)  ohne 
weiteres  folgt. 

Darnach  können  wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränketi,  an- 
lehmen,  dafs  insbesondere  das  Aggregat 

(1,  2,  . .  2X  —  v  —  l,0,n+l,..n  +  v) 

m  der  Stelle  x^^  .  .  XrP  nicht  null  ist,  woraus  die  Richtigkeit  der  zu 
)eweisenden  Behauptung  auch  für  das  System   F„  sofort  folgt. 

Für  V  =  1  kommen  wir  so  zu  den  Resultaten  des  Art.  163  zurück. 

Führt  man  mittels  der  Formeln 

^1    ^^  /ij    ^2    ^^^^  /2  •  •  *^v — 1  ^^^^  ff  —  1 

statt  x^  .  .  Xv—i  die  neuen  VariabeLo  rr/  .  .  Xv—i  ein,  so  verwandelt  sich 
fr  in  eine  Funktion 

und  gleichzeitig  das  vollständige  System  F„_i  in  ein  n  —  %  -\-  v- 
gliedriges  System  mit  den  Independenten  x^,  Xv-\-i  .  .  Xn,  in  dessen 
Koeffizienten  die  x/  als  Parameter  eingehen  (Art.  88);  dieses  System 
ist  augenscheinlich  mit  demjenigen  identisch,  das  in  Kap.  VI  mit  V(^—^) 
bezeichnet  wurde,  vorausgesetzt,  dafs  die  Funktionen 

mit  den  damals  ebenso  bezeichneten  Funktionen  übereinstimmen. 

Unsere  gegenwärtige  „explicite"  Reduktionsmethode  ist  darnach 
—  zunächst  für  den  Fall  x  =  2A  —  von  derjenigen  des  Kap.  VI  nicht 
wesentlich  verschieden;  in  der  That  wird  man  ja,  wenn  es  sich  um 
die  Bestimmung  der  Funktion  /;  handelt,  von  dem  Umstand,  dafs  das 
System  Vy—i  die  bereits  bekannten  Integrale  f^.  .fv—i  besitzt,  in  der 
Weise  Nutzen  ziehen,  dafs  man  diese  Lösungen  als  neue  Independente 
a?/  .  .  Xr-i  in  das  System   Vv-i  einführt  (Art.  88). 

222.  Es  erübrigt  noch,  die  analogen  Überlegungen  auch  für  den 
Pall  x  =  2X  —  1  durchzuführen.     Es  seien  wiederum  die  Aggregate 

P'  =  (1,  2, .  .  2/1  —  2);  Q  1-  (0,  1, . .  2A  —  2,  2A  —  1) 
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niclit  identisch  null.  Dann  schreiben  sich  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  dafür  ^  dafs  die  Matrix  (5^— i)  des  Art.  212 
den  Rang  2A  besitze,  mit  Rücksicht  auf  die  Identitäten  (2)  und  den 
Satz  des  Art.  26  folgendermafsen : 

(0,  1,  .  .  2A  —  1,  (>,  (?)  =  0 

(q,  ö  =  2X,  2X  +  1,  ..  n,  n+1,  ..n  +  v  —  1). 

Damit  nun  2X  auch  der  Rang   von   (B-p)  sei,   ist  notwendig  und 
hinreichend,  dafs  man  identisch  habe: 

(0,  l,..2X  —  l,Q,n  +  v)  =  0     {Q  =  2X,2X  +  l,..n  +  v  ~  1). 

Durch  eine  ähnliche  Rechnung  wie  oben  erhält  man  hieraus  für 
Q  =  21,  .  .  n  nach  Ersetzung  von  fr  durch  f  die  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

22  —  1 

und  für  Q  =  n  -\-  1,  .  .  n  -\-  V  ~  1  die  folgenden 

Dabei  hat  das  Symbol  Kk^2;i-\-s  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Art.  32, 
und  es  wird  mit 

(-  1)*+'+'  •  Qh 

im  Falle  h  <  l  dasjenige  Pfaff'sche  Aggregat  der  Ordnung  2A  —  2  be- 
zeichnet, das  aus  Q  durch  Weglassung  der  Ziffern  k,  l  entsteht,  wäh- 
rend in  allen  übrigen  Fällen  die  Bedeutung  dieses  Symbols  durch  die 
Formeln 

Qkl  ^  Qlk]    Qkk  =  0 

gegeben  ist. 

Wir  schreiben  nun 


(16) 


22  —  1 
22  —  1  22  —  1 


und    erhalten   solcherweise    zur    Bestimmung  von  fy  das  nachstehende 
vollständige  System  • 
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(17)  [/■].  +  !  =  0         (s  =  0,  1,  ,.«-2A) 

(18)  [f„f]  =  0         (Ä  =  1,  2, .  .  r  -  1) 

welches  kurz  als  „das  vollständige  System  Wr—i"  bezeiclinet  werde. 
Das  SysterQ  TF^?  ^-  ^'  ^^^  Relationen  (17),  sind  mit  W  identisch 
(Art.  131). 

Sind  an  der  Stelle  x-^^ .  .  Xn^  alle  a;  regulär  und  die  Aggregate 
P',  Q  nicht  null,  so  dürfen  wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken, 
annehmen,  dafs  die  Funktionen  f-^^f^  .  .  fv  an  der  Stelle  x^^  .  .  Xn^  regulär 
seien,  und  ihre  nach  x^  .  .  x^  genommene  Funktionaldeterminante  da- 
selbst nicht  verschwinde,  dafs  ferner  das  System  Wv  nach  den  Ab- 
leitungen 

df  df  _      df_ 

auflösbar,  und  die  Koeffizienten  dieser  aufgelösten  Form  an  der  ge- 
nannten Stelle  alle  regulär  seien.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptungen 
folgt  durch  Betrachtungen,  die  denen  des  Art.  221  ganz  analog  sind. 
Auch  erkennt  man  jetzt  ohne  Schwierigkeit,  dafs  die  Reduktionsmethode 
des  Art.  214  in  dem  vorliegenden  Falle  %  =  2k  —  1  auf  das  Ver- 
fahren des  Art.  161  dadurch  zurückgeführt  werden  kann,  dafs  man 
mittels  der  Relationen 

die  Yariabeln  x^  .  .  Xv  aus   Wv  eliminirt. 

223.  Zur  Aufstellung  der  vollständigen  Systeme,  die  im  Falle 
X  =  2A  —  1  bei  der  Methode  des  Art.  218  benutzt  wurden,  bedienen 
wir  uns  der  Symbole  77;^'^  und  Tk,iy  von  denen  das  erstere  in  Art.  32 
erklärt  wurde,  während  das  letztere,  mit  ( —  l)*-f^-l-i  multiplizirt ,  im 
Falle  Tz  <  l  mit  dem  Pfaff 'sehen  Aggregat  2A  —  4*«''  Ordnung: 

(1,  . .  Ä:  —  1,  Ä;  +  1  .  .  ?  —  1,  Z  +  1  .  .  2A  —  2) 

übereinstimmt,   während  es  in  den  übrigen  Fällen  durch  die  Formeln 

Pkl^  Plky    Pkk  ^^  0 

definirt  ist. 

Mit  Rücksicht  auf  (2)  schreiben  sich  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  dafür,  dafs  die  Matrix  (C^-i)  des  Art.  218 
den  Rang  2A  —  2  besitze,  folgendermafsen : 

(1,  2, .  .  2A  —  2,  9,  0)  =  0    (p  =  2A  —  1,  2A, . .  ^  -f  V  —  1). 

Eine  ähnliche  Rechnung  wie  in  Nr.  219  zeigt  dann,  dafs  die  par- 
tiellen Differentialgleichungen,  denen  nach  der  Methode  des  Art.  218 
die  Funktion  fy  genügen  mufs,  so  lauten: 


304  Kap,  IX.     Die  explicite  Reduktiönsmethode.  [224] 

(19)  {/■).  =  0         (s  =  0,l,..n  —  x) 

(20)  {nn  ==0        ih=l,2,..v-  1) 


worin  gesetzt  wurde: 


(21) 


2;i— 2  2;i— 2 
11  i      * 


Die  Gleichungen  (19)  (20)  bezeichnen  wir  als  das  vollständige 
System  F^_i;  das  System  Vq  ist  mit  den  Relationen  (19),  d.  h.  mit 
V  identisch.  Sind  an  der  Stelle  x^^  .  .  Xn^  alle  a,-  regulär  und  P\  Q 
von  null  verschieden,  so  dürfen  wir  auch  hier  wieder  für  jedes  v  der 
Reihe  1  . .  A  —  1  annehmen,  dafs  alle  Funktionen  fi-.fv  an  der  Stelle 
Xi^  regulär  und  ihre  nach  x^  .  .  x^  genommene  Funktionaldeterminante 
daselbst  nicht  null  sei,  dafs  ferner  das  System  Vv  nach  den  Ab- 
leitungen 

df  df  ^  ^       df_ 

auflösbar,  und  die  Koeffizienten  dieser  aufgelösten  Form  an  der  ge- 
nannten Stelle  sämtlich  regulär  seien;  ferner  verwandelt  sich  V^  in 
das  System   F^^)  des  Kap.  VI,  wenn  man  mittels  der  Gleichungen 

/  ^    X-^      .    •   /  V    OCy 

die  Variabein  x^  .  .  x^  eliminirt,  vorausgesetzt,  dafs  die  Funktionen 
fih^^^  .  .  fv^'^"'^^  bez.  mit  den  damals  analog  bezeichneten  übereinstimmen; 
also  ist  die  Reduktionsmethode  des  Art.  218  mit  derjenigen  des 
Art.  159  im  Wesentlichen  identisch. 

■224.  Die  in  diesem  §  eingeführten  Klammersymbole  genügen  den 
Identitäten: 

{<pf)  =  -  ifq>y,  [<pf]  E-  -  [M;    {<pf}  ^-{f<p]. 

Zwischen  den  Klammersymbolen,  die  in  den  letzten  beiden  Nummern 
eingeführt  wurden,  bestehen  folgende  Zusammenhänge: 

(23)  P'[fl+,=  Q{f],+,-K,,_i,n  +  s{no     (s  =  0,l,2,..n-2X). 


Die   erste   dieser  Identitäten   wird    dadurch  verifizirt,   dafs  man  in 
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der  Identität  (28)  des  Art.22  für  P  das  Pfaff'sche  Aggregat  (0, 1, ..  2  A— 1) 
substituirt,  ferner  a  =  0;  /3  =  ^;  7  =  ^  ö  =  2X  —  1  setzt,  und  so 
die  Identität: 

P'  1        ,  ,  1       / 

Pki  ^  -Q^  Qki  +  -Q  J7^,2A— 1  •  ^^0  —  -Q  ni^2x—i  nko 

erhält.  Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  die  Pü  in  das  Symbol  {(pf} 
ein,  und  berücksichtigt  noch  die  Beziehungen: 

so  folgt  nach  leichter  Rechnung  in  der  That  die  Identität  (22). 

Die  Identität  (23),  die  aus  den  Bemerkungen  des  Art.  33  ohne 
weiteres  hervorgeht,  lehrt,  dafs  man  in  dem  vorliegenden  Falle  x  =  2l  —  1 
das  vollständige  System   V  in  jeder  der  beiden  Formen 

[f]i  =  0         {i  =  0,l,..n  —  %) 

{f\o=0,[fl  =  0         (s=l,2,..^-x) 

schreiben  kann,  während  das  System  W  durch  die  n  —  k  Gleichungen 
[f]s  =  0  dargestellt  wird. 

§  3.     Die  bilineare  Kovariante. 

225.  Es  seien  dx^  .  .  dx^  bezw.  dx^  .  .  dXn  zwei  verschiedene  Systeme 
von  Inkrementen  der  unabhängigen  Variabein  x-^^  .  .  Xn,  und  es  be- 
zeichne öf  das  totale  Differential  einer  Funktion  f{x^  .  .  ir„)  unter  der 
Voraussetzung,  dafs  für  die  Zuwachse  der  Xi  die  dxi  genommen  werden. 
Setzen  wir  dann  noch 

ddxk  ^:z  ddxk     (^  =  1,  2, .  .  n) 

und  bilden  wir  den  Ausdruck 

^  (  ^  ^'(^1  •  •  ^n)  dxi  \—d{  ^ak{x^  .  .  Xn)  8xk  1, 
80  liefert  die  Ausrechnung  folgendes  Resultat: 

n         n 

(1)  ^  {ßai  dXi  —  düi  dXi)  ee^  ^  ^*  aadxidXk , 

1      1 

worin  wie  gewöhnlich 


(^ik  ^:=  0,ki 


da.         daj^ 


gesetzt   wurde.      Der   Ausdruck    (1)    heilst    die    „hilineare   Kovariante" 
des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks 

V.  Wübor,  Das  Pfaffsche  Problem.  20 
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z/  EE  UaidXi 

und  zwar  aus  folgendem  Grunde: 

Vermöge  einer  beliebigen  Variabeintransformation 

(2)  x]  =  ti(Xi'  .  .  Xn)'^  x[  ■=  cpiix^  .  .Xn)     (i  =  1  .  .  n) 
verwandelt  sich  z/  in  den  Ausdruck 

z/' ^^  Eai{x^  .  .  Xn)dXi. 

Bedeuten  jetzt  dXr,  öxs    die  Inkrementensjsteme,  die  vermöge  (2)  den 
Systemen  dx,-  bezw.  dXk  entsprechen,  so  gelten  die  Beziehungen: 

n       ^  n        _ 

(3)  dxi  =  ^  ^r  dx/',     ^^k  =  ^  ^  äx:. 
Ferner  hat  man  nach  Art.  98  vermöge  (2)  die  Identitäten 

11  r  s 


(4)  «-  ^  5V7  -  äiiT'  =  ^  .Zf  «'* 


Aus  den  Relationen  (3)  (4)  aber  folgt  unmittelbar: 

n         n  n        n 

Xf  X^  ^i k dXi dxk^  ^^  ^^ « dx/ d xjy 
11  11 

m.  a.  W. :  Verwandelt  sich  vermöge  einer  beliebigen  Variabeintrans- 
formation (2)  der  Ff  äff 'sehe  Äusdruclc  z/  in  A\  so  geht  gleichzeitig  die 
bilineare  Kovariante  von  z/  in  diejenige  von  A'  über,  wenn  die  InJcre- 
mentensysteme  dXi  bezw.  dXk  der  Transformation  (3)  unterworfen  werden. 

Wir  wollen  nun  auseinandersetzen,  wie  man,  ausgehend  von  der 
soeben  bewiesenen  Kovarianz  des  bilinearen  Ausdrucks  (1),  durch  rein 
algebraische  Überlegungen  zu  der  in  §  1  entwickelten  „expliciten" 
Reduktionsmethode  eines  Pfaff'schen  Ausdrucks  z/  zurückgeführt  wird. 

Schreiben  wir 

bezw.  statt 


aXi,  0  x^j  aXf  .  o  Xg , 


dx. 


so  verwandeln  sich  die  Ausdrücke  z/,  z/'  und  die  zugehörigen  bilinearen 
Ko Varianten  bezw.  in  die  Formenpaare: 


(5)  z/«  lEE  2;a/^«,-      0«^,  ^  2JUaikU;Vk 

(6)  Ji'^El  Ua/u/]    Oa'v'  ^^  ^^drsu/v, 


'-. ' 


■ 
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und  es  bestehen  vermöge  der  kongruenten^)  linearen  Transformationen 
der  Variabein  u,  v: 

n         '  n 

(7)  Ui  =  ^^  CirUr\       Vic  =  ^  Cks^s        {j-,  1=1,..  u) 

1  1 

die  Identitäten: 

(8)  Z/J'  EEE  ^u ;       ^u  V    ^^^uv. 

Umgekehrt,  soll  der  Pfaff'sche  Ausdruck  z/  vermöge  einer  Variabein- 
transformation (2)  in  z/'  übergehen,  so  mufs  es  auch  zw^ei  kongruente 
lineare  Transformationen  (7)  geben,  vermöge  deren  die  Identitäteti  (8) 
bestehen. 

Um  also  die  Äquivalenz  zweier  gegebener  Pfaff'scher  Ausdrücke 
J,  z/'  zu  entscheiden,  müssen  wir  folgendes  rein  algebraische  Problem 
miterledigen: 

Welches  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dafs  ein  gegebenes  Formenpaar  (5)  vermöge  kongruenter  linearer  Sub- 
stitutionen (7)  in  ein  anderes  gegebenes  Formenpaar  (6)  übergeführt 
werden  kann? 

Bei  der  Untersuchung  dieser  Frage  können  wir  die  Gröfsen 
dij  CLik  =  —  ciki  und  Cir  vorläufig  als  Konstante  behandeln. 

226.  Wir  entwickeln  in  diesem  und  den  nächsten  Artikeln  einige 
Hülfssätze  über  Bilinearformen. 

Unter  dem  Bang  der  alternirenden  (schiefsymmetrischen)  Bilinearform 


Quv=-  ^  ^  ancUiVk     (aik  =  —  aki) 
11 

verstehen  wir  den  Rang  2t  der  schiefsymmetrischen  Matrix: 

(C)  II  an  II      ft  fc  =  1,  2, .  .  n). 

Dieser  Rang  ist  eine  Invariante  von  Q^v  gegenüber  beliebigen 
kongruenten  linearen  Transformationen  der  Variabeingruppen  Ui  und  Vk, 
m,  a.  W.:  verwandelt  sich  ^u^,  vermöge  der  linearen  Substitutionen 
.(7)  in  Ou'v'j  so  ist  der  Rang  dieser  letztern  Form  wiederum  2r.  Es 
■folgt  dies  mit  Rücksicht  auf  die  Identitäten: 


1)  Eine  lineare  Transformation  der  Variabein  u^  .  .  u^  heifst  zu  einer 
linearen  Transformation  der  Variabein  v^  ••  v„  „kongruent",  wenn  sie  dieselben 
Koeffizienten  c.^  besitzt;  ebenso  bezeichnet  man  zwei  Linearformen  a.u  -{-  •-  -\-  ci,^u,^^ 
und  a  V    4-  ■  ■  -\-  ci^v,^  mit  denselben  Koeffizienten  als  „kongruent". 

20* 
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Ori  ^    Xf  Xi'CtikCirCks 
1         1 

durch  eine  ganz  ähnliche  Überlegung  wie  in  Art.  98. 

227.    Es  seien  nunmehr  v  (<,n)  Paare  kongruenter  Linearformen 

vorgelegt,  wobei  die  Koeffizienten  fik  Konstante  bedeuten.  Die  Formen 
TJ^  .  .  Uv  seien  linear  unabhängig,  etwa  hinsichtlich  u^  .  .  u^,  d.  h.  die 
Determinante 

\fik\     (i,h  =  l..v) 

sei  von  Null  verschieden.     Läfst  sich  nun  ^uv  in  der  Gestalt 

(9)  ®„,  =  ^(D;-F.+  ,-— F,ü,+,-) 

1 

darstellen,  worin  Uv-\-i  und  F^_|_,;  kongruente  Linearformen  von  den 
u  bezw.  V  bezeichnen,  so  verschwindet  Quv  identisch  vermöge  der  v 
kongruenten  Relationenpaare 

(10)  U,  =  0,  ..   CT,  =  0;   Fl  =  0,  .  .   F,  =  0 
und  umgekehrt.     Letzteres  erkennt  man  so:  die  Formeln 

Ui    =    K;    Ur^s  =  Ur-\.s\    Vi    =    F*,    ^r'  +  s  =  ^v  +  ä 

(i  =  1,  .  .  1»;  s  =  1,  .  .  n  —  v) 

stellen  kongruente  lineare  Transformationen  der  beiden  Variabein- 
gruppen u  und  V  dar;  vermöge  dieser  Transformationen  geht  Ouv  in 
eine  Form  ^J'»'  über,  die  unter  der  Annahme  u^  =  0  ..  Uy  =  0, 
Vj^  =  0  .  .  Vv  =  0  verschwindet,  also  mit  Rücksicht  auf  ihre  schiefe 
Symmetrie  notwendig  die  Form  hat: 

V 

0Ü  v'  ^  ^   (u/  Vr  +  i  —  vi  JJy^  i)  , 

1 

wobei  die   Vl-^i  bezw.   Uv-^i  kongruente  Linearformen  in  den  v   bezw. 

u    bedeuten.     Durch  Rückübergang  zu   den  alten  Variabein  u  und  v 

folgt  dann  unsere  Behauptung  unmittelbar. 

Hieraus  und  aus  den  Überlegungen  des  Art.  80  folgt: 

Damit   die   alternirende  Bilinearform   Ouv   sich    in   der   Form   (9) 

darstellen    lasse  ^    ist   notwendig    und  hinreichend  ^    dafs   der   Bang   der 

Matrix 


[228] 


(c,.) 
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nicht  gröfser  als  2v  sei. 

228.  Nach  dem  Vorigen  kann  die  Zahl  v,  wenn  die  Darstellung 
(9)  möglich  sein  soll,  nicht  kleiner  als  r  sein.  Es  gilt  nun  der  Satz: 
Besitzt  die  Bilinearform  Quv  den  Bang  2r,  so  Jcann  sie  in  der  Form 


(11) 


«„ ,  =  ^  ( R-  n+.-  -  f;.  d,+,) 


dargestellt  werden. 

Unter  der  gemachten  Annahme  lassen  sich  nämlich  r  linear  un- 
abhängige Gröfsensysteme 

(12)  fiifi^..fin         (i=l,..r) 

so  bestimmen,  dafs  die  Matrix  (Ct)  ebenfalls  den  Rang  2  t  besitzt. 

In  der  That,  hat  man  die  v  —  1  ersten  Systeme  (12)  bereits  so 
bestimmt,  dafs  sie  linear  unabhängig  sind  und  alle  2t  -f-  2 -reihigen 
Hauptunterdeterminanten  von  (C^—i)  zum  Verschwinden  bringen,  und 
schreiben  wir  die  Bedingungen  dafür  auf,  dafs  auch  (0^,)  den  Rang 
2  t  besitze,  so  erhalten  wir,  wie  aus  den  Erwägungen  des  Art.  218 
leicht  folgt,  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  f^i,  fr 2  -■  fvn  ein 
System  von  n  —  2r  -\-  v  —  1  linear  unabhängigen,  linearen  homogenen 
Gleichungen,  die  aulser  den  v  —  1  ersten  Gröfsensystemen  (12)  noch 
2t  —  2v  -\-  2  weitere  linear  unabhängige  Lösungensysteme  zulassen. 
Die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  folgt  dann  leicht. 

Sind  solcherweise  die  Linearformen  U^  .  .  Ut  bestimmt,  so  folgen 
die  Koeffizienten  der  in  (11)  auftretenden  Linearformen 

Ut-^-i  =  FiiUi  H +  FinUn 

Vt^i  =  FnVl   H h  FinVn 


(^=1,..T) 
durch  Auflösung  der  (nunmehr  verträglichen)  linearen  Gleichungen: 


ttik  =  ^  (fsiF.k  —  fskFs?)         (^,  l^\  ..n), 


aus    denen    überdies    mit   Hülfe    der    Theorie    der    Determinantencom- 
position,  ähnlich  wie  in  Art.  127   geschlossen  werden  kann,   dafs  alle 
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2r  Formen  U^  .  .  U^t  (und  ebenso  natürlich  F^  .  .  V2t)  von  einander 
linear  unabhängig  werden. 

229.  Es  sei  jetzt  r  eine  Zahl  <  v,  denken  wir  uns  dann  die  r 
linear  unabhängigen  Linearformen  U^  f/g  .  .  Ur  beliebig  vorgelegt^  so  er- 
hebt sich  die  Frage  nach  der  kleinsten  Zahl  v  von  der  Beschaffenheit, 
dafs  die  Bilinearform  0j,j,  sich  in  der  Gestalt  (9)  darstellen  lasse. 

Wir  behaupten^  dafs  diese  Zahl  v  mit  der  halben  Rangzahl  der 
Matrix  (Cr)  übereinstimmt.  Die  gesuchte  Zahl  kann  nach  Art.  227 
nicht  kleiner  sein  als  der  angegebene  Wert.  Es  bleibt  also  nur  noch 
folgendes  zu  zeigen:  Sind  r  linear  unabhängige  Gröfsensysteme  fn  .  . /Vn 
von  der  Beschaffenheit  vorgelegt,  dafs  die  Matrix 

thk         'J  I 

den  Rang  2v  besitzt,  so  lassen  sich  weitere  v  —  r  Gröfsensysteme 
fii  '  •  fin  so  bestimmen,  dafs  auch  in  der  Matrix  ((7^)  alle  2v-\-2- 
reihigen  Hauptunterdeterminanten  verschwinden. 

Dies  ist  aber  unmittelbar  evident,  wenn  wir  in  den  bisherigen 
Überlegungen  überall  n  durch  n -\- r ,  ferner  2r  durch  2v  ersetzen, 
und  wie  früher  von  den  Bezeichnungen 

O^k,  n-\-h  =  (^n-\-h,-k  =  fhk'i    Cln-\-h,n  +  l  =  0       (ll^  l  =  1  .  ,  Y'^    h  =  1  .  .  fl) 

Gebrauch  machen.  Gleichzeitig  ergiebt  sich  folgendes:  Ist  / — 1  eine 
Zahl  der  Reihe  1,2,..^'  —  r  —  1,  und  hat  man  die  /  —  1  Gröfsen- 
systeme 

(13)  fr  +  h,  1,    fr+h,  2  .  .  fr  +  h,  n  Ql  ==  1,  2,  .  .  /  —  1) 

bereits  so  bestimmt,  dafs  die  Matrix  (C^+r— i)  den  Rang  2v  besitzt, 
so  erhält  man  durch  Nullsetzen  aller  2v  -\-  2-reihigen  Hauptunter- 
determinanten von  (Cv-fr)  für  die  n  Unbekannten: 

ein  System  von  n  -\-  r  -\-  r  —  (2v  +  1)  linear  unabhängigen,  linearen 
homogenen  Gleichungen,  die  also  aufser  den  Gröfsensystemen 

fn  .  .  fin         (i  =  1,  2,  .  .  r  +  /  —  1) 

noch  2v  —  2{r  -\-  r)  -\-  2  weitere  Lösungensysteme  zulassen. 
230.  Mittels  der  linearen  homogenen  Gleichungen 

(14)  t/i  =  0,  . .   ?7.  =  0,  Fl  =  0,  .  .  F.  =  0 

denken  wir  uns  r  von  den  Variabein  Ui  als  ganzlineare  homogene 
Funktionen  der  n  —  r  übrigen  Ui,  und  die  bez.  denselben  Indices  ent- 


I 
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sprechenden  r  Yariabeln  Vi  ebenso  durch  die  übrigen  Vi  ausgedrückt 
und  in  ^uv  substituirt.  Dadurch  verwandelt  sich  diese  Form  in  eine 
alternirende  Bilinearform  0«^,  mit  nur  n — r  Yari  ab  einpaaren  u,  v. 
Besitzt  nun  ^^.v  den  Rang  2ro;  so  sagen  wir:  „Z)ie  Bilinearform  Quv 
hesitzt  vermöge  der  Delationen  (14)  den  Bang  2tQ^. 

Es  gilt  jetzt  die  wichtige  Thatsache: 

„Ist  2v  der  Bang  der  Matrix  (Cr),  so  besitzt  die  Bilinearform 
UZaikUiVk  vermöge  der  linear  unabhängigen  Belationenpaare: 

n  n 

»^fuUi  =  0;  ^fmvi  =  0     Qi  =  1,  ,  .  r) 
'11 
den  Bang 

2ro  =  2v  —  2r". 

Die  Bilinearform  0uv  kann  nämlich  durch  Tq  und  nicht  weniger 
kongruente  Relationenpaare  in  u^  v  zum  Verschwinden  gebracht  werden 
(Art.  226  u.  221).  Die  Minimalzahl  kongruenter  Relationenpaare, 
welche  die  Gleichungen  (14)  umfassen  und  Quv  zum  Verschwinden 
bringen^  ist  also  r  -\-  Tq,  aber  nach  der  vorigen  Nr.  auch  gleich  v,  was 
zu  zeigen  war. 

Dieser   Satz   enthält   den   Schlufssatz   des  Art.  227   als   Spezialfall. 

Die  Zahl  2tQ  und  mithin  auch  die  Zahl  2v  ist  offenbar  eine 
simultane  Invariante  der  Bilinearform  0u  v  und  der  r  Linearformen 
^1  •  •  '^r  gegenüber  beliebigen  kongruenten  linearen  Transformationen 
der  beiden  Variabeingruppen  u  und  i;;  m.  a.  W.:  verwandelt  sich  Quv 
vermöge  der  Transformation  (7)  in  ^u' v  und  Ui  in  Ui,  so  besitzt  die 
Bilinearform  ^ü'v'  vermöge  der  Relationen 

wiederum  den  Rang  2xq. 

231.     Sind    k,  x^^  x<^    wie   früher   die  Rangzahlen  der  3   Matrices 
A)  (B)  (C),  die  nach  der  Vorschrift  des  Art.  96  aus  den  Koeffizienten 
ttij  an  des  Formenpaares 

n  

(5)  Ju  E^  ^'  aiUi'^   Ouv^^  ^^  aikUiVk 

1 

gebildet  werden,  so  ist  in  der  gegenwärtigen  Bezeichnungsweise  n^  der 

Rang    der   Bilinearform    ^uv,    ^i  —  2    der    Rang,    den    cD^w    vermöge 

^u  =  Oy  z/p  =  0   besitzt,   endlich   %  —  1   das  arithmetische  Mittel  aus 

beiden  Zahlen.     Darnach   ist  die  Zahl   %  eine  simultane  Invariante  des 

Formenpaars  z/«,    Q^v  gegenüber   kongruenten   linearen   Substitutionen 

der   beiden  Variabeingruppen   u,  v.      Wir    wollen    diese  Zahl    als    die 

jjKlasse  des  Formenpaa/res  z/^,,  0uv'  bezeichnen. 
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Dieser  Begriff  gestattet  folgende  Verallgemeinerung.  Ist  2q  der 
Rang  von  (Cr),  2ö  derjenige  der  Matrix 

Cl'ik      0.1      fhi 

(Br)     -  aj,      0     0  (i,h=l  ..n-,  h=l  .,r) 

—  hk    0     0 

so  sagen  wir,  das  Formenpaar  z/„,  ^uv  besitzt  „vermöge  der  Belationen: 

U,  =  0,  ..  ür  =  0,  Fl  =  0,  . .  F.  =  0    (ü,  ^  Ufuu,) 

die  Klasse  %  =  q  -{-  ö".  Da  <?  entweder  (>  +  1  oder  q  ist  (Art.  27), 
je  nachdem  %  ungerade  oder  gerade  ist,  so  sind  durch  Angabe  von  tc 
die  Zahlen  2q  und  2ö  mitbestimmt. 

232.  Es  sei  jetzt  21  der  Rang  von  (B)  (Art.  96),  dann  lassen  sich 
nach  Art.  229  A  —  1  Linearformen  Ui  so  bestimmen,  dals  die  Formen 
z/m,  Ui  .  .  Ux—i  linear  unabhängig  sind,  und  dafs  die  Bilinearform 
0UV  vermöge  der  Relationen 

z/.  =  0,  U,  =  0,  ..  üx-,  =  0-,  z/,  =  0,  Fl  =  0,  .  .  F,_i  =  0 
verschwindet.     Der  Ausdruck  z/j,  läfst  sich  nun  offenbar  in  der  Form 

Ju^cciTJ^-\ +  «;i-i  Ux-i  +  ccx  Ux 

darstellen;  diese  Identität  liefert  nämlich  die  Bedingungen: 
ai  =  aju  +  •  •  +  ccx-ifx-i,t  +  ccxfxi 

und  man  kann  für  die  a^  beliebige,  nicht  verschwindende  Konstante 
wählen,  worauf  die  Unbekannten  f\i  -  .  fxn  sich  berechnen  lassen.  Die 
Formen  U^  . .  Ux  sind  dann  offenbar  linear  unabhängig,  und  O^v  ver- 
schwindet vermöge  der  Gleichungen 

Ui  =  0,  . .  Ux  =  0,  V,  =  0  ..  Vx  =  0. 

Aus  Art.  226  folgt  jetzt : 

„Ist  2A  der  Rang  der  Matrix  (B),  so  gestattet  das  Formenpaar 
^u)  ^uv  folgende  Darstellung: 

(15)  J^^^ccUr,  0u.=  ^(UtVx  +  i-r.Ux  +  d 

1  1 

worin  die   U^  .  .  Ux  von  einander  unabhängig  sind. 
Die  a,us  (15)  folgenden  Relationen 
z 

aik  =  _^  Fksfis  — Fi.fks     (iy'k=l  .  .n\ 


welche    die    Koeffizienten    F^s    der  Linearformen    Ux-^k,    Vx^k    zu 


be-l 

m 
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rechnen  erlauben,  lassen  überdies  genau  wie  in  Art.  127,  130  mit 
Hülfe  der  Theorie  der  Determinantenkomposition  erkennen,  dafs  die 
2A  Linearformen  U^  .  .  TJ-2X  linear  unabhängig  oder  aber  durch  eine 
einzige  lineare  homogene  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  ver- 
knüpft sind,  je  nachdem  die  Matrix 

(C)  II  a,,  II         (i,-k=l..n)  , 

den  Rang  2A  oder  2A  —  2  besitzt. 

Im  letzteren  Fall  kann  man  nach  Art.  228  X  —  1  unabhängige 
Linearformen  ü]^  .  .  Ux—i  so  bestimmen,  dafs  die  Matrix  (ft—i)  eben- 
falls den  Rang  21  —  2  besitzt,  die  Bilinearform  Qu  v  sich  also  folgen- 
dermafsen  ausdrücken  läfst: 

x—i 

(16)  9u,  =  ^  (D;-  F,  +  ,-  -  Ui+t  v^, 

1 

während  die  Form  z/„  von  U^  .  .  TJx—\  linear  unabhängig  wird,  also  auf 
die  Gestalt 

(17)  ^^—TJx-\-cc^U^^ h  «A-i  C/a-1 

gebracht   werden    kann;    die  Konstanten    «,;    können    dabei   willkürlich 

gewählt  werden.     Die  aus  (16)  (17)  folgenden  Gleichungen 

2  —  1  x  —  i 

di  =  fxi  +  ^  a^fsi]   an,  =  ^  (fsiFsk  —  fskFsi) 
1  1 

dienen  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  f\i.  und  Fgky  und  lassen  (wie 
in  Art.  130)  erkennen,  erstens,  dafs  die  Linearformen  U^  .  .  U^x—i 
linear  unabhängig  sind,  zweitens,  dals  auch  umgekehrt,  wenn  eine  Dar- 
stellung (16)  (17)  unseres  Formenpaars  möglich  sein  soll,  die  Rang- 
zahlen von  (B)  und  (C)  gleich  2A  bezw.  21  —  2  sein  müssen.  Wir 
können  die  bisherigen  Resultate  demnach  folgendermafsen  resumiren: 
Ist  die  Klasse  x  des  Formenpaars  z/«,  O^v  gleich  2k,  dann  und 
'i.r  dann  existirt  eine  Darstellung 

X  X 

1  1 

irorin  die  Linearformen  U^  .  .  U^x  von  einander  linear  unabhängig  sind, 
nid  Vi  hezw.  die  zu  Ui  kongruente  Linear  form  bedeutet. 

Ist  dagegen  x  =  2X  —  1 ,   dann  und  nur  dann  gelten  Formeln  von 

folgender  Gestalt: 

x—i 

(19)  z/„     :  Ux  +  a,U,-^-  +  ccx-i  Ux-i',  ^u.':J^^{TJ,Vx+i-  Ux+i  V>), 
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ivorin  ü^  .  .  TJ^x—i  linear  unabhängige  Linearformen ,  die  Vi  die  dazu 
kongruenten  Linearformen  bedeuten. 

233.  Durch  den  vorstehenden  Satz  ist  zugleich  das  in  Art.  225 
formulirte  Äquivalenzproblem  miterledigt.  In  der  That^  soll  das 
Formenpaar 

(20)  z^u'  ^  2Ja/u/'^  Qü'v  -^  ^^  aiku/vk 

durch  kongruente  lineare  Substitutionen  (7)  in  das  Formenpaar  z/^^, 
0UV  übergeführt  werden  können,  so  mufs  es  nach  Art.  231  dieselbe 
Klasse  x  besitzen  wie  das  letztere.  Umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  und 
ist  etwa  ;«  =  2A,  so  gestattet  das  Formenpaar  (20)  die  Darstellung 

j:^  =  ^aiu;^  o:^ ^-^^ {u;vi+i-  üi+iV!), 
1  1 

worin  die  ül  linear  unabhängige  Linearformen  in  u-^  .  .  Un,  und  die 
Vi  die  dazu  kongruenten  Formen  v^'  .  .  Vn  bedeuten-,  die  a»  haben  die- 
selbe Bedeutung  wie  in  (18).  Dann  lassen  sich  n  —  x  Linearformen 
üy.-^i  .  .  Un  und  ebenso  n  —  k  Linearformen  K+i  .  .  Un  so  bestimmen, 
dafs  die  Gleichungen: 

U/==  Ui-,  V/==  Vi        (^  =  1,2,..;^) 

sowohl  nach  ^^^  .  .  w„,  v^  .  .  Vn  als  auch  nach  u^'  .  .  Vn  auflösbar  sind, 
also  kongruente  lineare  Transformationen  der  u  und  v  darstellen,  ver- 
möge deren  offenbar  die  Identitäten  (8)  bestehen.  Da  analoges  auch 
bei  ungeradem  x  gilt,  so  folgt  der  Satz: 

Das  Formenpaar  z/^^,  Ouv  kann  nur  dann,  aber  auch  stets  dann 
durch  kongruente  lineare  Transformationen  der  beiden  Yariabelngruppen 
Ui  und  Vi  in  das  Formenpaar  ^i'^  ^ü' v'  übergeführt  werden,  wenn 
beide  Formenpaare  dieselbe  Klasse  %  besitzen.  Diese  Zahl  ist  darnach 
die  einzige  Invariante  des  Formenpaares  zlu,  ^uv  gegenüber  kon- 
gruenten linearen  Transformationen  der  u  und  v. 

234.  Nachdem  nun  das  in  Art.  225  formulirte  rein  algebraische 
Problem  vollständig  erledigt  ist,  wollen  wir  unter  den  a,-  wieder  die 
Koeffizienten  eines  Pfaff 'sehen  Ausdruckes  z/  mit  den  Variabein  x^..Xn, 


da,         düi 


und  unter  den  au,  die  Funktionen  ^^  —  -^  verstehen.    Es  läfst  sich 

dxj^      dx, 

nun  zeigen:  Man  kann  über  die  Gröfsen  «,;,  /it^,  i^^^?  die  in  den  Ent- 
wickelungen  der  letzten  Artikel  vorkommen,  in  der  Weise  verfügen, 
dafs  identisch: 


[235]  §  3.     Die  bilineare  Kovariante.  315 

wenn  «/  ^5  Fi  gesetzt  wird.  Substituirt  man  nämlich  für  die  fik  ihre 
Werte  (21),  so  verwandeln  sich  die  linearen  homogenen  Gleichungen, 
welche  in  den  letzten  Artikeln  zur  Bestimmung  der  n  Unbekannten 
/*.i,  fvi,  •  •  frn  dienten,  in  ebenso  viele  lineare  homogene  partielle 
Differentialgleichungen  1.  Ordnung  mit  der  Unbekannten  fy  und  den 
Independenten  x^  .  .  Xn-  Diese  Differentialgleichungen  bilden  nach  dem 
§  1  dieses  Kapitels  jedesmal  ein  vollständiges  System,  und  wir  kommen 
so  auf  die  „explicite"  Reduktionsmethode  zurück,  die  in  §  1  zur  suc- 
cessiven  Bestimmung  der  Funktionen  fj'^..  fi  gegeben  wurde. 

Die  Entwickelungen  des  §  1  gründeten  sich  auf  den  Satz  des 
Art.  80,  der  seinerseits  durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  bewiesen 
wurde,  wie  das  Theorem  des  Art.  227.  Man  wird  hieraus  leicht  er- 
kennen, dafs  die  Überlegungen  des  gegenwärtigen  §  sich  nur  hinsicht- 
lich der  Anordnung  von  dem  Gedankengang  des  §  1  unterscheiden. 

235.  Den  Satz  des  Art.  228  und  die  Ergebnisse  von  Art.  104 
wollen  wir  noch  dazu  benutzen,  um  einen  homogenen  Pfaff'schen  Aus- 
druck ersten  Grades,  d.  h.  einen  Ausdruck  der  Form 


X\  (^idXh 


worin : 

ai  ^.  CnXi  -\-  C12X2  +  •  •  +  CinXn 

'     gesetzt  ist,   und  die  Cik  Konstante  bedeuten,  auf  seine  Normalform  zu 
reduziren^j. 

Man  hat  hier 

ttik  E=3  Cik  Cki. 

Ist  also  allgemein  Cik  =  Ckij   so  besitzt  z/  die  Klasse  1;    man  hat 
dann  in  der  That 

*  /  Jü'  ^  ^^  , 

z/  =  Y  e?  f  ^^  Cik  Xi  Xk 
\  1      1 

Wir  schreiben  ferner  wie  in  Art.  104 

Es  sei  zunächst 
I  1)  a -"  0,  also  dk  -\-  Cki  =  0.     Dann  ist   die  Klasse   %   des  Aus- 

drucks z/  gerade,  etwa  =-2X^  (Art.  104,  2))  und  gleich  dem  Rang  der 
alternirenden  Bilinearform 


^xy-^^  ^^CikXkVi 
1         1 


1)  Frobenius  II. 
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oder  der  Matrix 

II  dk  II         (i,  h=l  .  .  n). 

Nach  Art.  228  lälst  sich  daher  ^^y  in  folgender  Form  darstellen: 

X 

1 

worin  X^  .  .  X^x  unabhängige  homogene  lineare  Funktionen  von  x^..Xn 

mit  konstanten  Koeffizienten  und  die  Yi  die  dazu  kongruenten  Formen 

in  ^1  .  .  yn  bedeuten.     Indem  man  yi  durch  dxi  ersetzt,  folgt: 

X  X  ^ 

J  =  ^^XsdXx^s-Xx  +  sdXs  =  ^sX/d~^, 
1  1  * 

womit  die  verlangte  Reduktion  geleistet  ist. 

2)  Es  sei  K  =  2X  —  1'^    also  a=\=0.     Nach  Art.  104,  5)  besitzt 
dann  der  Pf  äff 'sehe  Ausdruck: 

z/'  ^E  ^  a/dxi  ^  ^^  aidXi ^  da 

die  Klasse  x'  =  2  A  —  2,  und  man  hat 

^  «,'a;,  =  ^«,  (a,  -  i- 1^)  e:2  a  -  a  -  0, 

also   erfüllt  z/'  die  Bedingungen  von  Nr.  1)  und  z/  läfst  sich   sonach 

in  der  Form 

x-i  ^ 

^  =  l.da  +  ^sX2a_±^ 

1  * 

darstellen. 

3)  Es  sei  X  =  2k  <  w;  also  2X  der  Rang  der  Matrix: 

II  aik  II         (i,  lc=l,2^  ..  n).     * 
Dann  können  wir  annehmen,  dafs  insbesondere  die  Determinante 

\an\         {i,  k=l,2,  ..2A) 
von  null  verschieden  ist.     Die  2A  totalen  Differentialgleichungen 

n 

^kaadXk  =  0         (i=l,2,  ..2A) 
1 

bilden   dann   das  zu   dem  vollständigen  System    W  adjungirte   System 
(Art.  140),  darnach  besitzt   W  die  Integrale  (Art.  74) 

y.  =  a-iXi  +  «,-2:^2  H h  üinOOn  (^  =  1,  2, .  .  2  /l)  5 

führt  man    diese  Integrale  statt  x^  .  .  X2X   als   neue  Variable  in  z/  ein. 


I 
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SO  reduzirt  •  sich  z/  auf  einen  bedingungslosen  homogenen  Pfaff 'sehen 
Ausdruck  1.  Grades  mit  den  Variabein  y^y^^  .  .  y^x  (Art.  136). 

Es  bleibt  also  nur  noch  folgender  Fall  zu  betrachten: 

4)  x  =  2  A  =  l^.     Die  Determinante 

I  aik  I         {i,h=l  ..n) 
ist  jetzt  nicht  null.     Ferner  ist  die  Determinante   * 

D  ^  I  ucik  +  vcki  I         {i,  ]c,=  l,  .  .n) 

nichi  für  jedes  Wertsystem  u,  v  null,  da  sie  es  für  ii  =  1^  v  =  —  1 
nicht  ist. 

Da  sich  D  nicht  ändert,  wenn  man  u  mit  v   vertauscht,   so  ge- 
stattet D  eine  Faktorenzerlegung  der  Form 

1 

worin  die  A«,  ybs  ein  System  von  —  n  Konstantenpaaren  bedeuten,    die 

teilweise  oder  alle  identisch  sein  können.  Wir  beschränken  uns  auf 
die  Betrachtung  des  Falls,  dafs  D  nur  Elementarteiler  ersten  Grades^) 
besitzt,  d.  h.  dals  jeder  Ä;-fache  Linearfaktor  von  JD  auch  in  den  gröfsten 
gemeinsamen  Divisor  sämtlicher  n  —  ^  -\-  1-zeiliger  ünterdeterminanten 
von  D  als  einfacher  Faktor   aufgeht.     Dann  besteht  eine  Identität  der 

Form: 

1 

Y" 

2j  (^ik  Xk  yi  EE  2f  i^s^»  ^1       ,      +  i^^^l       ,      ^s)y 

worin  X.^  Xg  .  .  X„  n  linear  unabhängige  Linearformen  von  x^  .  .  Xn 
mit  konstanten  Koeffizienten,  und  die  Yi  die  dazu  kongruenten  Linear- 
foi-men  in  2/i  •  •  Vn  bedeuten.     Daher  hat  man  identisch: 


1)  Vgl.    z.    B.    P.    Muth,    Theorie    und    Anwendung    der    Elementarteiler, 
Leipzig  1899. 
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§  4.     Verallgemeinerung  der  expliciten  Reduktionsmethode. 
236.  Es  sei  ein  beliebiger  Pfaff'scher  Ausdruck 

n 

A  ^  ^  aidXi 
1 

sowie  ein  System  -^on  r  (<  n)  unabhängigen  Funktionen  f^f^  .  .  fr  der 
Yariabeln  x^  .  .Xn  gegeben.  Ferner  sollen  mit  2q  und  2q  die  Rang- 
zahlen der  beiden  Matrices 

(^ik      eil      fhi 

(Br)      -a,      0      0       •,    (Cr) 
-fnic     0      0 


fhk 


\]i  =  l.,r     ) 


bezeichnet  werden^). 

(1) 


Berechnet  man  dann  aus  den  Belationen 

11  ^^^  ^1?    7  2  ""^^  ^2    •  •    fr  =  C'r 

r  der  Variahein  x  als  Funktionen  der  n  —  r  übrigen  x  und  der 
Konstanten  Ci,  und  substituirt  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  in  z/^  so  ver- 
wandelt sich  z/  in  einen  Bf  äff 'sehen  Ausdruck  z/^  mit  n  —  r  Variahein, 
der  für  jedes  heliehige  Wertsystem  c-^  . .  Cr  die  Klasse 

hesitzt. 

Umgekehrt,  soll  der  Bfa  ff 'sehe  Ausdruck  zJq,  in  den  sich  A  vermöge 
der  Belationen  (1)  verwandelt,  für  jedes  heliehige  Wertsystem  c^  .  .  Cr  die 
Klasse  Kq  besitzen,  so  müssen  die  Bangzahlen  2q,  2q  der  beiden  Ma- 
trices ißr),  (Cr)  im  Falle  eines  geraden  Kq  den  Gleichungen: 

29  =  2p'  =  x,  +  2r, 

im  Falle  eines  ungeraden  Kq  dagegen  den  Gleichungen 

2p  =  «„  +  2r+l;  2p'  =  ;.„  +  2r-l 
genügen. 

Ersetzt  man  im  Vorstehenden  die  Worte  „für  jedes  beliebige 
Wertsystem  q  .  .  c/^  durch  die  Worte:  ,,für  ein  bestimmtes  Wertsystem 
c^  .  .  Cr",  so  hat  man  unter  2q,  2q'  die  Rangzahlen  zu  verstehen^  die 
den  Matrices  (Br)  (Cr)  vermöge  der  Belationen  (1)  zukommen,  und  es 
ist  aufserdem  zu  beachten,  dafs  das  Gleichungensystem  (1)  nunmehr 
den  Bedingungen  des  Art.  40  genügen  mufs. 


1)  Die  Zahlen  q,  q'  sind  nicht  <C  r,  da  sonst  alle  2r-reihigen  Hauptunter- 
determinanten von  (J5^)  und  (0^),  also  auch  alle  r-reihigen  Determinanten  in  der 
Funktionalmatrix  von  f^^  . .  f^  verschwänden ;  ferner  ist  2  q'  ^  n -\- r ;  2Q^n-]- r -\- 1. 
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Der  soeben  ausgesprochene  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  der 
Resultate  der  Art.  230  und  231.  In  der  That  ist  ja  die  oben  mit  Xq 
bezeichnete  Zahl  in  der  Ausdrucksweise  der  zitirten  Artikel  nichts 
anderes  als  die  um  2r  verminderte  Klasse,  die  dem  Formenpaar 

z/j,  =:H:^  Zai  Ui ;     ^uv^^  EZat  k  Ui  Vk 

vermöge  der  Relationen 

n  n 

1  1 

zukommt,  vorausgesetzt,  dafs  die  x^  .  .  Xn  den  Gleichungen  (1)  genügen. 
Diese  letztere  Zahl  ist  aber  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden 
Rangzahlen,  die  den  Matrices  {B^  und  (Cr)  vermöge  des  Systems  (1) 
zukommen.  Bedeuten  aber  die  c-,  arbiträre  Konstanten,  so  können  durch 
Hinzunahme  der  Relationen  (1)  die  genannten  Rangzahlen  keine  Än- 
derung erleiden. 

\  Die  Umkehrung  des  Satzes  folgt  unmittelbar  daraus,  dafs  q'  nur 
einen  der  beiden  Werte  q  und  q  —  1  besitzen  kann. 

Man  erkennt  leicht,  dafs  das  Theorem  dieser  Nr.  den  Satz  des 
Art.  151,  auf  dem  die  Reduktionsmethode  von  Clebsch  beruht,  als 
Spezialfall  enthält. 

237.  Gegeben  sei  wieder  ein  beliebiger  Pfaff 'scher  Ausdruck  A 
und  r  (<  vi)  unabhängige  Funktionen  f^-  -fr  der  Variabein  x^  .  .  Xn. 
Ist  dann  2q  der  Rang  der  Matrix  (Br),  so  ist  q  die  kleinste  Zahl  von 
der  Beschaffenheit^  dafs  sich  z/  in  der  Form: 

(2)    Z/  =  F,df,  +  F,df,  +   .  .   +  Frdfr  +  Fr^ldfr  +  1  +   ■'  +  F^df^ 

darstellen  Vifst. 

In  der  That,  soll  eine  Darstellung  der  Form  (2)  möglich  sein,  so 
mufs  z/  vermöge  der  Relationen 

/i  =  ^1  •  •  / ^  ^  c^ 

identisch  verschwinden,  die  Matrices  {B^  und  ((7^)  müssen  also  nach 
der  vorigen  Nr.  beide  den  Rang  2p  besitzen;  umgekehrt,  ist  dies  der 
Fall,  so  verschwinden  in  (B^  alle  2q  -\-  2- reihigen  Hauptunterdeter- 
minanten, und  infolge  dessen  auch  alle  q  -\-  1-reihigen  Determinanten 
in  dem  Schema 

a^      «2     .  .     an 

fii      •  •      •  •     fm 


'Ci 


•  u 
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also  giebt  es  wirklich  eine  Darstellung  der  Gestalt  (2).  Wir  haben 
also  nur  noch  zu  zeigen,  dafs  sich  wirklich  q  —  r  von  einander  und 
von  den  t\  »  .  fr  unabhängige  Funktionen  fr^  i  .  .  /"^,  derart  bestimmen 
lassen,  dafs  die  Matrix  (B^  den  Rang  2q  besitzt.  Dies  ergiebt  sich 
aber  aus  folgendem  Satze: 

Ist  r  —  1  eine  Zahl  <i  q  —  r,  und  hat  man  die  Funktionen 
fr-\-\  .  .fr-\-r'—i  hereits  so  bestimmt,  dafs  sie  unter  sich  und  von  f^  .  .  fr 
unabhängig  sind,  und  dafs  alle  2q  -\-  2 -reihigen  Hauptunterdeterminanten 
der  Matrix  (jB^+r'— i)  verschwinden,  so  erhält  man  durch  Nullsetzen  aller 
2q  -\-  2 -reihigen  Hauptunterdeterminanten  von  (Br-^r')  fi^r  die  Unbe- 
kannte fr-\-r'  ßin  (n  -\-  r  -\-  r  —  2  Q)-gliedriges  vollständiges  System 
linearer  partieller  Differentialgleichungen  mit  den  Independenten  x^  . .  Xn, 
und  zwar  besitzt  dies  System  aufser  f^  .  .fr-\-r'—i  '^loch 

2q  —  2{r  +  /)  +  1 

weitere  unabhängige  Lösungen.  Für  fr-\-r'  ist  dann  ein  beliebiges  dieser 
Integrale  zu  wählen,  was  eine  Operation 

2Q  —  2r  —  2r+l 
erfordert. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  ganz  ähnlich  wie  in  Art.  213  ge- 
führt. Wir  bilden  das  2(>-gliedrige  System  totaler  Differentialgleichungen 

in  n  -\-  r  -{-  r   Variabein  Xq,  x^  .  .  Xn-\-r-^r'—i' 

n  r-[-r' — ^1 

x^  ^f  aikdXk  +  aidx^  +  ^^fhi,dxn+h  =  0     {i^\  .  .n) 
1  1 

^akdXk  =  0 

y}fj,dx,  =0     (j=l,..r  +  r'-l). 


Aus  diesem  System  lassen  sich  nun  genau  2  ^  —  r  —  /  linear  unab- 
hängige Linearkombinationen  bilden,  die  die  Variabein  Xq,  Xn-\-i,  Xn-{-2' ■ 
weder  in  den  Differentialen  noch  in  den  Koeffizienten  enthalten,  also 
nach  Art.  75  für  sich  ein  unbeschränkt  integrables  System  in  ä^^  .  .  Xn 
bilden.  Dieses  System  ist  adjungirt  zu  den  partiellen  Differential- 
gleichungen mit  der  Unbekannten  /r+r'?  die  sich  durch  Nullsetzen 
aller  2q  -\-  2 -reihigen  Hauptunterdeterminanten  des  Schemas  (!?,■+/) 
ergeben. 

Ist  2q  der  Rang  von  (Br),  so  ist  der  Rang  der  Matrix  (Cr)  gleich 
2q  oder  gleich  2q  —  2.  Im  letzteren  Falle  zeigt  man  genau  wie 
vorhin:  durch  je  eine  Operation 

2^  —  2r  —  2,  2Q-2r  —  4,..4:,2 
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kann  man  die  Funktionen  fr-^i,  -  •  f(j  —  i  so  bestimmen,  dafs  sie  unter 
sich  und  von  t\  .  .  fr  unabhängig  sind,  und  alle  2^ -reihigen  Haupt- 
unterdeterminanten von  (C^_i)  zum  Verschwinden  bringen.  Ersetzt  man 
dann  in  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  irgend  q  —  1  Variabein  x  durch 
ihre  aus  den  Relationen: 

/i  =  Cj^;  /2  =  ^2  •  •  /^— 1  ^^  ^Q—i 
folgenden  Werte,  so  verwandelt  sich  z/  nach  Art.  236  in  das  exakte 
Differential  einer  Funktion  Ü,  die  von  n  —  (>  +  1  Variabein  x  und 
den  Konstanten  c^  .  .  c^_i  abhängt,  und  durch  eine  Operation  0  ge- 
funden wird.  Geht  U  in  /^  über,  wenn  man  die  Ci  wieder  durch  die 
/'/  ersetzt,  so  gestattet  z/  die  Darstellung: 

zi  =  F,df,^ f-  Frdfr  H h  F^-idf^-1  +  df^. 

Darnach  können  wir  folgendes  Theorem  aussprechen: 
Bedeuten  f^  .  .  fr  (r  <  n)  heliebige  unabhängige  Funktionen^  und  be- 
sitzt die  Matrix  (Br)  die  Mang  zahl  2q,    dann  und   nur  dann  gestattet 
der  Ff  äff 'sehe  Äusdruch  A  die  Darstellung: 

(2)  A  =  F^df,  H \-  Frdfr  +  Fr-^ldfr+l  +  '  '  +  F^df^, 

u'orin  die  Funktionen  fif^-.  fq  unabhängig  sind.  Dabei  sind  die  Funktionen 

'inabhängig  oder  durch  eine  Relation  verknüpft,^)  je  nachdem  der  Bang 
2q   des  Schemas  (Cr)  gleich  2q  oder  gleich  2q  —  2  ist. 
Im  letzteren  Falle  kann  z/  auf  die  Gestalt 

(3)  Z/  =  F,df,  +  .  .  -f  Frdfr  +  Fr+ldfr+l  -\ h  Fq_,dfq-^  +  df^ 

gebracht  werden^  worin  die  Funktionen 

fl  •  •/?;    Fr^i  .  -Fq-i^) 

unabhängig  sind. 

Die  Ermittelung  der  Funktionen  f^  . .  f^  in  der  Darstellung  (2)  ver- 
langt im  Falle  2q  ^^2q   die  Operationen: 

2Q  —  2r—l,  2^  —  2r  —  3, . .  3,  1-, 

die  Bestimmung  von  f^.-f^  in  der  Darstelkmg  (3)  erfordert  je  eine  Operation 
2Q  —  2r  —  2,2Q  —  2r  —  4^..  4,  2,  0. 

Die  Koeffizienten  Fi  ergeben  sich  hinterher  aus  den  Identitäten  (2)  bezw. 
(3)  du/rch  Auflösung  linearer  Gleichungen. 

1)  Dieser  Fall   tritt  immer   ein ,    wenn  2  §  =  n  -f  ^'  +  1 ,    die  Funktionen 
^iif)  fk  ^^^  8^^  keinen  Bedingungen  unterliegen. 

2)  Diese  Funktionen  haben  dann  natürlich  eine  andere  Bedeutung  wie  in  (2). 

T.  Weber,  Daa  Pfaflscho  Problem.  21 
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Die  soeben  aufgestellten  Behauptungen  über  die  Unabhängigkeit 
der  Funktionen  Fif).  folgen  leicht  aus  Art.  236  und  dem  Fundamentalsatz. 

238.  Wir  wollen  nun  mit  den  beiden  Matrices  (B,)  und  (C^)  eine 
wichtige  Umformung  vornehmen. 

Die  Klasse  k  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks  z/  sei  zunächst  gleich  2A, 
und  das  Aggregat 

P  =  (1,2,..2A) 

nicht  identisch  null.  Wir  bezeichnen  nun  mit  i^,  4,  ..  Hs  irgend  2s 
Zahlen  der  Reihe 

0,  2A  +  1,  2A  +  2,  .  .    n,  n-\-\,  ..  n-\-  r; 

ferner  setzen  wir  wie  in  Art.  36: 

(4)  [i,h]  =  {l,2,..2l,i,k) 
und  verstehen  unter  dem  Symbol 

dasjenige  Pfaff 'sehe  Aggregat  der  Ordnung  2  s,  das  mit  Hülfe  der 
Elemente  [4^1  ge^^s-^  nach  denselben  Regeln  gebildet  wird,  wie  das 
Aggregat  (i^i^  ..  ^2«)  mittels  der  Elemente  (**«  ^"^) ,  (vgl.  Art.  19,  20). 
Nach  Art.  36  gilt  dann  die  Identität: 

{i,,i,  . .  i2s]  '=E  P*-i  (1,  2,  .  .  2A,  i,  . .  4.0 . 

Verschwinden  also  für  eine  bestimfnte  Zahl  s  alle  Pfaff'schen  Aggre- 
gate der  Form 

(1,  2, . .  2X,  i,  . .  H,), 

so  gilt  dasselbe  von  allen  Ausdrücken  [i^  .  .  ^'2  J  und  umgekehrt.  Bilden 
wir  daher  die  beiden  schiefsymmetrischen  Matrices: 

(5)  \\[i,k]\\     (i,h==0,2X  +  l,2l  +  2,..n,..n  +  r) 

(6)  .        \\[i,k]\\     ii,k=      2A  +  l,2A  +  2,      ..      n  +  r) 

und  bedeuten  2(?,  26'  ihre  Rangzahlen,  ferner  2q  und  2q'  wie  vorhin 
diejenigen  der  Matrices  (Br)  iind  (Cr),  so  erhält  man  mit  Rücksicht 
auf  Art.  26  die  Beziehungen: 

(7)  2q  =  2X  +  2ö-,  2q  =  2A  +  2a  . 

Ersetzt  man  aber  in  der  Matrix  (5)  die  Ausdrücke  [i,  Ji]  durch 
ihre  Werte  (4),  so  folgt  aus  den  Rechnungen  von  Art.  219,  220  sofort, 
dafs  diese  Matrix  nach  Division  ihrer  Elemente  mit  +  P  und  passender 
Anordnung  ihrer  Zeilen  und  Spalten  folgende  Form  annimmt: 


[239] 


(Sr) 


4.     Verallgemeinerung  der  expliciten  Recluktionsmethode. 

0  0  .    .  0  (A)o  (A)o  .    .    (fr)o 
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0 


0 

(A). 


0 


ifl)n 

0 


(fr),.-, 
(Mr) 


-  ifr)0    -  (A).    •    •    -  (/;)«-.    im        ifrh) 

Die  Klammersymbole  (qp)^  und  {(pf)  haben  dabei  dieselbe  Bedeutung 
wie  in  Art.  220.  Das  Schema  (6)  entsteht  aus  {Br)  durch  Streichung 
der  ersten  Zeile  und  Spalte;  wir  wollen  die  so  entstehende  Matrix 
mit  (Cr)  bezeichnen.  Die  Relationen  (7)  liefern  dann  mit  Rücksicht 
auf  Art.  236  den  wichtigen  Satz: 

Es  sei  A  ein  Pf  äff' scher  Ausdruck  der  Klasse  x  =  21;  bedeuten 
dann  fi  -  -fr  (r  <i  n)  irgend  tvelche  unabhängige  Funktionen  der  Variabein 
X,  und  sind  2^,  26'  die  Bang  zahlen  der  beiden  Matrices  (Br)  und  (Cr), 
dann  und  nur  dann  reduzirt  sich  z/  vermöge  der  Belationen 


(8) 


/l   ^17    /2 


fr 


auf  einen  Ausdruck  z/^  in  n  —  r  Variabein  ^  der  für   beliebige  Werte  d 
die  Klasse 

Xo  =  ^  +  ö'  + 2/1  — 2r 
besitzt. 

239.  Durch  Angabe  der  Zahlen  A,  r,  %q  sind  die  beiden  Zahlen 
0,  6    offenbar  eindeutig  bestimmt.     Setzen  wir  %q  =  0,  so  folgt: 

Damit  die  Belationen  (8)  für  beliebige  Werte  Ci  ein  Integral- 
äquivalent der  Bf  äff 'sehen  Gleichung  z/  =  0  darstellen,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  in  der  Matrix  (ßr)  sämtliche  2r  —-2X  -\~  2-reihigen 
Hauptunterdeterminanten  verschwinden. 

Darnach  ist  2r  —  2A  der  Minimal  wert,  den  die  Rangzahlen  der 
Matrices  (Br)  und  (Cr)  erreichen  können,  falls  /i .  ./*r  unabhängig  sein  sollen. 

Nehmen  wir  in  dem  vorstehenden  Resultat  für  r  seinen  Minimal- 
wert A,  so  folgt: 

Im  Falle  x  =  2X  stellen  die  Gleichungen 


(8) 


/l  ^l5    /2  ^2    •  •    /^ 


cx 


dann  und  nur  dann  für  beliebige  Werte  der  Ci  ein  Integraläquivalent  der 
Bf  äff 'sehen  Gleichung  z/  =  0  dar^  wenn  man  identisch  hat: 

(Ö)       (/;•)..  =  0;  {ff,)  =  0         {i,k  =  l.,r',s  =  0,\,..n-7i). 

Dafs    die    linken    Seiten    eines    vollständigen    Integraläquivalentes 
dem  System   V  genügen  müssen,  ist  uns  aus  Art.  205  bereits  bekannt. 

21* 
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240.  Aus  dem  Vorhergehenden  ergeben  sich  noch  die  weiteren 
Folgerungen : 

I)ie  Klasse  des  Ausdruchs  z/^,  auf  den  sich  ein  Äusdruclc  A  der 
Klasse  2X  vermöge  des  r-gliedrigen  Gleichungensystems 

(10)  /;  ==  0  . .  /•,  =  0 

reduzirt,  ist  gleich  a  -\-  6  -\-  2k  —  2r,  wenn  2a  und  2o'  die  Bang- 
zahlen  hedeutenj  die  den  Matrices  (Br)  und  {Cr)  vermöge  (10)  zukommen, 
und  wenn  das  Ffaff'sche  Aggregat  P  vermöge  (10)  nicht  verschtvindet. 
Ist  A  ein  Ausdruck  der  Klasse  2  k,  und  bilden  die  Gleichungen 
(10)  ein  nicht  singidäres  Integraläquivalent  (Art.  190)  der  Pf  äff' sehen 
Gleichung  z/  =  0,  so  kann  man  die  Variabein  x  so  numerircfiy  dafs 
das  Pf  äff 'sehe  Aggregat  P  vermöge  (10)  nicht  null  ist,  und  es  ver- 
schwinden dann  alle  2r  —  2  k  -{-  2 -reihigen  Hauptunterdeterminanten  der 
Schemata  (JBr)  und  (Cr)  vermöge  (10)  identisch.  Umgekehrt,  ist  letzteres 
der  Fall,  ohne  dafs  P  vermöge  (10)  null  ist,   so  bilden  die  Gleichungen 

(10)  ein   nicht   singidäres  Integraläquivalent   der   Pf  äff 'sehen   Gleichung 
A  =  0. 

Ein  nicht  singuläres  Integraläquivalent  kann  darnach  nicht  weniger 
als  A-gliedrig  sein,  was  wir  aus  Art.  191  schon  wissen.  Für  r  =  k 
folgt  insbesondere: 

Die  Belationen 

(11)  /i  =  0, /,  =  o,  ../•,  =  0 

liefern   dann  und   nur  dann   ein  nicht   singuläres  A-gliedriges  Integral- 
äquivalent der  Pfaff 'sehen   Gleichungen   z/  =  0,   wenn   alle  Relationen 

(fds  =  0,  (/;■/.)  EEE  0     (i,k=l..r',  s  =  0,l,,.n-2k) 

vermöge  (11)  erfüllt  sind. 

241.  Für  den  bedingungslosen  Ausdruck 

p^dx^  +p^dX2  -\ \-PmdXm 

in  den  2  m  unabhängigen  Veränderlichen  Xi,  pi  hat  man,  wie  die  Aus- 
rechnung lehrt: 

während   das  Klammersymbol  (qp/)  diejenige  Bedeutung  erhält,   in  der 
es  zuerst  von  Poisson  gebraucht  wurde: 
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Beschränken  wir  uns  von  vorneherein  auf  diejenigen  Integraläquivalente 
der  Pfaff 'sehen   Gleichung  EpidXi  ==  0,    die   in   den  pi  homogen   sind 
und  die  Gleichungen 
^  i>i  =  0  .  .  i?,n  =  0 

nicht  enthalten,  und  deuten  wir  dementsprechend  die  Xipi  als  homogene 
Elementkoordinaten  des  Raums  Bm,  so  führen  die  Ergebnisse  der 
letzten  Artikel  unmittelbar  zu  folgenden  Sätzen,  in  denen  das  Symbol 
{(pf)  in  der  Bedeutung  (12)  gebraucht  wird: 

Sind  die  r  FimUionen  f^.-fr  der  2  m  Veränderlichen  Xipi  von  ein- 
ander unabhängig  und  in  den  pi  homogen  nidlter  Ordnung ^  und  ist 
2r  —  2  m  der  Bang  der  Matrix 

(13)  \\(fifk)\\         {i,h=\,2,..r), 
dann  und  nur  dann  stellen  die  Belationen 

für  jedes  heliehige  Konstantenstjstem  Ci  eine  Element-M^m—r-i  des  Baums 
Bm(xj^  .  .  x„t)  dar. 

Damit  die  Gleichungen: 

fi{x^  .  .  XmP^  .  .prri)  =  d  (^  =  1  .  .  m) 

für  heliebige  Ci  eine  Element-Mm—i  des  Bm  darstellen,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dafs  die  fi  von  einander  unabhängig  und  in  den  pi  homogen 
nullter  Ordnung  seien,  und  dafs  alle  Ausdrucke: 

^]  (df,    df,  cf,    df\  ' 

identisch  verschwinden. 

Ist  das  r-gliedrige  Gleichmigensystem 

(14)  fi{x^  .  .  Xrr^Pi  .  .  Pm)  =  0  (i  =  l  .  .  r) 

m  den  pi  homogen,  d.  h.  verschwinden  alle  r  Ausdrücke  ^  Ps  -^—  ver- 
möge (14),  so  stellt  es  dann  und  nur  dann  eine  Element-M^m—r-i  dar, 
wenn  vermöge  desselben  die  Matrix  (13)  den  Bang  2r  —  2m  besitzt; 
insbesondere   erfüllt   ein   m-gliedriges   Gleichungensystem  der  Form  (14) 

\  dann  und  nur  dann  die  Ff  äff 'sehe   Gleichung  Ep^dx»  ==  0,   wenn  ver- 

)  möge  desselben  alle  Ausdrücke 

null  sind. 

242.  Im  Falle  x  =  2X  —  1  seien  die  Aggregate : 
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P'  =  (1,  2, . .  2A  -  2);  Ö=  (0,  1, .  .  2A  -  1) 

nicht  identisch  null. 

Schreiben  wir  jetzt: 

[i,Jc]:^i(l,2,..2X-  2,1,1) 
so  folgt  ans  Art.  36  die  Identität: 

[iih  '  •  *'2j  "  P'^-^l?  2,  . .  2A  —  2,  i^,  lg,  .  .  i2s)y 
worin  \  .  A^s  irgend  2  s  Zahlen  der  Reihe 

2k  —  \,2Xj..n,n+l..n-\-r 
bedeuten.    Wir  schliefsen  jetzt  wie  oben,  dafs  der  Rang  26  der  Matrix 
(15)  II  \ik-\  II         {i,  lc  =  2X-\,2k,..n  +  r) 

mit  dem  Rang  2q    von  {Cr)  in  folgender  Beziehung  steht: 

2^'  =  2g+2A  — 2. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Symbole  \ilc\  schreibt  sich  aber 
die  Matrix  (15)  nach  Art.  223  folgendermafsen : 

0  .    .  0  |/i)o  .    .  .    .        {frU 


(16) 


0 

!/i}o 


0  IAU_.       .  .         .  .      \fAn-, 


-    [frU       ■    .       -    {fr\n-.        {frfA  {MA         ■    ■  0 

Aus  den  Identitäten  (22)  und  (23)  des  Art.  224  folgt  jetzt  unmittelbar, 
dafs  diese  Matrix  in  die  nachstehende  Gestalt  umgesetzt  werden  kann: 

0      .  .        0  {/iio        .  .      .  .    (/;)„ 


(Cr) 


0 


0 

l/il« 


0 


[M 


0 

[fil 


0 


l/iA] 


[frh 


Iflfr] 


0 


-{/;•)«        •     •  -[/;]»-.  [frf\]  Ifrß] 

Diese  Umformung  vollzieht   sich   in   der  Weise,   dafs   man   in  der 
Matrix  (16)  zunächst  die  2^%  3*^  .  .  n  —  k  +  V^  Zeile  und  Spalte  mit 

dem  Quotienten   ^,  multiplizirt,  sodann  die  mit  geeigneten  Funktionen 

multiplizirten  Elemente  der  ersten  Zeile  und  Spalte  zu  den  übrigen 
Zeilen  bezw.  Spalten  addirt.  Durch  alle  diese  Umformungen  bleibt 
aber  der  Rang  der  Matrix  (16)  ungeändert  (Art.  12). 
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Verstehen  wir  schliefslich  unter  dem  Symbol  [iJc]  folgenden  Ausdruck 
p/c]  1   (0,  1,  ..2/1  — 1,*Ä;), 
so  schliefsen  wir  aus  der  Identität 

[^'i^  •  •  ^2s]       Q'-^O,  1,  .  .  2A  -  1,  i,  .  .  ^2,) 
wie  vorhin,  dafs  der  Rang  2(?  der  Matrix 

(17)  \\Um\         (i,1c  =  2X,2l  +  l..n) 

gleich  2q  —  2X  ist,  wenn  mit  2q  derjenige  von  (Br)  bezeichnet  wird. 
Die  Matrix  (17)  entsteht  aber  aus  (Cr)  offenbar  dadurch,  dafs  man  die 
erste  Zeile  und  Spalte  fortläfst;  das  so  entstehende  Schema  werde  mit 
(Br)  bezeichnet.  Mit  Rücksicht  auf  Art.  236  ergeben  sich  jetzt  der 
Reihe  nach  folgende  Sätze,  die  alle  unter  der  Annahme 

gelten: 

1)   Sind  fi  .  .fr  unabhängige  Funktionen    von  x^  . .  Xn,  so  redusirt 
sich  der  Pfaff'sche  Ausdruck  A  vermöge  der  Belationen 

(18)  fl  =  C,    ..    fr  =  Cr 

auf  einen  Pfaff^schen  Ausdruck  z/q  mit  n  —  r  Variahelnj  der  für  beliebige 
Werte  der  Konstanten  Ci  die  Klasse 

(19)  Xq=:0  +  6'  +  2X  —  l  —  2r 

besitz,  wenn  mit  26  und  2  g'  bez.  die  Bangmhlen  der  Matrices 

[f<M    !/;:)o    [/* 


(B.) 


(Cr) 

(i^k  =  1  .  .r-^  s  = 


{A)o     0        0 

[fkl       0  0 

1,  2, .  .  n  —  x) 
bezeichnet  werden. 

2)  Die  Belationen  (18)  stellen  nur  dann,  aber  auch  stets  dann  für 
beliebige  c,-  ein  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen  Gleichung  z/  =  0  dar, 
wenn  die  Matrix  (Br)  den  Bang  2r  —  2X  besitzt;  der  Bang  von  (B,) 
kann  nicht  <C2r  —  2X  sein,  wenn  die  Funktionen  /i  . . /r  unabhängig 
sein  sollen. 

3)  Damit  die  Gleichungen 

/l  =  ^IJ   /2  =  ^2    "   fi  =  ci 

ein  vollständiges  Integraläquivalent  von  z/  ==  0  bilden,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dafs  die  Gleichungen 

für  alle  Indices  s  =  \,  .  .  n  —  %-  i,k  =  1  .  .  l  identisch  bestehen. 
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4)  Verschwinden  vermöge  des  r-gliedrigen  GleicJmngensystems 

(20)  f,  =  0,  f,  =  0,  . .  /;  =  0 

die  Pf  äff' sehen  Aggregate  P'  und  Q  nicht  identisch,  so  ist  die  Klasse 
Xq  des  Pf  äff"  sehen  Ausdruclis  J^,  auf  den  sich  z/  vermöge  (20)  redtmrtj 
durch  die  Formel  (19)  gegeben  j  wenn  26  und  26'  die  Bang  zahlen  'be- 
zeichnen, die  den  Matrices  (Br)  und  {Cr)  vermöge  des  Gleichungensystems 
(20)  zukommen. 

5)  Bilden  die  Gleichungen  (20)  ein  r-gliedriges  Integraläquivalent 
der  Pfaff''schen  Gleichung  z/  =  0,  und  sind  insbesondere  die  Funktionen 
P'  und  Q  vermöge  (20)  nicht  mal,  so  verschwinden  in  dem  Schema 
(Br)  vermöge  (20)  alle  2r  —  2 1 -\- 2-reihigen  Unterdeterminanten;  um- 
gekehrt, ist  dies  der  Fall,  ohne  dafs  P'  oder  Q  vermöge  (20)  verschwinden, 
so  bilden  die  Relationen  (20)  eiot  nichtsingiääres  Integraläquivalent  der 
Pfaff'schen  Gleichung  A  =  0. 

6)  Ein  nicht  singuläres  Integraläquivalent  von  z/  =  0  mufs  min- 
destens A  Gleichungen  enthalten;  die  Relationen 

f,  =  0,  ..f,  =  0 

bilden  dann  und  nur  dann  ein  X~gliedriges  Integraläquivalent,  wenn  ver- 
möge derselben  alle  Ausdrücke  [/"/]«,  [fifk\  verschwinden. 
243.  Für  den  bedingungslosen  Ausdruck 

dz  p^dx^  •  •  — PmdXra 

in  den  2m  -\-  1  Variabein  z,  x-,,,  pi  hat  der  eckige  Klammerausdruck 
folgende  Bedeutung: 

wie  man  entweder  durch  direkte  Rechnung  oder  auch  aus  Art.  260 
erkennt.     Aus  der  vorigen  Nr.  folgt  jetzt: 

Damit  die  Relationen 

fi{z,  Xi  .  .  XmPi  .  .Pm)  =  Ci  {i=l  .  .r) 

für  beliebige  C;,  eine  Element-Mim+i-r  des  Raums  Rm-\-i  (zx^  .  .  Xm)  dar- 
stellen  (Art.  177),  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  Matrix 


I 


(22) 


0  [f[Q       [/i/3]       .    .       [flfr] 

[frfW    LU^\    [/;/iiJ    •  •      0 


I 
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worin  das  Symbol  [cpf]  die  Bedeutung  (21)  hat,  den  Rang  2r  —  2  m  —  2 
hesitze,  und  es  ist  dies  der  Ideinste  Wert,  den  dieser  Rang  annehmen  kann, 
wenn  die  Funktionen  f\  .  .fr  hinsichtlich  der  2  m  -\- 1  Varidbeln  z,  Xij  pi 
unabhängig  sein  sollen.     Insbesondere  stellen  die  Gleichungen 

fi  =  c^  .  .  fm-\-i  =  e,n-\-i 

dann  und  nur  dann  für  beliebige  Ci  eine  Element-M,n  dar ^  wenn  s'dmir 

liche  —m(m  +1)  Ausdrücke  der  Form: 


identisch  null  sind. 

Das  r-gliedrige  Gleichungensystem 

(24)  fi(0,  x^  .  .  XmPi  •  .  Pm)  =  0       (i=l  ..r) 

definirt  dann  und  nur  dann  eine  Element-M^m+i—r y  wenn  vermöge  des- 
selben alle  2r  —  2m-reihigen  Unterdeterminanten  des  Schemas  (22)  ver- 
schivinden;  insbesondere  liefern  die  Gleichungen  (24)  dann  und  nur  dann 
eitle  Element-Mm,  wenn  r  =  m  -\-  1  und  wenn  vermöge  (24)  alle  Aus- 
drücke (23)  verschwinden. 

244.  Der  zuletzt  ausgesprochene  Satz  läfst  sich  ohne  Zuhilfenahme 
der  allgemeinen  Theorie  des  Pfaff 'sehen  Problems  beweisen. 

Zu  diesem  Zwecke  gebrauchen  wir  das  Symbol  [q)f]  im  Folgenden 
immer  in   der  Bedeutung  (21),  und  beweisen  zunächst  die  Thatsache: 

Sind  die  beiden  r-gliedrigen  Gleich angensysteme 

(25)  f{0,  X^  .  .  XrnPi  .  .pm)==0  (i  =  1  ,  .  r) 

f  26)  (pi(0,  x^  .  .  XmP^  ..p^)  =  0         (i=l  ,,r) 

äquivalent  (Art.  42),  und  bestehen  die  ,.  r(r  —  1)  Identitäten  [fifk]  ^  0 

rmöge  (25),    so   verschwinden  auch   alle  Ausdrücke  [gj/^jj   vermöge 
der  Gleichungen  (26). 

In  der  That,  das  Gleich ungensystem  (25)  gestattet  der  Annahme 
nach  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

riithin  (Art.  55)   gestattet  auch   das  System  (26)  diese   infinitesimalen 
Transformationen,  d.  h.  es  verschwinden  alle  Ausdrücke  [fcpkl  vermöge 
'-^0),   also    auch  vermöge  (25).     Da  nun   identisch   [fcpk]    =^  —  [ffkfijf 
>   gestattet   das   Gleichungensystem   (25)   die  r    infinitesimalen   Trans- 
formationen   Y^.f       \(pkf\  und   dasselbe   gilt  sonach  (Art.  55)  auch  für 
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das  äquivalente  System  (26),  d.  h.  alle  Ausdrücke  [(pi(pk\  verschwinden 
vermöge  (26). 

245.  Es  möge  jetzt  das  m  +  1-gliedrige  GHeicliungensystem 

(27)  /•,=0,  ../■„.+  ,  =  0 

die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  alle  --m(m  +  1)  Relationen 

(28)  im  =  0 

vermöge  (27)  erfüllt  sind.  Dann  können  die  fi  nicht  alle  von  0  un- 
abhängig sein.^)  Andernfalls  besäfsen  nämlich  die  Gleichungen  (28) 
folgende  Form: 

Also  besäfsen  die  linearen  Gleichungen 

m  ^  m 

(29)       ^t|?  +  ^W»F^  =  0        (i=l..m+l) 
die  m  -{-  1  Lösungensysteme 

(^ö)  ä^--ä^'  "ä^"-  -ä^   (Ä.  =  i..m  +  i), 

und  es  wären  also  entweder  die  Gleichungen  (29)  oder  die  Gröfsen- 
systeme  (30)  vermöge  (27)  nicht  linear  unabhängig,  also  bildeten  die 
Gleichungen  (27)  kein  m  -\-  1-gliedriges  Gleichungensystem  im  Sinne 
von  Art.  40. 

Darnach   läfst    sich    eine    der   Gleichungen  (27)  nach   z  auflösen; 
durch  Elimination  von  3  erhalten   die  übrigen  Gleichungen  die  Form: 

(31)  (pi{x^  .  .  x.nPi  .  .pm)  =  0        (i  =  l  .  .m). 

Kann  man  aus  diesen  Relationen  l  und  nicht  mehr  unabhängige  Glei- 
chungen zwischen  den  x  allein  ableiten: 

(32)  Ipli^l   '  '  ^m)  =  0,    .  .    llJi(x^  .  .  Xrn)  =  0, 


1)  Dies  ist  auch  eine  Folge  der  Thatsache,    dafs  für  den  Pfaff' sehen  Aus- 

druck  J  -iiidz  —  Hp.dx.  das  Symbol    {/"l^  die  Bedeutung    ~  hat,  und  dafs  der 

Rang  der  Matrix  (C^^,^^  die  für  unsern  Pfaff'schen  Ausdruck  nach  der  Vor- 
schrift des  Art.  242  zu  bilden  ist,  nicht  null  sein  kann;  andernfalls  wäre  die 
Klasse  Xq  des  Pfaff'schen  Ausdrucks,  auf  den  sich  J  vermöge  (27)  reduzirt,  <^0. 
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SO  müssen  sich  die  Gleichungen  (31)  nach  m  —  l  von  den  Variabein 
l^ij  etwa  nach  ^9i_|_ij?;_l_2  .  .Ihn  auflösen  lassen: 

(33)  Pi^s  =  %l  +  s{Pi  .  -PiyX^.  .  Xrr). 

Dann  muls  man,  behaupten  wir,  die  Gleichungen  (32)  nach  x-^  .  .  Xi 
auflösen  können ;  andernfalls  würde  aus  (32)  eine  Gleichung  in 
XiJ^i  .  .  Xn,  allein  folgen,  und  wäre  diese  letztere  etwa  in  der  Form 

Xi^l  =  G)(Xi^2  .  •  Xm) 

auflösbar,  so  hätte  man 

[Pi+i  —  Xi+i>  ^^+1  —  «]  ^  1, 
was    unmöglich    ist,    da    der   links    stehende   Ausdruck   nach  Art.  244 
vermöge    des    Systems    (27)    verschwinden    mufs.     Darnach    ist     das 
System  (27)  nach 

^,  ^1  .  .  Xi,  pi^i .  .p„, 

auflösbar,  und  kann  also  die  Form  erhalten: 

'Z  —  X^p^ Xipi  W{p^  .  .piy  XiJ^i  .  .  Xn)  =  0 

(34)  Xi  —  Wi{p^  .  .piy  Xi^i  .  .  Xrr)  =  0  (i=l  ,  .1) 

Ps  —  W,(pi  . . pt,  Xi^i  .  .  Xm)  =  0        (s  =  ?  -f  1  . .  m). 
Nun  hat  man  aber: 

[^  —PA Pl^l  —  ^y  ^i  —  "^J  =  —  Xi  —  -^— , 

dW 

\Z  —PA PiXi  —W,Ps  —  Ws]  =  —Ps  +  -^, 

und  die  rechten  Seiten  müssen  vermöge  (27)  oder  (34)  verschwinden, 
woraus  folgt: 

Nach  Art.  175   befriedigt  also   das   Gleichungensystem   (34),   und 
mithin  auch  das, System  (27)  die  Pfaff'sche  Gleichung 

d0  — p^dx^  —  •  •  —  Pmdx,a  =  0. 

Umgekehrt,  befriedigt  ein  m -(-  1-gliedriges  Gleichungensystem  (27) 
diese  PfaflF'sche  Gleichung,  so  kann  es  nach  dem  zitii-ten  Art.  die  Form 
(34)  (35)  erhalten,  wenn  die  Variabein  XfPi  von  vorneherein  passend 
numerirt  werden,  und  die  soeben  durchgeführten  Rechnungen  zeigen 
dann  ohne  weiteres,  dafs  die  eckigen  Klammerausdrücke,  die  aus  je 
zwei  linken  Seiten  von  (34)  gebildet  werden,  vermöge  (34)  null  sind. 
Mit  Rücksicht  auf  Art.  244  können  wir  sonach  folgendes  Theorem 
aussprechen: 
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Damit  ein  m  +  1-gliedriges  GleicJmngensystem 
(27)  /;•  (^,  ^1  .  .  x,nPi  .  .  p,u)  =  0         (i  =  1,  2, .  .  m  +  1) 

die  Pfaff'scJie  Gleichimg 

(36)  dz  —  p^  dx^  —  •  •  —  PmdXm  =  0 

hefriedigcy  ist  notwendig  und  hinreichend  ^  dafs  alle  Ausdrücke  [fifk]  ver- 
möge des  Systems  (27)  verschwinden. 

Nebenbei  folgt  nocb  der  äufserst  wichtige  Satz: 

Befriedigt  das  m  -\-  1-gliedrige  Gleichungensystem  (27)  die  Ff  äff' sehe 
Gleichung  (36),  und  ist  die  Belation 

eine  Folge  des  Systems  (27),  so  gestattet  das  Gleichungensystem  (27)  die 
infinitesimale  Transformati&n 

XfEE,  [g,n. 

246.  Der  Schlulssatz  des  Art.  241  ergiebt  sieb  jetzt  ohne  weiteres. 
In  der  That,  erfüllen  m  unabhängige  Relationen: 

(37)  f(x^  .  .  XrnPi  .  .  iQ  =  0         (i=l  ..m) 
die  Pfaff'sche  Gleichung 

P^dx^-\ 1-  PrndX^  =  0, 

SO  befriedigen  sie  mit  0  =  0  zusammen  die  Gleichung  (35) ,  und  um- 
gekehrt. Dazu  ist  aber  nach  dem  Vorigen  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  man  vermöge  (37)  identisch  habe. 

[f, z\  =  ^p, ^  =  0,  [/;/.] - (/;/.) - 0   {i,i  =  i . .m). 


Kapitel  X. 

Verwertung  des  Begriffs:    „infinitesimale  Transformation"  für  die 
Theorie  des  Pfaff'schen  Problems. 

§  1.     Beziehungen  zwischen  Pfaff'schen  Ausdrücken  und 
infinitesimalen  Transformationen. 

247.  Indem  wir  an  die  Begriffsbildungen  und  Sätze  der  Art.  77 
und  78  wieder  anknüpfen,  ergeben  sich  nicht  nur  wesentlich  neue 
Gesichtspunkte   für  unsere  Theorie,   sondern   auch  eine  weit  einfachere 


I 
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und    übersichtlichere    Darstellung    für    die    Mehrzahl    der    bisher    ent- 
wickelten Sätze. 
Es  sei 

n 

^  ^  ^  aiix^  .  .  Xn)dxi 

1 

ein  Pfaff 'scher  Ausdruck  der  Klasse  x^  ferner 

n 
Xf  z=    X',    te«(^1^2  •  •  ^n)   -^-^ 

eine    infinitesimale    Transformation    der    Variabein    x^  .  .  Xn    (Art.  54). 
Dann  hat  das  Symbol  Xz/  nach  Art.  77  folgende  Bedeutung: 


(1) 

XJ  = 

211 

1       1 

-1. 

aikdxi 

+  dJ 

worin 

A  = 

=«i?i 

+ 

■■  +  a 

n*sn 

und  wie 

gewöhnlich: 

—  «t 

i  • 

da, 
8x^ 

de., 

gesetzt  ist.  Wir  fragen  nun  nach  allen  infinitesimalen  Transformationen 
Xf,  welche  die  Pfaff'sche  Gleichung  z/  =  0  ungeändert  lassen,  also 
einer  Identität  der  Form 

(2)  Xj^Q{x^X^^..Xn)  -  ^ 

genügen  (Art.  78).  Indem  wir  in  dieser  Identität  die  Koeffizienten 
von  dxi  links  und  rechts  vergleichen,  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
der  unbekannten  Funktionen  A,  (>;  5i  •  •  I«  das  nachfolgende  Gleichungen- 
system : 

n 

(3)  y}a,,U  =  Qa,-^        {i  =  \..n) 


dx. 


n 

(4)  ^%l» 


Umgekehrt,  genügen  die  Funktionen  ^,  p,  l^  . .  |„  diesen  n  -\-  1 
Gleichungen  identisch,  so  erfüllt  die  infinitesimale  Transformation  Xf 
offenbar  die  Identität  (2). 

248.  Wir  betrachten  zunächst  die  Annahme  ^  ee  0.  Die  infini- 
t<'simale  Transformation  Xf  gehört  dann  der  zu  z/  =  0  adjungirten 
^char  infinitesimaler  Transformationen  an  (Art.  73),  und  die  Relationen 
(3j  (4)  nehmen  folgende  Form  an: 
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(5)  ^ikttik  =  Qtti         (i  =  l  .  .n) 

(6)  Zhak  ==0. 

Machen  wir  zunächst  die  Annahme  x  =  2A  —  1^  so  folgt  aus  (5) 
Q  ^:  0  (Art.  103),  und  das  allgemeinste  Lösungensystem  der  Gleichungen 
(5)  (6)  ist  eine  lineare  Kombination  der  folgenden  n  —  tc  linear  unab- 
hängigen Lösungensysteme: 

(7)  .  |iW|2W..W>,0        {s=l,2,..n-x), 

wenn    wir    die   Bezeichnungen   von    Art.  131    beibehalten.     Damit    ist 
gezeigt: 

Ist   A  ein   Pfaff'scher  Äusdruclc  mit   ungeradem   x^  genügt  ferner 

die   infinitesimale  Transformation  Xf  ^  ^  J,  ^-   einer  Identität   der 
Form 

und  gehört   sie  gleichzeitig   der  zu  A  adjungirten  Schar  infinitesimaler 
Transformationen  an^  so  ist  stets  q^O^  und  Xf  hat  die  Form 


rt  —  r. 

(8)  ^P.X,/-; 


X./-EEE  |,(»)  ^  +  •  •  +  y  #^^       {s=\,2,..n-n), 


darin  sind  q^,  q^  .  .  Qn-y.  arbiträre  Funktionen  der  x,  und  man  hat 

wobei  die  FunMionensysteme 

n  —  X  linear  unabhängige  Lösungen  der  linearen  Gleichungen 

2;|,a,,  =  0,  2; J,a,  =  0         (i  ==  1  .  .  n) 
bedeuten. 

Die  Ausdrücke  Xgf  sind  also  nichts  anderes  als  die  linken  Seiten 
des  zu  z/  gehörigen  vollständigen  Systems  W  (Art.  131),  und  statt 
(8)  können  wir  demnach  unter  Gebrauch  der  Symbole  des  Art.  222 
auch  schreiben 

WO  die  <3  arbiträre  Funktionen  bedeuten.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation dieser  Schar  läfst  sonach  nicht  nur  die  Pfaff'sche  Gleichung 
/^  =  0,  sondern  auch  den  Pf  äff 'sehen  Ausdruck  z/  invariant  (Art.  78). 
Im  Falle  k  =  n  giebt  es  überhaupt  keine  infinitesimale  Transformation 
mit  den  im  Satze  geforderten  Eigenschaften. 
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249.  Ist  zweitens  x  =  2A,  so  besitzen  die  linearen  Gleichungen 
(5)  (6)  n  —  X  Lösungensysteme  (7),  und  ein  weiteres,  das  wir  unter 
leichter  Modifikation  der  Bezeichnungsweise  der  Nr.  128  so  schreiben 
wollen : 

(9)  li^«)!^^«)  . .  L^%  1 

und  es  folgt  das  Theorem: 

Ist  z/  ein  Pf aff^"' scher  Ausdruck  mit  geradem  x,  und  erfüllt  eine  in- 
finitesimale Transformation  der  m  /l  =  0  adjungirten  Schar  eine  Identität 
der  Form: 

(2)  X^  =  qJ,     ' 

so  hat  sie  die  Gestalt 

(10)  QX,f+Q^xj-\ h  (>»-.x„_,/: 

Barin  sind  q,  q^  .  .  Qn—x  willkürliche  Funktionen  und  q  ist  mit  dem  in 
(2)  auftretenden  Faktor  identisch;  ferner  ist  gesetzt: 

und  die  n  —  k  -{-  1  Funktionensysteme 

(7)  5iW  . .  I.W   0        {s  =  l,2,.n-K) 

(11)  J,W..LW1 

bedeuten  ebensoviele  linear  unabhängige  Lösungensysteme  der  Gleichungen 

(5)  Elkaik  =  Qai         {i  =  1  .  .  n). 

Darnach  stellen  die  Gleichungen  X^f  =  0  .  .  Xn-xf  =  0  das  voll- 
ständige System    W  und  mit  X^f  =  0  zusammen  das  System   V  dar. 

Der  Ausdruck  (10)  läfst  sich  auch  in  der  Form  schreiben  (vgl. 
Art.  220): 

n  —  y. 

T 

Im  FaUe  x  =  2  ist  die  Schar  (10)  mit  der  zu  z/  =  0  adjungirten 
Schar  identisch,  und  unser  Satz  stimmt  mit  demjenigen  des  Art.  78 
überein,  wonach  eine  Pf  äff 'sehe  Gleichung  z/  =  0  dann  und  nur  dann 
exakt  ist,  wenn  sie  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungirten 
Schar  gestattet. 

Wird  in  (10)  9  -  0  gesetzt,  so  erhalten  wir  die  allgemeinste 
infinitesimale  Transformation,  die  den  Pfaff*'schen  Ausdruck  z/  invariant 
läl'st,  und  der  adjungirten  Schar  angehört. 
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250.  Wir  machen  nunmehr  die  Annahme,  dafs  die  simultane  In- 
variante A  der  infinitesimalen  Transformation  Xf  und  des  Ausdrucks 
z/  (Art.  73)   nicht  identisch  null  sei.     Damit  dann  n  -{-  1  Funktionen 

(12)  j, . .  I„,  e 

existiren,  welche  die  Relationen  (3)  (4)  erfüllen,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dafs  die  Funktion  A  denjenigen  Bedingungen  genüge,  die 
aus  diesen  Gleichungen  durch  Elimination  der  Gröfsen  (12)  hervor- 
gehen. Ist  dies  der  Fall,  so  erhalten  wir  die  Funktionen  (12)  hinter- 
her durch  Auflösung  des  nicht  homogenen  linearen  Gleichungen- 
systems (3)  (4). 

Um  die  genannte  Elimination  auszuführen,  werde  zunächst  x  =  2X 
angenommen  und  unter 

(13)  i?i  ••nn,^ 

ein  beliebiges  Lösungensystem  der  linearen  Gleichungen 

(14)  ^  ttikrii  +  öttk  =  0,     ^airji  =  0     (Je  ==  1  . .  n) 

verstanden.  Multipliziren  wir  dann  die  n  -{-  1  Gleichungen  (3)  (4) 
bezw.  mit  den  Funktionen  (13)  und  addiren  sie,  so  folgt  für  A  die 
Bedingung: 

(15)  2'>'U 


öA 


die  für  jedes  beliebige  Lösungensystem  (13)  der  linearen  Gleichungen  (14) 
erfüllt  sein  mufs. 

Fassen  wir  zunächst  die  n  —  x,  Lösungensysteme  (7)  ins  Auge,  so 
erkennen  wir,  dafs  A  dem  vollständigen  System  W  genügen  muls; 
sodann  liefert  uns  das  Lösungensystem  (11)  für  A  noch  eine  nicht 
homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung: 


oder  also 


X^A  =  A. 


Wenn   wir    dies  Resultat    mit    den  Entwickelungen   des  Art.  142 
vergleichen,    und  uns   daran  erinnern,   dafs    der  gegenwärtig  mit  X^f 

bezeichnete  Ausdruck  damals p  X^f  bezeichnet  wurde,  so  folgt :  die 

Funktion   A  ist   vollständig  charakterisirt    durch   die   Bedingung,    dafs 
der  Pfaff'sche  Ausdruck 
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die  Klasse  %  —  \  =21  —  1  besitzen  inufs,  und  es  ist  in  Art.  143 
gezeigt  worden,  wie  man  die  allgemeinste  Funktion  A  dieser  Art  durch 
eine  Quadratur  ermitteln  kann,  wenn  die  Integrale  des  zu  z7  gehörigen 
vollständigen  Systems   V  bekannt  sind. 

Ist  A  solcherweise  bestimmt,  so  haben  wir,  um  das  allgemeinste 
Lösungensystem  J^  .  .  |„()  der  nicht  homogenen  linearen  Gleichungen 
(3)  (4)  zu  finden,  nach  Art.  14  zunächst  ein  spezielles  Lösungensystem 
dieser  Gleichungen  aufzusuchen.  Da  %  =  2k  ist,  so  dürfen  wir  das 
Aggregat 
g  P  =  (1,2,..2A) 

als  nicht  verschwindend  voraussetzen.  Dann  besitzen  die  Gleichungen 
(3)  (4)  ein  Lösungensystem,  für  welches  l^+i  •  •  In?  Q  verschwinden, 
während  Jj  .  .  Jx  aus  den  Relationen: 

(16)  ^5*«.-*  = -II:      (*  =  i,2,,.x) 

1  * 

ZU  ermitteln  sind. 

Haben    nun    die  Ausdrücke   P/a    die  in  Art.  219   angegebene  Be- 
deutung, so  gelten  die  Beziehungen 


1 

^auPn  =  P        {k  =  l,2,..n). 


Multiplizirt  man  daher  die  Gleichungen  (16)  mit  P^,  P2A,  .  .  P^ky 
so  folgt  durch  Addition: 


dA 

1  ' 

oder  also: 


wenn  das  Symbol  {(pf)  wie  in  Art.  220  definirt  wird. 

Indem  wir  das  allgemeinste  Lösungensystem  von  (3)  (4)  nach 
Art.  14  bestimmen,  und  von  den  Klammersymbolen  (/),  des  Art.  220 
Gebrauch  machen,  können  wir  folgendes  Theorem  aussprechen: 

Ist  A  ein  Ff  äff' scher  Ausdruck  der  Klasse  x  =  2X,  und  verschwindet 
das  Pfaff'sehe  Aggregat  P  nicht  identisch,  so  hat  die  allgemeinste  infini- 
tesimale Transformation  Xf  welche  die  Pfaff'sche  Gleichung  J  =  0 
invariant  Vifst,  d.  h.  eine  Identität 

V.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  22 


338        Kap.  X.     Verwertung  des  Begriffs:  infinitesimale  Transformation.       [251] 

(17)  X^  =  qJ 
befriedigt,  folgende  Form: 

n  n  —  X 

(18)  Xf=^hj^  =  {Af)  +  9{f\  +  ^  p.(/-), . 

1  *  1 

Dabei  sind  q,  q^  .  .  Qn—y.  arbiträre  Funktionen  der  Xi^  und  q  ist 
mit  der  in  (17)  auftretenden  Funktion  identisch.  Die  Klammersymbole 
haben  die  in  Art.  220  angegebene  Bedeutung;  A  ist  eine  Funktion 
von  x^  .  .  Xn,  welche  dem  folgenden  System  partieller  Differential- 
gleichungen genügt: 

iJ\  =  0,    {A\  =  0,    .  .    (^)„_.  =  0, 

(A\  =  J 
und  man  hat  identisch 

Setzt  man  in  (18)  (>  ^  0,  so  erhält  man  die  allgemeinste  infini- 
tesimale Transformation^  die  den  Äusdruclc  z/  invariant  läfst. 

Aus  diesem  Satz  erhält  man  als  Spezialfall  das  Theorem  249, 
wenn  man  A  ^eO  annimmt. 

251.  Im  Falle  x  =  21  —  1  seien  die  Pfaff 'sehen  Aggregate  P\  Q 
nicht  null.  Die  Funktion  A  mufs  jetzt  allen  Relationen  (15)  genügen, 
wo  rj^  .  .  rjn6  ein  beliebiges  Lösungensystem  der  linearen  Gleichungen 
(14)  bedeutet.  Da  aber  6  =  0  eine  Folge  dieser  Gleichungen  ist,  so 
kann  für  A  eine  beliebige  Lösung  des  zu  z/  gehörigen  vollständigen 
Systems   W  genommen  werden. 

Ist  A  so  gewählt,  so  besitzen  die  linearen  Gleichungen  (3)  und 
(4)  ein  und  nur  ein  Lösungensystem  |/,  q^  für  welches  die  Funktionen 
^x-^i  .  .  In  identisch  verschwinden,  während  die  übrigen  Unbekannten 
aus  den  x  -\-  1  Relationen 

^^ikaik  —  (>«'  =  —  H:         {i=1..7c) 

ermittelt  werden.     Haben  jetzt  die   Symbole   Qu^  die   in   Art.  222   er- 
klärte Bedeutung,  beachten  wir  ferner  die  Identitäten: 

1  ^ 

^ aikQik  +  ak  QQk=  Q        (k  =  1  . .  x) 
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und  multipliziren  wir  die  Gleichungen  (19)  mit  Q-u,,  Q2k  •-  Qy.k,  Qok 
respektive,  so  folgt  durch  Addition: 

X 

und  hieraus; 

1  *  11  l  K  1*^^ 

wenn  man  die  in  Art.  222  und  223  eingeführten  Symbole  anwendet, 
und  die  Beziehungen 

Qok  ^  -?7ifc,2^  — 1*5     Ö0,2A— 1  ^  P 

berücksichtigt. 

Für  die  Funktion  q  erhält  man  aus  (19)  durch  Multiplikation  mit 
Ö01Ö02  •  .  öox,  0  und  Addition: 

Nach  einer  leicht  zu  verifizirenden  Änderung  der  Vorzeichen 
ergiebt  sich  jetzt  Folgendes: 

Ist  z/  ein  Pfaff'scJier  Ausdruck  der  Klasse  x  =  2X  —  1 ,  und  sind 
die  Ffaff' sehen  Aggregate 

P'^(l,2,..2A-2)5    Ö-(0,1..2A-^1) 

nicht  identisch  null,  so  hat  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 

die  einer  Identität  der  Form 

(21)  X/1  =  Q/I 
genügt,  folgende  Gestalt: 

(22)  Xf=[Aß-A{f},+^Q,[fl. 

1 

Dahei  sind  die  Qi  willkürliche  Funktionen;  die  Klammersymbole  haben 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  Art.  222  und  223;  die  Funktion  A,  die  mit 
Stti^i  identisch  ist,  genügt  den  Bedingungen 

[J],eeO         {s  =  \,2,..n  —  7i), 

ist  also  eine  beliebige  Lösung  des  zu  A  gehörigen  vollständigen  Systems 

22^ 
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Wj  im  Falle  x  =  n  eine  arbiträre  FunMion  der  x^  und  die  auf  der 
recliten  Seite  von  (21)  auftretende  FunMion  q  ist  durch  die  Gleichung 

(23)  9  =  _{^)„  . 

definirt 

Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  Xf^  die  den  Pfaff' sehen 
Äusdruch  A  invariant  läfst,  hat  die  Form  i^'^,  worin  jetzt  A  den 
Bedingungen 

{^)^  =  0,  M.  =  0         {s=\.,n  —  %\, 

d.  h.,  also  dem  vollständigen  System   F  genügen  mufs. 

Der  Satz  des  Art.  248  ergiebt  sich  aus  dem  obigen  als  Spezial- 
fall (^  =  0). 

252.  Wir  wenden  uns  nun  zu  einem  Problem,  das  zu  dem  soeben 
behandelten  in  gewissem  Sinne  dualistisch  ist,  nämlich  zu  der  Frage 

nach  der  allgemeinsten  infinitesimalen  Transformation  X/*^  ^^|,  o  — , 
welche  eine  Identität  der  Form: 

(24)  XA  =  dV{x^x^..x;) 

befriedigt,  die  also,  wie  wir  auch  sagen  können,   den  Pfaff 'sehen  Aus- 
druck A  bis  auf  ein  exaktes  Differential  dXJ  ungeändert  läfst. 

Die  Identität  (24)  kann  so  geschrieben  werden  (vgl.  Art.  78): 


1      i' 


f  li.a-,^dxt  +  d{A-U)  =  0       (A  =  2:a,fe). 
Schreiben  wir  zur  Abkürzung  H  statt   U —  A,  so  folgt: 

(25)  ^  ^*^'  *  —  ä^         (i  =  1  .  .  n). 

Darnach  mufs  H  allen  partiellen  Differentialgleichungen 


2^'^^r' 


genügen,    worin    %  .  .  7]n    ein    beliebiges  Lösungensystem   der  linearen 
Grleichungen 

{2Q)  2Jrjiaik  =  0         (]c=l..n) 


bedeutet,  also  kann  für  H  bei  geradem  x,  ein  beliebiges  Integral  des 
Systems  TF,  bei  ungeradem  x  eine  beliebige  Lösung  von  V  genommen 
werden. 

Ist  in   dem  zuerst  genannten  Fall  das  Pfaff'sche  Aggregat  P  von 


i 


I 
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Null  verschieden,  so  besitzen  die  Gleichungen  (25)  ein  Lösungensystem 
Ij  .  .  1^.  0  .  .  0  wobei  die  |j  durch  die  Relationen 

2/1 

^U..  =  |f        (*=1,2,..2A) 

1  * 

definirt  sind;  daraus  folgt  ähnlich  wie  früher: 

^^^      dXr.—  ^^  P  dX,       dX;    —  ^^'^' 

1  *  11  Kl 

und    die    allgemeinste    infinitesimale  Transformation  Xf  mit   der. ver- 
langten Eigenschaft  hat  sonach  die  Form: 

1  *  1 

Da  ferner  die  Koeffizienten  der  Ableitungen  ^ —  in  den  Ausdrücken 


(/%  Lösungensysteme  der  linearen  Gleichungen  (26)  sind,  so  folgt  leicht: 

1  11  * 

Es  ist  aber  nach  der  Bezeichnungsweise  des  Art.  219: 
und  andrerseits: 

Darnach  findet  man 

(27)  yi  =  -{H\ 

(28)  U=H-(H),. 

Im  Falle  x  =  2A  —  1  bedeute  H  ein  Integral  des  vollständigen 
Systems  V  und  das  Pfaff'sche  Aggregat  P'  verschwinde  nicht  identisch. 
Wir  ermitteln  dann  ein  spezielles  Lösungensystem  1^  .  .  ^2/1— 2,  0  .  .  0 
der  Gleichungen  (25)  mittels  der  Relationen 

2j  — 2 

2l.«a  =  ||        (i=l,2..2A-2), 
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woraus  sich  leicht  ergiebt: 

2A-2  2A  — 22A-2  ^  rr     Q  ^ 

1  *  11.^* 

Darnach    hat    die   allgemeinste  infinitesimale   Transformation,    die 
einer  Identität  der  Form  (24)  genügt,  die  Form 

n  —  y. 

(29)  Xf='2li  1^  =  (-H/l  +  9o  {/'lo  +  ^P.mo 

worin  die  q  willkürliche  Funktionen  bedeuten. 

Da    ferner    die    Koeffizienten    rj^  .  .  rjn    eines  Ausdrucks    der   Form 
[f]s  der  Gleichung  Uairii  =  0  genügen,  so  folgt: 

n  2A-2  2^-2 


'k 


(27  —  2  \  2^  —  2 

«2.-1  P' -  ^  ai77,; 2,_i j  EE  ^  ^  g^  +  p„, 


und  man  findet  sonach: 

2;i— 2 


n'dH 


Sri   11],  n  0  n 


Indem  wir  im  Falle  k  =  2k  die  Vorzeichen  noch  etwas  modifiziren, 
können  wir  unsere  Ergebnisse  so  aussprechen: 
Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 

welche  einer  Identität  der  Form 

XJ  =  dU 
genügty  hat  im  Falle  k  ^  2  X  folgende  Gestalt: 

n  —  H 

(30)  Xf=(Hf)  +  ^'9.{f)„ 

1 

worin  q^  .  .  Qn—y.  arbiträre  FtmJdionen  bedeuten.  Dabei  ist  H  ein  be- 
liebiges Integral  des  zu  A  gehörigen  vollständigen  Systems  W,  im  Falle 
7C  =  n  eine   willkürliche  Funktion  von  x^  . .  Xn,  und   U  hat   den   Wert 

Im  Falle   %  =  2X  —  1    hat   die   allgemeinste  infinitesimale   Trans 
formation  der  genannten  Beschaffenheit  die  Form 


%ns-Äl 

i 
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n  —  X 

(29)  Xf^lHf]  +  Q,  {/•)„  +  ^Q^m. 

1 

worin   Qq,   Qs   arbiträre  Funktionen ,   und  H  ein  beliebiges  Integral  des 
vollständigen  Systems  V  bedeutet;  U  ist  jetzt  durch  die  Gleichung 

(31)  u^,,  +  H+^^^j- 

1  * 

definirt. 

Diese  Resultate  stimmen  mit  denjenigen  der  Art.  249  und  250 
überein.  Macht  man  nämlich  in  den  vorstehenden  Entwickelungen  die 
Annahme  U  ==  c,  also  H^c  —  A^  wo  c  eine  Konstante  bedeutet,  so 
mufs  A  bei  geradem  tc  den  Bedingungen  des  Art.  250  genügen,  und 
der  Ausdruck  (30)  verwandelt  sich  in  die  allgemeinste  infinitesimale  Trans- 
formation, die  z/  invariant  läfst.  Ebenso  liefert  im  Falle  ic  =  21  —  1 
die  Gleichung  (31)  unter  der  Annahme  U  =  c  für  Qq  einen  Wert,  der 
in  (29)  substituirt,  die  negativ  genommene  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
direkt  in  den  Ausdruck  (22)  überführt,  wenn  man  Art.  224  und  die 
Beziehung   {^j^^O  berücksichtigt. 

253.  Aus  dem  vorstehenden  Satze  folgt  noch  das  KoroUar: 
Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation,  die  einer  Identität 
der  Form 

X^  =  dH 

und  aufserdem  der  Bedingung 

A  =  Eaili  =  0 

genügt,  also  der  zu  z/  adjungirten  Schar  angehört,  hat  im  Falle  k  =  21 
die  Form: 


■n  —  Ä 

(Hf)  +  2^g,(f%, 


1 

und  im  Falle  k  =  21  —  1  die  Gestalt: 


und    es    bedeutet  H  beidemale  ein  beliebiges   Integral   des   zu    z/  ge- 
hörigen vollständigen  Systems   V. 
Femer  folgt  leicht: 

Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  XfEE  ^1^^,  die 
einer  Identität  der  Form 
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genügt j  hat  im  Falle  k  =  21  —  1  die  Gestalt: 

Po  1/^)0  +  ^9A,f\ 
1 

und  man  hat  identisch: 

A^Zaili^zq^. 

Bei  geradem  %  giebt  es  nur  solche  infinitesimale  Transformationen  der 
genannten  Art,  für  die  A  ^0  ist. 

§  2.     Invariantentheoretische  Begründung  der  Theorie  des 
Pfaff'schen  Problems. 

254.  Verwandelt  sich  vermöge  der  Variabeintransformation 

(1)       Xi  =  <pi{XiX^  . .  Xn)'^  Xi  ==  i>i{x^x^  .  .  Xn)         (i  ==  1,  2,  .  .  n) 
der  Pfaif' sehe  Ausdruck 

n 

A  ^  ^'-  ai(x^x^ . .  Xn)dXi 
1 
in  den  Ausdruck 


7( 

A'  ^  ^  a-ix^x^'  .  .  Xn)dXi\ 


1 
ferner  die  infinitesimale  Transformation 


Xf^  ^  hi^c^x^  . .  Xn)dXi 


1 
in  die  infinitesimale  Transformation 

n 
X'f=^i[{x;X^  .  .  OOn')^, 

dann  geht  offenbar  der  Ausdruck  XA  in  den  Ausdruck  X' A'  über. 
Infolgedessen  wird  sich  jede  infinitesimale  Transformation,  die  einer 
der  Identitäten 

XA  =  qA]  XA  =  z/;  XA  =  dU 

gentigt,  vermöge  unserer  Variabeintransformation  in  eine  infinitesimale 
Trans:ßrmation  X'f  verwandeln,  die  bezw.  der  analogen  Identität 

X'A'  EEE  qA'',  X'A'  ee  A'',  X'A'  =  dü' 
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genügt,   m.  a.  W.:   die   verschiedenen  Kategorien   infinitesimaler  Trans- 
formationen,   die    im    vorigen    §    studirt    wurden,    stehen   alle  zu   dem 
Pfaff 'sehen  Ausdruck  A  in  invarianter  Beziehung. 
Wir  erinnern  noch  daran,  dafs  vermöge  (1) 


Ä  =  2i^  ttiii  ^  ^  a/l/ 


dafs  also  A   eine   simultane  Invariante    des  Ausdruckes  z/  und  der  in- 
finitesimalen Transformation  Xf  darstellt  (Art.  73). 

255.  Nach  diesen  Vorbemerkungen  betrachten  wir  bei  geradem  x 
die  beiden  Scharen  infinitesimaler  Transformationen: 

(2)  Q,(f\  +  Q,(f\  +  .  .  +  (>.-.(/%_., 

(3)  Qi(f\  -\ h  Qn-yXf)n-yy 

und  bei  ungeradem  k  die  folgenden  beiden  Scharen: 

(4)  Qolfio  +  Qllßl  H h  Qn-y.[f]n-y., 

(5)  Qi[f]l  H h  Qn-y.[f]n-Hy 

worin  die  q;  arbiträre  Funktionen  bedeuten. 

Nach  Art.  249  ist  der  Ausdruck  (2)  die  allgemeinste  infinitesimale 
Transformation,  die  der  zu  z/  adjungirten  Schar  angehört  und  die 
Pfaff 'sehe  Gleichung  z/  =  0  nicht  ändert;  da  aber  diese  beiden  Eigen- 
schaften invariant  sind,  so  ist  die  Schar  (2)  infinitesimaler  Trans- 
formationen mit  z/  invariant  verknüpft,  d.  h.  vermöge  der  Yariabeln- 
transformation  (1)  verwandelt  sich  jede  infinitesimale  Transformation 
der  Form  (2)  in  eine  infinitesimale  Transformation  X[f  derjenigen 
Schar,  die  zu  z/'  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  (2)  zu  z/. 

Ebenso  ist  die  Schar  (3)  bei  geradem  x  (und  die  Schar  (5)  bei 
ungeradem  x)  mit  z/  invariant  verknüpft;  denn  der  Ausdruck  (3) 
(bezw.  (5))  ist  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  der  ad- 
jungirten Schar,  die  den  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  invariant  läfst. 

Ist  ferner  bei  ungeradem  k  die  infinitesimale  Transformation  Xf 
in  der  Schar  (4)  enthalten,  so  genügt  sie  der  Identität 

(6)  Xz/  =  dA 

und  umgekehrt;    da   aber  die   durch   (6)   ausgedrückte  Eigenschaft  in- 
H    variant  ist,  so  ist  auch  die  Schar  (4)  mit  z/  invariant  verknüpft. 

Damit  ist  aufs  neue  gezeigt,  dafs  die  beiden  Gleichungensysteme  V 
und  W  mit  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  z/  invariant  verknüpft  sind. 

256.  Auch  die  Vollständigkeit  der  beiden  Systeme  V  und  W 
folgt  jetzt  aufs  Leichteste.  Wir  bemerken  vorab,  dafs  das  Symbol  Xz/ 
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einen  gewissen  Pfaff 'sehen  Ausdruck  z/^  bedeutet;  ist  dann  Yf  irgend 
eine  andere  infinitesimale  Transformation,  so  haben  wir  unter  dem 
Symbol   YX^  einfach  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck   Y^^  zu  verstehen. 

Es  mögen  nun  die  Symbole  Xf,  Yf  irgend  zwei  infinitesimale 
Transformationen  der  Schar  (3)  oder  (5)  bedeuten,  je  nachdem  x  ge- 
rade oder  ungerade  ist.     Dann  hat  man 

X^  =  0,  Yzf  =  0 
und  infolge  dessen 

XYJ  =  0,  YXzl  =  0. 
Setzen  wir  daher 

df 


Zf=  X(Yf)  -  Y{Xf)  =  ^  S,:  1^ 


so  folgt  auch   Zz/  ^E  0.     Um    also   zu  zeigen,    dafs  die  infinitesimale 
Transformation  Zf  wiederum  der  Schar  (3)  (resp.  (5))  angehört,  haben 
wir  nur  nachzuweisen,   dafs   sie   in    der   zu   z/   adjungirten  Schar   ent- 
halten ist,  d.  h.  also  der  Identität  Ji  <^i  +  ••-}-  J»  ö^«  ^  0  genügt. 
Wir  schreiben  zu  diesem  Zwecke 


X/-E 

=  ^«.Ä=    -'--2..^ 

und  mithin : 

1 

also 

(7) 

' 

U  =  Xn,-Y%,. 

Nun  hat  man  nach  Voraussetzung: 

(8)  2;a,J,  =  0,     2:a,i?,EEE0, 

oder,  indem  man  auf  diese  Identitäten  die  Operationen  Yf  bezw.  Xf 
ausübt: 

,Q.  2:anYlK  +  ^lnYan  =  ^ 

^  2:a,X7?,+  2;i?,Xa,EEE0, 

also  durch  Subtraktion: 

n         n 

(10)  0  =  ^  an{Yi„  -  Xri„)  +  ^^  «„|ji,„ 

1  1 

und  unsere  Behauptung  folgt  jetzt  unmittelbar  aus  der  Thatsache,  dals 
die  rechts  stehende  Doppelsumme  null  ist,  da  ja  die  ^a  und  rjk  nach 
Voraussetzung  die  Relationen: 
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(11)  ^  auklk  EE=  0,   ^  ani^rik  E^  0 

11 

erfüllen.  Die  Vollständigkeit  des  Gleichungensystems  W  ist  damit 
sowohl  für  gerades  als  auch  für  ungerades  yt  nachgewiesen. 

257.  Um  dasselbe  für  das  System  V  zu  zeigen,  nehmen  wir  zu- 
nächst %  =  2A  an  und  verstehen  unter  Xf  wiederum  eine  beliebige 
infinitesimale  Transformation  der  Schar  (3). 

Schreiben  wir  jetzt  X^f  für  {f\,  so  hat  man  nach  Art.  249: 

Xq^  =  J',  X^  =  0, 


mithin 
also,  wenn 
gesetzt  wird: 


XX^J  =  0,  x,x^  =  o, 


Zf=X{XJ)-X,{Xf) 


Zz/  =  0. 


Darnach  lälst  die  infinitesimale  Transformation  Zf  den  Pfaff'schen 
Ausdruck  z/  invariant;  sie  gehört  aber  überdies  der  zu  z/  adjungirten 
Schar  infinitesimaler  Transformationen  an.  Letzteres  folgt  genau  wie 
in  der  vor.  Nr.,  wenn  man  darin  Yf  durch  X^f  ersetzt.  Darnach  läfst 
sich  Zf  in  der  Form  (3)  darstellen,  mithin  bilden  die  partiellen  Differential- 
gleichungen 

(a = 0,  (/•)!  =  0, . .  (/■)„_, = 0 

ein  vollständiges  System,  was  zu  zeigen  war. 

Auch  im  Falle  x  ==  2X  —  1  gelten  die  Identitäten  (9),  wenn 
Yf  durch  {f]^^  X^f  ersetzt  wird;  dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dafs 
die  Koeffizienten  %  .  .  rjn  der  infinitesimalen  Transformation  [f]^  der 
Identität 

Genüge  leisten.  Ist  ferner  X/*ee^  ^>^  ^^  ^  eine  infinitesimale  Trans- 
formation der  Schar  (5),  so  ist  die  erste  Gruppe  der  Identitäten  (11) 
erfüllt,  und  aus  (10)  folgt  jetzt  sofort,  dafs  die  infinitesimale  Trans- 
formation 

Zf=X{XJ-)-X,{Xf) 

der  zu  z/  adjungirten  Schar  angehört.  Ferner  hat  man  nach  dem 
Schlufssatz  des  Art.  253: 

XqJ=Oj  XJ  =  0, 
also  auch 
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ZA  =  0, 

und  mithin  ist  Zf  eine  infinitesimale  Transformation  der  Schar  (5), 
womit  auch  bei  ungeradem  x  die  Vollständigkeit  des  Systems  V  nach- 
gewiesen ist. 

258.     Wir   fragen    nun   wie   in   Art  106   nach   der   allgemeinsten 
Variabeintransformation 

(12)       2/i  =  G)^(Xi  .  .  Xn)]    2/2  =  »2  •  •  yn-1  =  «n-l*,    t  =  9^  (^i  •  •  ^n), 

vermöge  deren  eine  Identität  folgender  Form  besteht: 

n  —  l 

(13)  A  =  Q{t,y^"  ijn-i)  •  ^ biiy^y^  •  •  yn-i)diji  =  J. 

Die  Pfaff'sche  Gleichung  z/'  =  0  gestattet  offenbar  alle  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Form 

(14)  X'/-=<<,2,,..2/,_Og, 
denn  man  hat  identisch: 

9     et  ' 

überdies  gehört  X'/)  wie  man  sofort  sieht,  der  zu  A'  adjungirten 
Schar  an.  Hat  also  X'/)  in  den  ursprünglichen  Variabein  x^  .  .Xn  ge- 
schrieben, die  Form: 

(15)  x^^?,f^  +  ..  +  |„^^, 

SO  folgt  aus  den  Sätzen  der  Art.  248  und  249  sofort,  dafs  X/'  bei 
geradem  %  der  Schar  (2),  bei  ungeradem  3c  der  Schar  (5)  angehören  mufs.. 
Umgekehrt,  erfüllt  X/'  diese  Bedingung,  und  sind  Wj  .  .  03„_i  die 
n  —  1  unabhängige  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
X/'=  0,  so  wird  X/*  vermöge  der  Variabeintransformation  (12)  (worin 
tp  beliebig),  die  Form  (14)  erhalten.     Es  sei 

(16)  A'  =  Halit,  y^  . .  ijn-^dyi  +  an  {t,  ij^ . .  yn-i)dt 

die  transformirte  Gestalt  von  z/.  Da  die  infinitesimale  Transformation 
(14)  der  zu  z/'  adjungirten  Schar  angehört,  so  hat  man  vermöge  (12) 
die  identische  Beziehung 

Zaili'^  6  .  an  ^0, 

also  an  ^  0.  Da  ferner  z/'  die  infinitesimale  Transformation  (14) 
gestatten  mufs,  so  folgt: 


X'z/'  =  ö  ^  -~  dyi  =  r  ^'  a/dyi 
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also 

da' 

und  daraus  folgt  unmittelbar,  dafs  die  Verhältnisse  der  Koeffizienten 
a/  .  .  an—i  von  t  nicht  abhängen,  dafs  also  z/,  in  den  neuen  Variabein 
ijVi  '  'Vn—i  geschrieben,  wirklich  die  Form  (13)  erhält. 

Zugleich  erkennt  man,  dafs  der  in  (13)  auftretende  Faktor  q 
lann  und  nur  dann  von  t  unabhängig  ist,  wenn  entweder  x  =  21  —  1, 
)der  wenn  %  =  21  und  Xf  der  Schar  (3)  angehört.  Auch  ersieht  man 
»fort,  dafs  die  Reduktion  (13)  dann  und  nur  dann  unmöglich  ist, 
renn  k  =  2k  —  1  =  n. 

Damit    haben    wir    die    Pfaff -  Grassmann'sche    Theorie    mit    allen 
'daran  sich  anschliefsenden  Sätzen  wiedergewonnen. 

259.  Wir  stellen  uns  ferner  die  Aufgabe,  die  allgemeinste  Variabein- 
transformation (12)  anzugeben,  vermöge  deren  eine  Identität: 

n  — 1 

(17)  z/  =  dW(t,y,  . .  2/„  -i)  +  ^  Hyi  2/2  •  •  yn-i)äyi  =  A' 

1 

stattfindet.     Hat  X.' f  die  Bedeutung  (14),  so  findet  man: 

(18)  Xz>'  =  rf(^^; 

hat  X'/J  in  den  x  geschrieben,  die  Form  (15),  so  gelten  vermöge  (12) 
die  Beziehungen: 

wenn  mit  Ä'  der  Ausdruck  bezeichnet  wird,  der  aus  Ä  durch  die 
Transformation  (12)  hervorgeht.  Die  Identität  (18)  kann  also  ge- 
schrieben werden: 

(19)  X'A'  =  dÄ\ 
mithin  genügt  X/*  der  identischen  Beziehung 

XzJ  =  dA, 

nach  Art.  253  gehört  also  Xf  bei  geradem  x  der  Schar  (3),  bei  un- 
geradem X  der  Schar  (4)  an. 

Umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  und  sind  co^  .  .  cjn—i  die  Lösungen 
von  Xf  =  0,  so  erhält  Xf  vermöge  der  Variabeintransformation  (12) 
die  Gestalt  (14).  Ist  x  =  2A  —  1,  so  gilt  die  Identität  (19),  wenn 
der  durch  (IG)  dargestellte  PfafiF'sche  Ausdruck  z/'  die  transformirte 
Gestalt  von  A  bedeutet.     Man  hat  daher: 
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'^^  d  af  d  a  '       \ 

Zi  "aT  ^y^  "I"  ~aT  ^^ )  +  ^"  ^^  ~  ^^^"  ^) ' 


und  hieraus 


oder  also: 


21  ~di  ^y'  +  TT  ^^  —  ^^«  ^ 


Wie   in  Art.  120   folgt  hieraus  sofort,   dafs  z/'  die  Form  (17)  besitzt. 

Der  Fall  %  =  2X  kommt  auf  einen  Spezialfall  des  Satzes  der 
vor.  Nr.  heraus.  Damit  haben  wir  dasjenige  Verfahren,  das  in  Kap.  IV 
als  „Jacobi'sche  Reduktion"  bezeichnet  wurde,  aufs  neue  abgeleitet. 

260.  Wir  verstehen  unter  (o^  . .  coy,  irgend  k  unabhängige  Integrale 
des  zu  z/  gehörigen  vollständigen  Systems  Wy  und  unter  Oy.j^i  .  .  (Dn 
beliebige  Funktionen,  die  mit  den  vorigen  zusammen  ein  System  von  n 
unabhängigen  Funktionen  der  Variabein  x^  .  .  Xn  bilden.  Führen  wir 
dann  mittels  der  Formeln 

(20)  yi  ==  G)i(x^  ..Xn)         (^  =  1  . .  n) 

statt  der  x  die  neuen  Variabein  y  ein,  so  erhalte  z/  die  Form 

n 

(21)  ^'  =  2  KViV^  •  •  yn)dyi . 

1 
Das  Gleichungen  System    W  nimmt  jetzt  folgende  Gestalt  an: 

f22)  ^^     =  0       ^^     =0   •  •  -^  =  0 

^       ^  ^Vy  +  l  '    ^yx  +  2  ^Vn  ' 


und  infolge  dessen  gehört  jede  infinitesimale  Transformation: 


(23)  <?x+l(2/i    •  •  yn)    Jy~  H h  ^«(2/1  •  •  Vn)    ^ 


der  zu  z/'  adjungirten  Schar  an,  und  läfst  überdies  z/'  invariant.    Aus 
der  ersteren  Eigenschaft  folgt,  dafs  die  Identität 

n 

x  +  1 

für  beliebige  0  erfüllt  ist,  dafs  also  alle  Koeffizienten  &x+i  •  •  ^«  identisch 
verschwinden.    Da  ferner  z/'  alle  infinitesimalen  Transformationen  (23) 

mithin  auch  1^ •  •  ^ —  gestatten  mufs,  so  folgt: 
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2 


dh.  dh. 

^^  dVi^O:    d.  h.  ^—  ^  0     (i  =  1  .  .  k:  s  =  k  4-  1  .  .  n) , 


also  hat  z/'  die  Form: 

X 

(24)  J'  =  ^  hi(yi .  .  yy)dyi , 

und  es  ist  z/'  ein  bedingungsloser  Ausdruck  in  den  %  Variabein  y^  .  »y^. 

Umgekehrt,  soll  z/  vermöge  (20)  auf  die  Form  eines  bedingungs- 
losen Ausdrucks  (24)  mit  x  Variabein  gebracht  werden,  so  müssen 
öj  .  .  ft>x  die  Integrale  des  vollständigen  Systems  W  sein,  da  die  'Glei- 
chungen (22)  offenbar  das  zu  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  (24)  gehörige 
vollständige  System   W  bilden. 

261.  Es  seien  jetzt  w^  .  .  coy,-i  die  unabhängigen  Integrale  des  voll- 
ständigen Systems  F,  und  die  Funktionen  coy, .  .  con  so  gewählt,  dafs 
die  Formeln  (20)  eine  Variabeintransformation  darstellen.  Vermöge 
(20)  verwandle  sich  der  Ausdruck  z/  in  (21);  das  System  V  nimmt 
die  Form 

(^^)  w-'-w.  =  ' 

an,  und  die  mit  z/  invariant  verknüpfte   Schar  (2)   (bezw.  (4))   erhält 
demnach  in  den  neuen  Variabein  die  Gestalt: 


(26)  2"^'  '' 


worin  die  (?,  arbiträre  Funktionen  von  y^  .  .  yn  bedeuten. 

Ist  nun  zunächst  ;e  =  2  A,  so  erschliefsen  wir  aus  dem  Umstände, 
dafs  jede  infinitesimale  Transformation  (26)  der  zu  dem  Ausdruck 
(21)  adjungirten  Schar  infinitesimaler  Transformationen  angehören 
mufs,  das  identische  Verschwinden  der  Koeffizienten  &^,  h^-^i  .  .  hn. 
Da  femer  die  Gleichung  z/'  =  0  die  infinitesimale  Transformation  (26) 
gestattet,  so  folgt: 

X— 1      n  ^  X  — 1 

1  X  ^«  1 

und  hieraus  für  ?'  =  1,  2,  .  .  x  —  1 : 

dh. 


äy-^^^ 
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Wenn  wir  hierin  i  durch  Je  ersetzen,  und  aus  den  so  entstehenden 
zwei  Gleichungen  q  eliminiren,  so  folgt  für  beliebige  ös  die  Identität 

also  hat  z/'  die  Form: 

x  —  l 

(27)  z/'  =  t(^i  "Vn)-'^  c,(2/i2/2  • .  yx-i)dyi . 

1 

Umgekehrt,  soll  z/  durch  die  Transformation  (20)  diese  Form 
erhalten,  so  müssen  Oj  .  .  0;,_i  die  Lösungen  des  zu  z/  gehörigen 
Systems  V  sein,  da  die  Gleichungen  (25)  offenbar  das  zu  dem  Pfaff 'sehen 
Ausdruck  (27)  gehörige  System  V  darstellen.  Man  erkennt  auch  so- 
fort, dafs  die  Funktion  t  von  den  Variabein  2/x+i  •  •  Vn  nicht  unabhängig 
sein  kann,  da  andernfalls  der  Ausdruck  (27)  eine  Blasse  ^  x  —  1 
besäfse. 

Ist  andererseits  x  =  2A  —  1,  so  befriedigt  die  infinitesimale  Trans- 
formation (26)  für  beliebige  6s  eine  Identität  der  Form: 


22^'  dV  ^'^''  +2^'^^^'  —  ^  {2^'^' 


(vgl.  Art.  253). 
Hieraus  folgt: 

^     db.  _  ^     a&, 

und  mithin: 

db.      afc, 
(28)  dVs~^i       (^=h'-'^',  s  =  x..n). 

Hieraus  schliefst  man,  dafs  der  Pfaff'sche  Ausdruck 


^'bsdys 


ein  exaktes  Differential  dip^y-^^  .  .  y„)  wird,  wenn  man  y^  .  .  yy.—i  als 
Konstante  betrachtet.  Beziehen  wir  also  das  Symbol  d  auf  alle  Variabein 
2/i  .  .  yn,  so  folgt: 


^  hdys  =  d^  —  ^j^_  dy,- ;   ?^,  ^  ^  ^^ 


Aus  (28)  schliefsen  wir  jetzt: 
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dh.        cb. 
also: 


h  =  ^j^  +  Ci{yi"yy.-i), 


und  es  folgt: 


y.  —  l 


(29)  z/'  =  ^hdiji  +  ^'hsdys  =  dil^{y^  •  •  2/«)  +  ^^/(2/i  "yy.-i)dyi. 

1  x  1 

Offenbar  kann  ^  von  yy.  .  .  yn  nicht  unabhängig  sein. 

Man  erkennt  auch  leicht  umgekehrt,  dafs  wenn  ^  vermöge  (20) 
die  eben  hingeschriebene  Form  erhalten  soll,  die  Funktionen  co^  ..C3y,—i 
dem  vollständigen  System  V  genügen  müssen;  denn  die  Gleichungen 
(25)  gehören  zu  (29)  in  demselben  Sinne  wie  die  Gleichungen  V  zu  z/. 

Hiermit  sind  alle  Eigenschaften  der  Systeme  V  und  W  aufs 
neue  abgeleitet. 

Es  sei  noch  hervorgehoben,  dafs  sich  der  in  Art.  149  gegebene 
Beweis  des  Satzes,  welcher  der  Clebsch'schen  Reduktionsmethode  zu 
Grunde  liegt,  wesentlich  auf  die  Kovarianz  der  Systeme  V  und  W 
stützt  und  daher  auch  von  unserm  gegenwärtigen  Standpunkte  aus 
keiner  wesentlichen  Vereinfachung  fähig  ist.  Um  also  im  Zusammen- 
hang mit  den  Entwickelungen  dieses  §  das  Fundamentaltheorem  zu 
beweisen,  haben  wir  nur  die  Schlufsweise  von  Kap.  VI,  §  2  zu  wiederholen. 


§  3.     Die  Normalformen  der  Klammersymbole. 

262.   Der  PfafF'sche  Ausdruck  z/  besitze  die  Klasse   x  =  2  X   und 
sei  auf  eine  Normalform 

X  n 

(1)  z/  ^  ^  niix^x^  . .  Xn)dii{x^X2  . .  Xn)  EE  ^  ttidXi 

1  1 

gebracht;  wir  dürfen  annehmen,  dafs  das  Pfaff'sche  Aggregat  P  nicht 
identisch  null  sei,  dafs  also  die  x.  Funktionen  ;r/,  |/  hinsichtlich  x^  . .  Xy 
unabhängig  seien.     Dann  stellen  die  Formeln 

\^)  b«  ^=  5/ [Xi x^  .  .  Xjij ;  7t i  =  TCi [x^ x^  '  •  Xfij ;  y^  =  Xg 

(?;  =  1,  2, .  .  A;  s  =  XjK  -\-  \  .  ,n) 

eine  Variabeintransformation  dar,   die  nach  den  Xi  aufgelöst  so  laute: 

(3)  ^'  ^  '^''^^'  "^^'  ^'  "  ^^'  ^'"^^ '  ■  ^"^       ^^  =  h^7-  '^) 

x,  =  y,         (5  =  ;c  +  1,  X  +  2,  .  .  m).  • 

V.  Weber,  Das  Pfaffache  Problem.  23 


ll 
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Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  zu  ermitteln,  welche  Gestalt  die  in 
Art.  220  definirten  Klammersymbole 

{<pf),  {f\,  {f\  ■  ■  (/•)"-« 

annehmen,  wenn  man  statt  der  Xi  vermöge  (2)  die  neuen  Independenten 

(4)  Ji  . .  Im^ . .  7txyy.j{.iy^+2 . .  Vn 

einführt. 

Verstehen  wir  unter  dik  die  positive  Einheit  oder  die  Null,  je 
nachdem  die  Indices  i  und  h  gleich  oder  verschieden  sind,  so  gelten 
vermöge  der  Transformationsformeln  (2)  oder  (3)  folgende  identische 
Beziehungen: 


(5) 


dn,  dx,  %ri  dL   dx. 


^  dx^  d7t,  —  ^  dx^  d^i  —  ^''' 

(/.,/  =  l,2,..A). 
^    dx^  d%  —  ^    dx^  dn^  —  ^ 


Ferner  hat  man  vermöge  (1)  identisch: 

(6)  «'•  =  ^^^ä^ 

0)  «»•*=2/\ä^ä^ 


dx.   dxj^ 
Wir  schreiben  nun 

'^A         

und  bilden  die  Summe 


(8)  hr.=^^ 


Setzen  wir  hierin  für  aa  und  hrk  ihre  Ausdrücke  (7)  (8)  ein,  so 
ergiebt  sich: 

X        X        X 


jLmi  ^  ^  \dxj^  dx^   dn^    d^i     '     dx.   dx^  dn^    c^^ 

2*^  J  S7  V  (^  ^1^    dxj^  dx^         dnj^  ag^    dx^  dx^ 
^  '^^  X^^i   dx^  dn^    d^i     i"  dxj^  dx.   dTti    dii 
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Die  zweite  dieser  dreifachen  Summen  verschwindet  nach  (5)  identisch, 
während  die  erste  folgenden  Wert  hat: 

X 


4"  V^^-  ^^n   ■*"  ^^i 


Dieser  Ausdruck  reduzirt  sich  aber  vermöge  (2)  oder  (3)  auf  dir, 
und  es  folgt: 

X 

W  ^f^aikhrk  =  Sir. 

1 

Lassen  wir  jetzt  i  die  Werte  1,  2,  ..  ;c  durchlaufen,  so  erhalten 
wir  zur  Bestimmung  der  k  Unbekannten  &ri&r2  •  •  Kx  ein  System  von 
X  Gleichungen,  deren  Auflösung  folgendes  Resultat  liefert: 

(10)  P'br,  =  Prk', 

das  Symbol  Prk  hat   die  in  Art.  219   angegebene  Bedeutung;  die  da- 
selbst angegebenen  Formeln,  sowie  die  Identität 

X 

1 

liefern  jetzt  mit  Rücksicht  auf  (5)  und  (6): 

1  *  1       1  "^ 

111  i  k 

X         X         X         l 


7V*^^jL,i!i-^(^^ 


dx.^  dx^ 


1111 

X         X 


dx,.  dx^  \dn^  d^p  drcp  d^p 

df  ^•^A_ 


11  k  l  -^  l 

Da  ferner  die  Beziehung: 

X 


stattfindet,  so   hat  man  für  s  >  0  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  des 
Art.  220  die  Identitäten: 

9 

23* 
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Auf  Grund  einer  ähnliclien  Rechnung  wie  soeben  erhält  man  ver- 
möge (7)  und  (8)  die  Formel: 

Endlich  hat  man  wegen  (5)  (8)  und  (10): 
df    dcp   _ 


II 


(^/•)-2'^.-^ÄÄ 


Damit  haben  wir  den  folgenden  Satz  gewonnen: 

Ist    z/    ein    Pf  äff' scher   Ausdruch    der   Klasse    x  =  2A,    und    das 

Ff  äff 'sehe  Aggregat  P^e  (1,  2, . .  x)   nicht  identisch  null,  und  besitzt  A 

die  Normalform 

X 

^  Tiidiiy 
1 

so  gelten  vermöge  der  Variaheintransformation: 

(i  =  1,  2, . .  A;  s  =  2A  +  1,  2A  +  2, .  .  ^) 
die  folgenden  Identitäten: 


X         y. 


Wir  wollen  die  hier  gegebenen  einfachen  Ausdrücke  für  die 
Klammersymbole  ((pf)  und  (/*)/  als  deren  „Normalformen"  bezeichnen. 

263.  Ehe  wir  an  dieses  wichtige  Theorem  weitere  Schlufsfol^erungen 
knüpfen,  wollen  wir  die  analogen  Rechnungen  auch  für  den  Fall  x=2X  —  1 
durchführen. 
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Unter  der  genannten  Annahme  habe  z/  die  Normalform 

x—i 

(12)  Z/  =  ^5(^1  .  .Xn)  —  ^  ni{x^  .  .  Xn)d^i{Xi  .  .  Xn)] 


sind  dann  die  Pfaff 'sehen  Aggregate  F'^  Q  nicht  identisch  null  (Art.  166), 
so  liefern  die  Gleichungen 

5  =  i(x^  .  .  :r«);    i-  =  li(x^  .  .  Xn)'^    Tti  =  Jti(x^  .  .  Xn) 


(13) 

1     yy,^s  =  0Cx-\-s,     (^  =  1  .  .  A  —  1;  8=1,2^.  .n  —  k) 
eine  Variabeintransformation,  deren  nach  den  Xi  aufgelöste  Form  so  laute : 

ri4^    l^'  ^  '^'^^'  ^^ ' '  ^'''~^'  ^^  '  *  ^'^~^'  ^'^"^^  *  *  ^"^     ^^'  =  1,  2, . .  x) 
\xs  =  ys        (s  =  x  +  l..n). 

Vermöge    dieser    Transformation    gelten    die   Identitäten    (5)    für 
Ji,l=l..X  —  Ij  und  aufserdem  noch  die  folgenden: 


d^    '^^k_  >b  H   ^^k_ 


(15)       ^lL^=.i.  ^l^^=^il^  = 


0, 


A— 1 


(16)  '»^^i-If-^äl        (^  =  1--"), 


1 
2  —  1 


(17)  „,,=  _^* 

1 

Wir  schreiben  jetzt: 
x—\ 


(18) 


1 


a^r,  \  a^,  -t""^^  an      a:^,  l  ai,  ■T"'''  a^ 


Bilden  wir  dann  den  Ausdruck 

y. 

y^  aikCrky 

1 

indem  wir  für  afk  und  c,-k  ihre  Werte  (17),  (18)  einsetzen,  so  ergiebt 
sich  mit  Hülfe  der  Identitäten  (5)  (15)  (16)  durch  eine  etwas  längere, 
aber  unschwierige  Rechnung  das  Resultat: 

dieser  Ausdruck  aber  hat  offenbar  den  Wert: 
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dri  —  üi 


dt 


setzen  wir  daher  noch 


üi  =1  üoi  =  diOf 


so  folgt  wegen  (18): 

Xf  (^ikCrk  =  ^ir  {i  =   1,  2  .  .  X) 

0 


(19) 


Die  zuletzt  hingeschriebene  Gleichung  ergiebt  sich  leicht  aus  (5)  (15) 
(16)  und  (18).  Aus  den  x  ~{- 1  Gleichungen  (19)  lassen  sich  die 
y  +  1  Unbekannten  CroCri  .  .  Crx  berechnen,  und  zwar  ergiebt  sich: 

QCrk  =    Qrk  (r,  Ä  =  0,  1,  .  .  X)j 

wenn  Qrk  die   in  Art.  222   angegebene  Bedeutung  hat.     Daraus   folgt: 


1      1 


^ik   df   d(p 
Q    dx.  dxj^ 


Eine    leichte   Rechnung    zeigt,    dafs    der   zuletzt   hingeschriebene 
Ausdruck  vermöge  (5)  (15)  (18)  die  Form: 


annimmt.     Ferner  verifizirt  man  ohne  Mühe  die  Beziehung 

0 

und  erhält  somit  der  Reihe  nach 

rn       —      df  ^Ks,2k^k   df 


'2/1  +  * 


y.         X 

'"  ^J  Cl2X 
1         1 

X  —  1 


df  S.idx^  ^f 

+k,iCis  K-  —  a2x+k  Z]  -^  ^^ 


dx.        -^^1-'^  ^    dt  dx^ 


s 


df      _    yid£      (^h      _    yi^     ^""h      _  d_f       dt 


_       df 


y^x+k 


i 


r 
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Endlich  gelten  noch  die  Beziehungen: 

unter  Gebrauch  der  Bezeichnungen  des  Art.  222  aber  hat  man 

Qy.o  =  -  P';  fto  -==  n;^2X-i         (i=  1,  2, .  .  X  —  1) 
und  es  folgt: 


df 


y.  —  l 


M^'Ä-^^--S 


/lo. 
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Indem  wir  diese  Resultate  zusammenfassen,  können  wir  folgenden  Satz 

formuliren : 

Ist  A  ein  Vf äff' scher  Ausdruck  mit  der  Klasse  k  =  2k  —  1   und 

der  Normalform: 

;i— 1 

.  di(x^  ..Xn)  —  ^  7ti{x^  .  .  Xn)dii(Xi  .  .  Xn)  , 


und  verschwinden  die  Ffaff' sehen  Aggregate  P',  Q  nicht  identisch  ^  so 
gelten  vermöge  der  Variabeintransformation 

2/x+,  =  Xy,^s         {i  =  1, . .  X  —  1,  s  =ly2j..n  —  K) 
folgende  Identitäten: 


[9n 


x—i  r 


(20) 


2 


IL  /  gy   I  _   gy 


x  —  1 


Ul 


_      df 


dx 


x-\-s 


Q  ^  ^i,^^+s 


df 


Q 


df_-^ 

d^'^i       dy^+s 


Diese  einfachen  Ausdrücke  für  die  Klammersymbole  wollen  wir 
wiederum  als  die  ,,Normalformen"  der  letzteren  bezeichnen. 

264.  Wir  wollen  noch  für  das  in  Art.  223  definirte  Symbol 
[tpf\  durch  Einführung  neuer  Independenten  einen  einfachen  Ausdruck 
gewinnen.     In   der  Normalform   (12)   sind  unter  den   oben    gemachten 
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Annahmen  die  k — 1  Funktionen  :tih,i  hinsichtlich   x^x^  ,  .  X2;l—2  unab- 
hängig (Art.  167),  daher  liefern  die  Relationen 

(21)  ^i  =  ^i(Xi,.Xn)'^  7ti  =  7ti(x^  ..)]  ys  =  Xs     (^  =  1 . .  A  —  1 ;  s  =  K..n) 

eine  Variabeintransformation.    Definirt  man  dann  die  Gröfsen  hik  durch 
die  Formel 

dxj^d  X.        d  X.  d  Xj^ 


hn  =  -^' 


C7t,d^.    .       C7t,    cL 


so    lassen    sich    die  Rechnungen    des   Art.  2Q2    fast    wörtlich    auf   den 
gegenwärtigen  Fall  übertragen,  und  man  findet: 

Dagegen  verliert  [(pf]  im  allgemeinen  seine  einfache  Bedeutung, 
wenn  man  nicht  die  Transformation  (21),  sondern  die  Transformation 
(13)  anwendet.  Da  aber  diesem  Klammersymbol  späterhin  nur  eine 
geringe  Wichtigkeit  zukommt,  wollen  wir  uns  mit  der  Aufstellung  der 
betreffenden  Formel  nicht  weiter  aufhalten. 

265.  Aus  den  vorstehenden  Entwickelungen  ergeben  sich  zunächst 
die  folgenden,  schon  anderweitig  (Kap.  V)  bekannten  Thatsachen: 

Ist  X  ==  2A,  besitzt  also  z/  die  Normalform: 

und   führt   man   vermöge  (2)   neue  Independente  ein,  so  erhält  das  zu 
J  gehörige  System    W  die  Form: 
df 


^yy.+s 


=  0     {s  =  1,2..  n-K), 


während  das  n  —  x  +  1-gliedrige   vollständige  System   V  die  folgende 
Gestalt  annimmt: 


^ 


IL 

d7t. 


0. 


df 


^Vy.^ 


=  0 


(s  =  1, .  .  n  —  }t) . 


Das  allgemeinste  Integral  von  W  ist  also  eine  arbiträre  Funktion 
der  TT,,  J,,  dasjenige  von  V  eine  beliebige  Funktion  der  jr^-,  |/,  die  in 
den  TCi  homogen  nullter  Ordnung  ist. 

Ist  im  Fall  k  =  2  k  —  1  der  Ausdruck  (12)  eine  Normalform  von 
^,  so  erhalten  die  Systeme  V  und  W  vermöge  (13)  folgende  Formen: 

(V)  '         ^=0       ^^    =0 


=  0, 


IL 

1^  =  0. 


■ 
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Also  ist  das  allgemeinste  Integral  von  V  eine  arbiträre  Funktion  von 
Tti^ij  die  allgemeinste  Lösung  von  W  eine  solche  von  f,  jr^J,^  was  mit 
den  früheren  Resultaten  übereinstimmt. 

266.  Indem  wir  die  Resultate  des  Art.  263  mit  denjenigen  des 
Art.  251  in  Verbindung  bringen,  erhalten  wir  ohne  weiteres  den  Satz: 

Ist  X  =  2yl  —  1  und  besitzt  z/  die  Normalform: 

dt  —  Tt^dl^ 7Cx-id^x-if 

so  erhält  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  Xf^  die  einer 
Identität  der  Form 

(22)  XzJ  =  Qj 

genügt,  vermöge  der  Variabeintransformation  (13)  die  Gestalt: 


x—i 

2 


^^  dt 


+|'-4i 


Dabei  bedeutet   W  eine  arbiträre  Funktion   der  tc  Funktionen  J,  jr,,  ^j, 
und  der  in  (22)  auftretende  Faktor  q  hat  den  Wert 

_      dw 

Insbesondere  besitzt  also  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 
Xfy  die  der  Identität 

XJ  =  0 
genügt,  die  Form: 


worin   W  eine  Funktion  der  Gröfsen  iti'^i  allein  bedeutet. 

267.  Die  Resultate  der  vor.  Nr.  lassen  sich  noch  auf  zwei  andere 
Weisen,  ohne  Bezugnahme  auf  die  Variabeintransformation  des  Art.  263 
ableiten. 

Erstens  nämlich  können  wir  für  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck: 

J  =  dxu-\  —  ^  XkJ^x-i  dXh 
1 

unter  der  Annahme,  dafs  x^x^  .  ,  Xn  die  Independenten  sind,  die  Pfaff' sehen 
Aggregate  P',  Q,  Qik  etc.  berechnen,  sodann  nach  den  Vorschriften 
des  Art.  251   die   allgemeinste   infinitesimale  Transformation  aufstellen, 
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welche  die  Pfaff 'sehe  Gleichung  z/  =  0  bezw.  den  Ausdruck  z/  nicht 
ändert,  und  hinterher  dann  die  Gröfsen  x^  .  .  Xn  wieder  durch  die 
Buchstaben  J,  J^-,  ;r/,  ?/«  ersetzen.  Weit  einfacher  aber  lassen  sich  die 
Sätze  der  vor.  Nr.  direkt  aus  der  Betrachtung  der  Identität  (22)  ab- 
leiten. Wir  wollen  dies  für  den  Fall  k  =  n  näher  ausführen.  Dabei 
ersetzen  wir,  um  auf  die  Bezeichnungsweise  des  Art.  174  ff.  zurück- 
zukommen, A  —  1  durch  m,  t,  durch  Zy  ^»  durch  Xi  und  7ti  durch  p,, 
und  schicken  zunächst  folgende  Definition  voraus: 
Eine  infinitesimale  Transformation 

m  m 

1  i        i  ^t 

worin  die  S,  Uiy  Z  Funktionen  der  2  m  -\-  1  Variabein 

(23)  ZyX^.  .  XmPi  '  -Pm 

bedeuten,  heifst  eine  j,infinitesimale  Berührungstransformation^'  dieser 
Variabein  (oder  des  Raums  Bm^iiz,  x^  .  .Xm)),  wenn  sie  die  Pfaff 'sehe 
Gleichung 

V  ^dz  —  ^1  dx^ pm  dxm  =  0 

invariant  läfst,  also  einer  Identität  der  Form 

(24)  XV  =  Q(z,..pm)''^ 

genügt.     Bezeichnen  wir  den  Ausdruck 

mit  [Wf]zxp}  oder  auch,  wenn  kein  Mifsverständnis  zu  befürchten  ist, 
einfach  mit  [TF/*],  so  nimmt  der  Satz  der  Nr.  266  folgende  Form  an: 
Die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransformation  der  2m-\-l 
Variahein  (23)  hat  die  Form 

Xf=[Wfl.,-W^^, 
ivorin  W  eine  beliebige  Funktion  der  Variahein  (23)  bedeutet ,  und  man  hat 

dz 

Die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransformation,  die  überdies  den 
ÄusdrucJc  V  invariant  läfst,  hat  die  Form: 

^  \dPi dx,      dx, dPij  "^  dz  \j^  ^'  dp,      ^J  ' 

worin  H  eine  arbiträre  Funktion  von  x^  .  .  XmP^  . .  p>n  bedeutet. 
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Um  unsere  Behauptung  zu  erweisen,  schreiben  wir  die  Bedingungen 
dafür  auf,  dafs  die  infinitesimale  Transformation 

m  rti 

(26)  ^f^z%+^s.li:  +  ^n^li 

1  t  -^  ^t 

deren   Koeffizienten   Funktionen   von   z^  x^  •  -  Pm    sind,    die   Pfaff'sche 
Gleichung  V  =  0  invariant  lasse.     Man  findet: 

ni  m 

1  1 

d.  h.  also: 

dZ         ^^^       d!B^ 

dz__  >-i     as^o 

dp.,        Zj  *'■  iPi  — 
Setzen  wir  nun 
(27)  w='p,S^+v^%^  +  ---^V„.S^-Z, 

so  schreiben  sich  diese  Gleichungen  folgendarmafsen : 


m 


woraus  für  die  infinitesimale  Transformation  X/*  sofort  die  Darstellung 

(28)  Xf=\_Wn-W^l 

hervorgeht.     Umgekehrt,  hat  X.f  diese  Form,    worin    W  beliebig  ge- 
wählt ist,  so  hat  man 

^'-''[2'"ls-»-]-2'«''(S)+2'(l5+'"'^)''» 

^^  —  -^—  {dz  —p^dXi PrndXr,,), 

was  zu  zeigen  war.     Der  zweite  Teil  unseres  Satzes  folgt  unmittelbar 
aus  dieser  Identität. 

Ist  dt  eine  unendlich  kleine  Konstante,  so  verwandelt  die  infinitesi- 
male Transformation  (28)  jedes  Flächenelement  z,  x^  .  .  p,n  des  Raums 


dW 

dz  ^ 

—  Qi 

dw 

dx,- 

QPi- 

dw 

a 

It 


364         Kap.  X.     Verwertung  des  BegriiFs:  infinitesimale  Transformation,      [268] 

jRot+i     in    ein    dazu     uaendlich    benachbartes    mit    den    Koordinaten 

^  -{-  d0  .  .  pr,i  -\-  dp,nj  wobei 

dW 


II 


dx,  =  j^^dt',  dp,  =  -  (^^  +  p,  -^- j 


c?^. 


Dieses  .Nachbarelement  liegt  offenbar  dann  und  nur  dann  mit 
dem  ursprünglichen  vereinigt,  wenn  die  Koordinaten  des  letzteren  der 
Relation  W  =  0  genügen. 

Eine  infinitesimale  Transformation  (26)  gehört  dann  und  nur 
dann  der  zu  V  adjungirten  Schar  an,  wenn  ihre  Koefficienten  durch 
die  Identität 

ZEEp^Si-i hPmSm 

verbunden  sind.  Die  infinitesimalen  Transformationen  der  zu  V  ad- 
jungirten Schar,  und  nur  diese  haben  sonach  die  Eigenschaft,  jedem 
Flächenelement  des  Bm^i  ein  benachbartes,  mit  ihm  vereinigt  liegendes 
zuzuweisen. 

268.  Verbindet  man  im  Falle  k  =  2X  die  Resultate  von  Art.  250 
einerseits  und  von  Art.  262  andrerseits,  so  folgt  ohne  weiteres: 

Ist  die  Klasse  z  des  Ff  äff' sehen  ÄusdrucJcs  J  gleich  21,  und 

eine  Normalform  von  A ,  so  hat  die  allgemeinste  infinitesimale  Trans- 
formation Xf,  welche  eine  Identität  der  Form 

(29)  XA  =  ijJ 
befriedigt,  in  den  Independenten 

(30)  jTi  .  .  TCx,  li  . .  ^ij  yy,^s  =  0Cy,^s        (s=l  .  .n  —  x) 
geschrieben,  folgende  Form 

wobei  H  eine  ^Funktion  der  21  Variabein  iti^i  und  in  den  iti  homogen 
erster  Ordnung  ist,  d.  h.  also  die  Bedingung 

dH     .  .  dH  __   rr 

befriedigt.  Die  Gröfsen  (>,  Qs  sind  willkürliche  Funktionen  der  n  Variabein 
(30)  und  Q  stimmt  mit  dem  in  (29)  auftretenden  Faktor  überein. 

Wir  betrachten  insbesondere  den  Fall  %  =  n  =  2X,  und  schreiben 
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dann  Xi  statt  |/,  'pi  statt  iti  und  m  statt  A.  Deuten  wir  dann  die 
2w  Variabein 

(31)  *  X^.  .  XmP^  .  .pm 

als  homogene  Elementkoordinaten  des  Raums  Er,,  {x^x^  .  .  Xm)  (Art.  182), 
so  ist  zu  beachten,  dafs  die  infinitesimale  Transformation 

den  Yariabeln  Xi  keine  Zuwachse  erteilt,  die  pi  dagegen  in  pi(l  -\-  dt) 
überführt,  also  ihre  Verhältnisse  ungeändert  läfst;  diese  infinitesimale 
Transformation  läfst  also  jedes  einzelne  Flächenelement  (31)  des  Raums 
Bm  ungeändert.   Wir  bezeichnen  nun  eine  infinitesimale  Transformation 

^f=  ^{Sii^l  •  •  ^mPt  .  -Pm)  ^  +  ni{x,  ..pm)  ^  j 

als  eine  infinitesimale  homogene  Berührungstransformation'^  der  2  m 
Variabein  (31),   wenn  sie  den  Pfaff'schen  Ausdruck 

V ^ Pidxi  +p^dx^-]-  . .  -\-  pmdXm 

invariant  läfst,  also  die  Identität 

(32)  ZV  =  0 

befriedigt.    Dann  liefert  uns  der  vorige  Satz  unmittelbar  die  Thatsache: 
Die  allgemeinste  homogene  Berührungstransformation  des  Bm  hat  die 
Form 

wobei 


in         I 


dp{  dx,.         dx.  dPi  I 

gesetzt  ist,  und  H  eine  Funktion  der  2  m  Variabein  Xipi  bedeutet,  die  in 
(Im  Pi  homogen  erster  Ordnung  ist. 

Dieses  Resultat  folgt  auch  mit  Hülfe  der  aus  (32)  hervorgehenden 
Relationen: 


(33) 


^Pi 


d3. 


wenn  wir 


3.:+^*=o 

{h=\. 

.m) 

{h=l. 

.«), 

H=  EpiSi 
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setzen  und  beachten,  dafs   die    Gleichungen   (33)  jetzt  so   geschrieben 
werden  können:' 

Die  infinitesimale  Transformation  {Hf)  führt  dasF^ächenelementrr^2?/ 
offenbar  dann  und  nur  dann   in  ein  benachbartes,  mit  ihm   vereinigt 

liegendes  über,  wenn  seine  Koordinaten  die  Gleichung    ^^Pt^ — =0, 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichung  H  =0  erfüllen. 
269.  Wir  wollen  noch  folgende  Thatsache  beweisen: 
Gestattet  die  Pfaff'sche  Gleichung 

n 

A  ^  ^\  ai(x^x^  . .  Xn)  dxi  =  0 
1 

die  infinitesimale  Transformation 

n 
Xf^  ^^i(x,X,..Xn)§^^, 

so  gestattet  sie  alle  Transformationen  der  von  Xf  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe 

xl  =  Fiix^x^ .  .  Xnt)         {i  =  1  .  .n) 

(Art.  54  und  210). 

Der  Satz  bleibt  richtig,  wenn  die  Worte:  „die  Pfaff'sche  Gleichung 
z/  =  0'^  durch  die  Worte  „der  Pfaff'sche  Ausdruck  z^"  ersetzt  werden. 

Es  ist  zu  zeigen,  dafs  für  jedes  beliebige  Wertsystem 

(34)  tjX^..Xn 

eine  Identität  der  Form 

n  n 

yi  ai(Fi  . .  Fn)dFi  ^  6(tj  x^.  .Xn)  '  ^  ai{x^  .  .  Xn)dXi 
1  1 

stattfindet,  wenn  die  Differentiale  dFi  unter  der  Annahme  ausgeführt 
werden,  dafs  t  eine  Konstante  ist. 

Nach  Art.  54  sind  nun  die   Fi  diejenigen  Integralfunktionen   des 
simultanen  Systems 


dxf 

-^  =^  li(x^  . .  Xr!)       (^==l  ..n), 


die  vermöge 

t  = 

:  0  bez. 

in  Xi 

übergehen ; 

man 

hat  daher 

(35) 

^F, 

—  ^JTP  TT 

.  F„). 

dt    -- 

=  5A  1,-^1  ^2  • 

I 
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Ferner  gilt  der  Annalime  nach  die  Identität 

(36)  X^  =  Q{x^.,Xn)-^, 

also  bestehen  die  Relationen: 

^cis  +  ^«A  j^  =  Qas       (s  =  1  . .  n\ 

und  diese  Identitäten  gelten  auch  noch,  wenn  man   die   Xi   durch  die 
Buchstaben  Fi  ersetzt,  d.  h.  man  hat  für  jedes  Wertsystem  (34): 

(37)   ±.UF. . .  F.)  ^M|l^  +  %,,j.^  . .  ^„)  ^Ji(5_50 

Wir  schreiben  jetzt: 

C4  =  ^a.(F,..F„)^^ 
dann  folgt: 


1  1 

n        n 


4-     >■   >*WF      /P^iM^i^lik)^-^' 


1  1 


Mit  Rücksicht  auf  (37)  folgt  sonach: 


du, 


Da  mithin  die  Verhältnisse  der  Uk  von  t  nicht  abhängen,  dürfen  wir 
schreiben : 

Uk  =  C}(tj  X^  .  .Xn)  •  1pk{0C^X^  .  .  Xn). 

Setzen  wir  hierin  ^  =  0  und  beachten,  dafs  vermöge  dieser  Substitution 
Fi  in  Xi,  ferner  -k —  in  1  oder  0  übergeht,  je  nachdem  i  gleich  Ic  ist 
oder  nicht  (Art.  52),  so  folgt: 

ak{x^  .,Xn)  =  O(0,  a?!  .  .  Xn)  -  1/^a(^i  .  .  Xn), 

und  hieraus: 
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to(t^  x^  .  .  x\ 

was  zu  zeigen  war. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ergeben  sich  folgende  Korollare: 
Jede  infinitesimale  Berührungstransformation 

erzeugt    eine    eingliedrige    Gruppe    von    Berührungstransformationen    der 
Variahein  zXipi: 

Z    =F  {Z,  X^  .  .  Xrr^p^  .  .  Pmt\ 

Xl  =  Fi(z,  X^  .  .  XrnPi  .  .  Pmt)  (i  =  1  .  .  m) , 

pl  =  ^i{z^  X^.  .  XmPx  '  '  Pmt)  (i=l  ..  m) . 

Jede  infinitesimale  Berührungstransformation  der  Form 

jLj  \dp,. dx,      dx, dp,J  ^  dz  y^  ^'  dp,      ^J ' 

worin  H  eine  beliebige  FunMion  von  x^  . .  pm  bedeutet  ^  erzeugt  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Form: 

Z    =  Z  -\-    ü(Xi  .  .  Xrn^  Pl  .  .  Pm^  t) 

xl  =  Fii^X^X^  .  .  Xnty  Pi  .  .  Pmf  t)  (^  =  1  .  .  m) 

pl  =  Oi(Xj^        ..Xn^jP^..  Pmy  t)  (i  =  1  .  .  m\ 

die  also  der  in  Art.  201  definirten  besonderen  Kategorie  von  Berührungs- 
transformationen  angehören. 

Jede  infinitesimale  homogene  Berührungstransformation 

m      / 

^J  \dp,dx,        dx.dp^ 

worin  Hix^  . .  XmPi  . .  Pm)  ^^  den  pi  homogen  erster  Ordnung  ist,  erzeugt 
eine  eingliedrige   Gruppe   von   homogenen  Berührungstransformationen: 

xl  =  Fi{x^  .  .  XmPi  .  .  Pmt) 

pl  =  0i(Xj^  .  .  X,nPi  .  .  Pmt)  {i=l  ..  m). 

270.  Sind  (p^  ijj^  x  ^^®i  beliebige  Funktionen  der  2m  Veränder- 
lichen XiX2  .  .  XmPi  .  .  Pm  uud  hat  das  Klammersymbol  ((ff)  die  Be- 
deutung: 


(38)  (9n^2(!fM-I^M) 


I 
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SO  besteht  die  „Jacohi'sche  Identität": 

(39)  {(piiPxd  +  (t(x<p))  +  {X(9>t))  =  0. 

In  der  That,  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Summe 
von  Produkten  aus  je  zwei  ersten  Ableitungen  der  Funktionen  (p^  il) 
oder  X  ^^  ^i^^  zweite  partielle  Ableitung  einer  dieser  Funktionen. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Symmetrie  der  Identität  (39)  genügt  es  daher 
zu  zeigen,  dafs  deren  linke  Seite  keine  zweite  Ableitung  von  (p  ent- 
halten kann. 

Terme,  die  mit  einer  zweiten  Ableitung  von  q)  multiplizirt  sind, 
können  nur  aus  den  zwei  letzten  Gliedern  von  (39)  entstehen.  Schreiben 
wir  nun 

X(p  =  {ip(p)',  Y<p  =  (x(p\ 
so  folgt: 

{tiX9))  +  (X(9^t))  ^  ^(Yg>)  —  Y(Xq>) 

und  wir   wissen  aus  Art.  57,  dafs  die   rechte  Seite  keine   zweite  Ab- 
leitung von  cp  enthält,  was  zu  zeigen  war. 

271.  Sind  jetzt  qp,  ^,  x  drei  beliebige  Funktionen  der  2m  -{-  1 
Veränderlichen  ^x^  .  .  XmP^  •  .pm,  und  setzt  man: 

SO  besteht  die  j^Mayer'sche  Identitäf: 

Wie  im  vorigen  Art.  zeigt  man  nämlich,  dafs  die  linke  Seite 
dieser  Identität  keine  zweite  Ableitung  einer  der  Funktionen  q)il^x  ^^^" 
halten  kann;  es  genügt  daher  bei  der  Ausrechnung  dieser  linken  Seite 
nur  diejenigen  Glieder  zu  betrachten,  die  keine  zweiten  Ableitungen 
enthalten.  Die  aus  [^[i/'^]]  entstehenden  Terme  dieser  Art  sind  nun 
die  folgenden: 

?^  4_  ^.  ^,^  W  ^  ^  _  ^  1^ 

Vertauscht  man  hierin  (pipx  zweimal  hintereinander  cyklisch,  so 
folgt  durch  Addition  der  so  entstehenden  drei  Summen  in  der  That 
die  rechte  Seite  von  (41). 

Es  seien  jetzt  9?  und  ^  zwei  Funktionen  der  Variabein  x^ . .  XmPi  -  -Pm': 
dann  hat  man: 

n 

1  * 

V.  Weber,  Das  Pfaffsclie  Problem.  24 
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Schreibt  man  nun 

(42)  (^),^^,g+^,|^  +  ..+^„g., 

SO  findet  man  durch  Anwendung  der  Mayer'schen  Identität  auf  %  if,  z\ 

(43)  (qp  Wo)  +  ((9>)oV^)  +  (^  9^)  =  ((9>^))o- 

Der  Ausdruck  rechts  hat  die  Bedeutung  (03)0;  wenn  0^(9)1/;) 
gezetzt  wird. 

272.  Die  Identitäten  (39)  (41)  (43)  gelten  auch,  wenn  man  den 
Klammersymbolen  ihre  frühere  Bedeutung  beilegt: 

11  kl  11  k 

"  j  Qik  dcp  df 


und  in  (41)  die  Terme  -^  etc.  durch    {^pjo  etc.  ersetzt  (Art.  223). 

Es  folgt  dies  unmittelbar  aus  den  Normalformen  dieser  Klammer- 
symbole.    Man  erhält  jetzt  folgende  Sätze:  ^) 

1)  Sind    '4){x^.,Xr)  und  i{x^  .  .  Xn)   zwei  Lösungen   der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung 

(9'/")  =  0, 

SO  ist  die  Funktion  {^x)  entweder  eine  Konstante   oder  ebenfalls  ein 
Integral  dieser  Gleichung. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Jacobi'schen  Identität. 

2)  Sind  cp  und  ?/;  zwei  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

(44)  (f)o  =  0, 

SO  gilt  dasselbe  von  jeder  der  beiden  Funktionen: 

In    der  That,    wegen    (g))^  ^  (i/;)^  ^  0  nimmt  die   Identität   (43) 
folgende  Form  an: 

(46)  »  +  (<»)„  ESO, 

wenn  co  ^  (9?^/;)  gesetzt  wird.    Ersetzt  man  aber  in  (43)  die  Funktion 


1)  Vgl.  Clebsch  III  und  IV. 
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(p  durch  C3,  so  folgt  wegen  (iI;)q  ^0: 

oder  also  mit  Rücksicht  auf  (46): 

(47)  2r  +  (r)„  =  0, 

wenn  t  ^  (cjip)  gesetzt  wird. 
Aus  (46)  und  (47)  folgt: 

also  ist  —2-    in    der    That    ein  Integral    der   Gleichung    (44);    für    den 

ersten  Ausdruck  (45)  wird  der  Beweis  ganz  ähnlich  geführt. 

Bei  diesem  Satze  wird  natürlich  vorausgesetzt,  dafs  die  Ausdrücke 
(45)  nicht  konstant  oder  illusorisch  werden. 

3)  Sind  q)^  ^,  x  ^^^i  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung 
(44),  so  gilt  dasselbe  von  den  Funktionen: 

^    -^  (^x)'  ix9)'  {^'^y 

denn  schreibt  man   co  ^  (qpi/;);   co  ^(^%),   to'  ^{%(p)y  so  folgen  aus 

(43)  die  Identitäten: 

ö  +  (fi')o  =  ö'  +  (fi^Oo  =  ^"  +  {^'\  =  ^ 
und  mithin: 

(^)  =  (^)  =  K)  =  0. 

\coJo  \(0  /o  \w  /o 

Die  drei  vorstehenden  Sätze  gelten  selbstverständlich  auch,  wenn 
(p^l^x  Funktionen  der  Variabein  x^^  .  .  x^Pi  .  .  Pm  sind,  und  die  Klammer- 
symbole (q)f)  und  (/")()  in  der  Bedeutung  (38)  (42)  genommen  werden. 
Satz  1)  verwandelt  sich  dann  in  das  sogenannte  ^^Poisson'scJie  TJieorem"^ 
und  die  Sätze  2)  und  3)  geben  der  leicht  zu  verifizirenden  Thatsache 
Ausdruck,  dafs  die  Funktionen  (45)  (48)  in  den  pi  homogen  nuUter 
Ordnung  sind,  wenn  dies  für  qp,  i^,  x  zutrifft. 


^4* 
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Kapitel  XL 

Die  Deflnitionsgleichungen  der  endlichen  Berührungs- 
transformationen/) 

•     §   1.     Die    Definitionsgleichungen    der    endliehen    homogenen 
Berührungstransformationen. 

273.  In  den  2m  unabhängigen  Veränderlichen 

{^Lj  X-^X<^  .  .  XmPiP^  '  '  Pm 

seien  irgend   2m  Funktionen  X^  .  .  X^y  Pi  •  .  Pm  gegeben,  welche  der 
Identität : 

m  m 

(2)  ^  P.i(Xi  .  .  XmPi  .  .  Pm)  dXi{x^  .  .  ^V/)  ^  ^  PidXi 


Genüge  leisten.  Haben  nun  die  Klammersymbole  {tpf)  und  {f)^  die- 
selbe Bedeutung  wie  in  Art.  267  und  268,  und  beachtet  man,  dafs  die 
linke  Seite  der  Identität  (2)  eine  Normalform  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks: 

V  ^p^dx^  -] 1-  PmdXrr, 

darstellt,  so  liefert  die  Anwendung  der  allgemeinen  Theorie  des 
Pfaff'schen  Problems  auf  den  Ausdruck  V  der  Reihe  nach  folgende 
Sätze,  von  denen  uns  die  drei  ersten  bereits  bekannt  sind: 

1)  Die  2  m  Funktionen 

(3)  XjXg  .  .  Xmy    P^P^  .  .  Pm 

sind  von  einander  unabhängig^  d.  h.  die  Gleichungen 

(4)  x[  =  X-  p/  =  Pi         (i  =  1  .  .  m) 

definiren  eine  Transformation  der  2m  Variabein  (1),  und  zwar  eine 
homogene  Berübrungstransformation. 

2)  Die  Xi  sind  hinsichtlich  der  pk  homogen  nullter  Ordnung,  man 
hat  also 

(5)  (X,)„=i,,|5+..+_p„g==o        (i=l..m). 

Die  Xi  müssen  nämlicb  dem  zu  V  gehörigen  vollständigen  System  V 
gentigen,  und  dieses  reduzirt  sieb  auf  die  einzige  Gleichung 


(a^i/i'.g^o. 


1)  Lie  II  Abt.  1. 
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3)  Biß  Fi  sind  hinsichtlich  der  pk  homogen  erster  Ordnung,  d.  h. 
man  hat: 

(6)  {Pi)o  =  Pi         (i=l..M), 

denn  der  Pfaff'sche  Ausdruck   ^^  V  besitzt  die  Klasse  2  m  —  1,    also 

genügt  die  Funktion  -p    der   nichthomogenen    linearen   partiellen    Dif- 
ferentialgleichung : 

(Art.  142),  ist  also  in  den  pk  homogen  der  Ordnung  —  1. 

Die  beiden  letzten  Sätze  haben  wir  schon  in  Art.  202  aus  der  Form 
der  allgemeinsten  homogenen  Berührungstransformation  (4)  erschlossen. 

4)  Die  Funktionen  X^  .  .  Xm  genügen  den  Identitäten 

(7)  (XiX,)  =  0         (^,  l=\,2..  m). 

5)  Umge'kehrt,  'kennt  man  m  unabhängige  Funktionen  X^  .  .  X^  der 
2  m  Variahein  (1),  welche  die  Identitäten  (7)  erfüllen^  und  in  den  pi 
homogen  nullter  Ordnung  sind^  so  lassen  sich  m  Funktionen  P^  .  .  P^ 
auf  eine  und  nur  eine  Weise  mit  Hülfe  der  linearen  Gleichungen: 

IJP'ji^P^-^    ^P'W  =  ^     (/c=l,2..«) 

ermitteln,  derart  dafs  die  Identität  (2)  stattfindet. 

Diese  beiden  Sätze  folgen  unmittelbar  aus  den  Entwickelungen 
von  Kap.  IX,  §  1  und  2  (vgl.  auch  Art.  239  und  241). 

6)  Für  jeden  Index  v  der  Beihe  1,  2, . .  m  —  1  bilden  die  partiellen 
Differentialgleichungen 

(8)  if)o  =  0,  {X„  f)  =  0,  (X„  f)  =  0,..{X„f)  =  0 

ein  V  +  1-gliedriges  vollständiges  System. 

Dies  folgt  ebenfalls  unmittelbar  aus  Kap.  IX,  §  2,  da  ja  die 
Gleichungen  (8)  in  der  Terminologie  dieses  Kapitels  nichts  anderes 
als  das  „vollständige  System  F/'  darstellen.  Doch  wollen  wir  für 
diesen  Satz  noch  zwei  weitere  Beweise  aufstellen. 

274.  Wir  zeigen  zunächst  die  lineare  Unabhängigkeit  der  Glei- 
chungen (8).  Aus  der  Unabhängigkeit  der  v  Funktionen  X^  .  .  Xv 
folgt  vor  allem,  dafs  die  v  letzten  Gleichungen  (8)  für  sich  linear  un- 
abhängig sind.  Es  ist  also  nur  noch  nachzuweisen,  dafs  der  Ausdruck 
(/')o  keine  Linearkombination  der  Ausdrücke  (X/,  f)  sein  kann.  Hätte 
man  identisch: 
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V 
1 

SO  würde  folgen: 
und  hieraus: 

m  V 

1  1 

was    nur   für   v  =  m^    Qh^^Ph    möglicli   ist.     Zugleich  erkennen  wir, 
dafs  im  Falle  v  =  m  die   erste  Gleichung  (8)  wirklich  eine  Folge  der 
übrigen  ist,  welch'  letztere  linear  unabhängig  sind. 
275.  Schreiben  wir: 

SO  nimmt  die  Jacobi'sche  Identität: 

(x,{Xi,  /))  +  {x,{f,  z,))  +  (AX.-X,))  =  0 

mit  Rücksieht  auf  (7)  folgende  Form  an: 

r;.(ii/-)-r,(Y;/)  =  o. 

Daraus  folgt  zunächst: 

Genügen  v  unabhängige  FunUionen  X^  .  .  Xy  der  Variahein  (1)  den 
Bedingungen 

(9)  (X.X.)  =  0      (r,s^  1,2..  v), 

so  bilden  die  partiellen  Bifferentialgleidiungen: 

(X„f)  =  0,  ..(x.,/-)  =  o 

ein  v-gliedriges  JaeoMsches  System. 

Dieser  Satz  gilt  offenbar  ganz  unabhängig  davon,  dafs  die  Xt  in 
den  pk  homogen  nuUter  Ordnung  sind. 

Ist  aber  die  letztere  Bedingung  erfüllt,  so  erhält  die  in  Art.  271 
unter  (43)  angegebenen  Identität,  auf  die]' Funktionen  Xt  und  f  an- 
gewendet, folgende  Form: 

(x.-(/)„)  +  (/;x,)eee((X,,/-))„ 

oder  also,  wenn  wir  Af  statt  {f\  und  wiederum  Yif  statt  (X»,  f)  schreiben : 

A{Y4)  -  UÄf)  =  -  Y,f, 

eine  Identität,  die  sich  auch  auf's  leichteste  direkt  aus  den  Homogenitäts- 
eigenschaften der  Funktion  Xi  erschliefsen  läfst. 
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Die  Vollständigkeit  des  Systems  (8)  ist  damit  bewiesen. 

276.  Ein  dritter  Beweis  des  Satzes  6)  folgt  aus  nachstehender 
Eigenschaft  des  Symbols  {cpf)'. 

Führt  man  in  den  Ausäruck  (cpf)  statt  der  Variahein  (1)  vermöge 
der  homogenen  Berülirungstransformation  (4)  die  neuen  Independenten 
Xi,  Pi  ein,  so  hat  man  identisch: 

V  [^  IL  _  ISL  IL]  =z   ^i  {ll_  IL  __  ^  1L\ 
4.  ydP,  dX.        dX,  dP,J  —  ^  \dp,  dx,        dx,  dp,) 

oder,  in  leicht  verständlicher  Bezeichnungsweise: 

{<Pf)xP={(pf)xpy 

m.  a.  W,  das  Klammersymbol  (cpf)  bleibt  bei  jeder  homogenen  Berührungs- 
transformation invariant.  ^) 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  von  Art.  262 ,  da  ja  die 
linke  Seite  der  Identität  (2)  eine  Normalform  des  Pfaff'schen  Aus- 
drucks V  darstellt. 

Nun  hat  man  offenbar: 

(PiX,)xP  =  1;  (P.-X,)xp  =  (PiPk)xF  =  (X,X,)j,p  =  0 
(ijh  =  1,2  .  .m-^     i^h), 

und  es  ergiebt  sich  somit  auf's  neue  der  Satz  4),  sowie  folgendes  Theorem : 
7)  Erfüllen  die  Funktionen  Xi,  Pi  die  Identität  (2),  so  gelten  die 
Beziehungen 

(10)  (PiXi)  =  1;  (PiX,)  =  (PiP,)  =  0 

(i,  Je  =  1,2,  .  .  m-,  i  ^  k). 

Darnach  erfüllen  die  Funktionen: 

Aj^Xg    .  .    Xni,    Pv-\-lj    Pv-\-2,    •  •    Pm 

die  partiellen  Differentialgleichungen  (X^f)  =  0  .  .  (X,f)  =  0.  Da  nun 
die  Funktionen 


1)  Offenbar  gilt  auch  der  etwas  allgemeinere  Satz:  Wenn  die  Formeln 
z  =z-{-  U{x^  .  .  x^^^p^  .  .  pj;  xf  =  X,,  p,  =  P, 

eine  Berührungstransformation  von  der  in  Art.  201  erklärten  Beschaffenheit  dar- 
stellen, 80  besteht  die  Identität: 
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■^1  •  '  -^m;    p 


+  2 


r  +  1 


r  +  1 


in  den  pi  homogen  nullter  Ordnung  sind,  so  stellen  sie  2m  —  v  —  1 
unabhängige  Integrale  der  v  +  1  partiellen  Differentialgleichungen  (8) 
dar;  diese  bilden  also  wirklich  ein  vollständiges  System.  Im  Falle 
V  =  m  —  1  sind  die  Funktionen  X^  .  .  Xm  die  unabhängigen  Lösungen 
des  Systems  (8). 

277.  Die  vorstehenden  Ergebnisse  vrurden  mit  Hülfe  der  all- 
gemeinen Theorie  des  Pfaff 'sehen  Problems  gewonnen;  dieselben  Re- 
sultate in  etwas  anderer  Reihenfolge  lassen  sich  aber  auch,  ohne  Be- 
zugnahme auf  die  früheren  Kapitel,  durch  direkte  Betrachtung  der 
Identität: 

(11)  P^dX^  +  F^dX^  -\ h  FntdXm^Pidx^  -\-p^ßx^^  -\ \-pmdXm 

ableiten.     Aus  dieser  Identität  folgen  nämlich  die  Beziehungen: 

(i=l .. m). 

^     ax 

(13) 


(12) 


Wir  differentiiren  die  i*®  Identität  (12)  nach  pk^  und  die  ¥^  Iden- 
tität (13)  nach  Xi  und  subtrahiren  die  so  entstehenden  beiden  Relationen. 
Ebenso  differentiiren  wir  die  ^*®  Relation  (12)  nach  Xk  und  die  ¥'^ 
Relation  (12)  nach  Xi  und  subtrahiren;  endlich  differentiiren  wir  die 
i^  Gleichung  (13)   nach  pk  und  die  /c*®  nach  pi  und  subtrahiren.     Da- 


durch erhalten  wir  der  Reihe  nach: 
( 


(14) 


(pag.  354) 


(if  h  =  l,2y  .  .  m). 

Wir  betrachten  jetzt  die  Funktionaldeterminante  der  2  m  Funktionen 
X^Pr. 


nen||j 

j 


[-277] 
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B  = 


dx^  dx^  dx^  dx^ 

_^3  ..  ^^  :^  ..  ^ 

dPi  '  dp^  dpi  '  '  dp^ 

^Pm  "  ^Pm  ^Pm  "  ^P,n 


Es  sei  D'  diejenige  Determinante,  die  aus  D  entsteht,  indem  man 
zunächst  die  Xi  durch  —  Xf  ersetzt,  und  hinterher  die  linke  Hälfte 
des  Schemas  mit  der  rechten  vertauscht.  Dann  ist  D'  ^  D  und  durch 
zeilenweise  Komposition  der  beiden  Determinanten  ergiebt  sich  folgende 
Determinante: 


I 


«11     . . 

aim 

Cn      . 

.       Cim 

«ml        .  . 

bn      . 

Cm  m 
.       hm 

—  Cmi        .  . 

Gmm 

h,nl       ' 

.       hnm 

die  wegen  (14)  den  Wert  1  besitzt.     Daraus  folgt: 

DD'  =  D^=1,  D  =  B, 

worin  £  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet.  Damit  ist  zu- 
nächst Satz  1)  bewiesen.     Bezeichnen  wir  jetzt  mit 

diejenige  2w  —  1-reihige  Determinante,  deren  Elementensystem  aus  D 
durch  Streichung  der  **^"  Zeile  und  /c*®"  Spalte  entsteht,  so  folgt  nach 
bekannten  Determinantensätzen: 


(15) 


1        '  1        * 


(i  =  1  . .  m-j  1c  ^  m). 
Dies    sind    2m  nicht    homogene  lineare   Gleichungen  zur  Bestimmung 


der  2m  Unbekannten: 


DikDik   •  •  Dim^k- 


378     Kfip.  XI.    Die  Definitionsgleichungen  der  Berührungstransformationen.  [277J 


Der  Vergleicli  mit  den  Formeln  (14)  lehrt  sofort,   dafs  identisch, 
(16)     D,*  =  B  -^^ ;  Bm+,, k=-  e-^^         (s,  /c  =  1,  2  .  .  m). 


^Pk 


Auf  ganz  analoge  Weise  erhält  man: 


(17) 


Ds,m-\-k  = 


D, 


m-{-s,  m-\-k 


dXr. 


Andererseits  aber  folgt  aus  der  Bedeutung  der  Dik  sofort,  dafs  identisch 
folgende  Beziehungen  stattfinden: 


(18) 


2 

1 

VI 

2 

1 

'2 


dX;  dX. 


,m-\-s 


8d,^ 


dx.  dx. 

-^-^  -Lfm  +  k,  s  -r  "^^  -L>m-\-k,  m-\-s 


dP.  dP; 


^0 


d  X 


^Ps 


2 


dPi  dPi  _ 


{ij'k  =  1  . .  m). 

Mit  Rücksicht  auf  (16)  (17)  schreiben  sich  diese  Relationen: 
(19)      (P,Xt)  EEE  da,  (X,X,)  =  {PiP,)  =  0        {i,h=l..  m). 
Hiermit  sind  die  Sätze  4)  und  7)  als  richtig  erkannt. 

Multipliziren  wir  jetzt  die  Relationen  (12)  bez.  mit  -^ — ,  die  Re- 

7)  IC 

lationen  (13)  mit  —  -k~^    und   addiren    die    so    erhaltenen    2  m    Glei- 

V  X- 

chungen,  so  folgt: 


J;P,(X,X,)  =  0, 


womit    Satz    2)    nachgewiesen    ist.      Zugleich    aber    erkennt   man    die 
Richtigkeit  von  Satz  5).     In  der  That,  der  Rang  der  Matrix: 

Pi       .  .      Pn         0       . .       0 


(20) 


dX^ 
dx. 


dX^      dX^ 
dx,^ 


8^»     2^,„ 


d  x^ 


dp^ 


dX^ 


dX^ 

^Pn, 


■ 
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ist  offenbar  nicht  <  m^  da  sonst  die  Xi  nicht  unabhängig  wären,  aber 
auch  nicht  >  m,  da  die  Bedingungen 

^A-  TT  =  0,  (XiZ.)  =  0      {h,s=\..  m) 
erfüllt  sind,  und  mithin  die  Gleichungen: 


ni) 


7)1  linear  unabhängige  Lösungensysteme   ^^  .  .  ^2m  besitzen. 

Da  ferner  der  Rang  der  Matrix  (20)  durch  Weglassung  der  ersten 
Zeile  sich  nicht  ändert,  so  besitzen  die  linearen  nicht  homogenen 
Gleichungen  (12)  (13)  in  der  That  ein  und  nur  ein  Lösungensystem 
P,P,..P,n  (Art  14). 

Multipliziren   wir   die  Gleichungen   (12)   mit   -^ — ,    und  die   Glei- 

dP 
chungen  (13)  mit  —  -x-^,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (19)  durch  Ad- 
dition die  Identität: 

SP, 


2'^'-ä]r-^" 


also  die  Richtigkeit  des  Satzes  3). 

Der  Satz  6)  folgt  jetzt  hinterher  wie  in  Art.  275  oder  276. 

278.   Wir  haben,    ausgehend  von   den  Identitäten    (12)   (13),    die 
Relationen : 

(19)       (P,X,)  =  da-.,  (XiX,)  =  {P,P,)  =  0         (i,]c==l..  m), 

abgeleitet.  Offenbar  kann  man  auch  umgekehrt  von  diesen  Relationen 
ausgehend,  die  Identitäten  (12)  (13)  wiedergewinnen.  In  der  That, 
ist  D"  diejenige  Determinante,  die  aus  D  entsteht,  indem  man  zunächst 
alle  Elemente  der  oberen  Hälfte  mit  —  1  multiplizirt,  und  dann  die 
obere  mit  der  untern  Hälfte  vertauscht,  so  entsteht  durch  spaltenweise 
Komposition  von  D  und  D"  wieder  die  Gleichung  D  =  £.  Aus  den 
identischen  Relationen  (18)  ergeben  sich  jetzt  durch  Vergleichung  mit 
(19)  die  Beziehungen  (16)  (17);  die  Gleichungen  (15)  und  die  ana- 
logen für  /j  >  m  liefern  dann  sofort  die  Beziehungen  (14);  aus  den 
Relationen  (21)  folgt  schliefslich  durch  geeignete  Multiplikationen  und 
Additionen  das  Formelnsystem  (12)  (13). 
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Darnach  können  wir  so  resumiren: 

Befriedigen  2  m  Funhtionen  X;,  Pi  die  Identität: 


nn  j 


^p.^-^  =  0,{X,X,)  =  0        ii,lc  =  l..m), 


(22)  P^dX^  -\ 1-  PnidXm  ^p^dx^-\ \-  pmdXn 

so  sind  sie  unabhängig  und  erfüllen  die  Bedingungen  (19)  (21). 
Dieser  Satz  gestattet  zweierlei  Umkehrungen: 

a)  Befriedigen  m  unabhängige  Funldionen  X^  . .  X„j  der  Variabein 
x^  . .  XmPi  ' '  Pm  die  Bedingungen : 

so  giebt  es  ein  und  nur  ein  System  von  Funldionen  P^  . .  Pm,  die  der 
Identität  (22)  geniigen. 

b)  Befriedigen  2m  Funktionen  XiPi  die  Identitäten  (19)  (21),  so 
sind  sie  unabhängig  und  erfidlen  die  Identität  (22). 

Durch  die  Relationen  (19)  (21)  sind  also  die  X,:P,  als  die  rechten 
Seiten  einer  endlichen,  homogenen  Berührungstransformation  vollständig 
charakterisirt ;  man  nennt  daher  diese  Relationen  die  ^Definitions- 
gleichungen  der  endlichen  homogenen  Berührungstransformation". 

279.  Nach  a)  erfordert  die  Bestimmung  einer  homogenen  Be- 
rührungstransformation diejenige  der  Funktionen  X^  .  .  Xm  und  aufser- 
dem  noch  die  Auflösung  linearer  Gleichungen.  Sind  X^  .  .  Xv  bereits 
so  bestimmt,  dafs  die  Bedingungen: 

^p,  ^-^  =  0,  (X,X.)  =  0        (i,k  =  l,2..v) 

erfüllt  sind,  so  mufs  für  Xr-{-i  ein  beliebiges,  von  X^  .  .  X^  unab- 
hängiges Integral  des  v  -{-  1  -gliedrigen  vollständigen  Systems  (8)  ge- 
nommen werden;  dies  erfordert  eine  Operation  2m  —  2v  —  1,  da  das 
System  (8)  die  bekannten  Lösungen  X^  .  .  Xy  zuläfst.  Für  X^  kann 
man  eine  beliebige  Funktion  von  x-^^  . .  XmPi  .  -  Pm  wählen,  die  in  den  p 
homogen  nuUter  Ordnung  ist. 

Die  Bestimmung  der  allgemeinsten  homogenen  Berührungstransformation 

x[  =  Xi,  p!  =  Pi 

erfordert  also  bei  willkürlich  vorgeschriebenem  X^  noch  je  eine  Operation 

2m  — 3,  2m  — 5,  ..  3,  1. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  in  den  Ergebnissen  von  Kap.  IX,  §  1 
als  Spezialfall  enthalten. 

280.  Aus  den  Relationen  (19)  folgt  ein  neuer  Beweis  für  den  zi 
Anfang    der  Nr.  276   aufgestellten   Satz.     In   der  That,  führt  man  ii 
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das   Symbol    {(pf)    vermöge   der  homogenen   Berührungstransformation 
(4)  die  neuen  Independenten  X,:P/  ein,  so  folgt  leicht: 

dcp    df 


+  2'2;f'7Ä(^'-^^-^=^'^^)- 


§  2.     Die  Definitionsgleichungen  der  endlichen,  nichthomogenen 
Berührungstransformationen. 

281.  Unter  einer  Berührungstransformation  der  Variabein 
Yei*standen  wir  in  Art.  195  eine  Transformation: 


(1) 


2    =  Z   {Zy  X^  .  .  Xrr,p^  .  .  i>m) 

Xl  =  Xi{0j  X^  .  .  XmPi  .  .  Pm)  (i  =  1  .  .  m), 

Pi    =  P/fe  ^1  .  .  XraP^  .  .  Pm) 


deren  rechte  Seiten  einer  Identität  der  Form: 

(2)  dZ —  P^dX^  —  •  •  —  PmdXm  ^  Q  {dz  — p^dx^  —  .  .  — PmdXm)- 

Dabei  verschwindet  die  mit  q  bezeichnete  Funktion  der  Yariabeln 
Zy  XiPi  nicht  identisch,  da  andernfalls,  wie  man  leicht  sieht,  die  Funktionen 
ZyX^  .  .  Xm  nicht  unabhängig  wären. 

Umgekehrt,  genügen  2m  -\-  1  Funktionen  Zy  X/,  Pi  der  Variabein 
^,  ^kPk  der  Identität  (2),  in  der  q  nicht  identisch  null  ist,  so  besitzen 
sie  nach  der  allgemeinen  Theorie  des  Pfaff'scheu  Problems  folgende 
Eigenschaften : 

1)  Sie  sind  von  einander  unabhängig.  Denn  der  Pfaff'sche  Aus- 
druck pV,  wo  V  ^  dz  —  Upidxi  gesetzt  ist,  besitzt  die  Klasse  2  m  -f-  1 
(Art.  99,  Schlufsbemerkung),  und  die  linke  Seite  von  (2)  ist  eine  Nor- 
malform  desselben. 

2)  Die  Funktionen  Z,  X^  . .  Xm  genügen  den  Belationen: 

(3)  [ZXi]  =  0;  [XiX,]  =  0      {i,]c=l..  m), 
wenn  gesetzt  wird 
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Dies  folgt  aus  Kap.  IX,  §  1,  2,  oder  auch  aus  Art.  242  Satz  3),  wenn 
man  bedenkt,  dafs  der  Pfaff'sche  Ausdruck 

Q  Q  Q 

eine  reduzirte  Form  von  V  mit  7n  -f-  1  Differentialelementen  darstellt, 
und  dafs  das  Klammersymbol  (4)  zu  V  in  derselben  Beziehung  stebt, 
wie  das  in  Kap.  IX  erklärte  allgemeinere  Symbol  [qp/*]  zu  einem  be- 
liebigen Pfaff'scben  Ausdruck  ungerader  Klasse. 

3)  Kennt  man  m  -\-  1  unabhängige  Funktionen  Zy  X^  . .  Xm  der 
Variahein  zXiPi,  die  den  Bedingungen  (3)  genügen ,  so  lassen  sich  die 
Funktionen  9,  Pj  .  •  Fm  ciuf  eine  und  nur  eine  Weise  so  hestimmen, 
dafs  die  Identität  (2),  oder,  was  dasselbe  besagt,  die  Beziehungen: 


(5) 

dz 

dz 

^^  dz 

(6) 

dz 

dx. 

"  ^1  ax,      • 

•       -P»  g^.  =       9Pi 

(i  =  l. 

.m) 

(7) 

dZ 

dp, 

p^^i 

■^^  dp,        ' 

^"'  dp,  -  " 

(»  =  1. 

.  m) 

stattfinden. 

Dies  ist  wiederum  eine  einfache  Konsequenz  der  Entwickelungen 
des  Kap.  IX  (Art.  242,  Satz  3)). 

4)  Für  jeden  Index  v  der  Reihe  1  . .  m  —  1  bilden  die  partiellen 
Differentialgleichungen : 

(8)  [Zf]  =  0,  [X./]  =  0        (»  =  1, . .  v) 

ein  V  +  1-gliedriges  vollständiges  System ^  wie  aus  Kap.  IX  unmittelbar 
folgt.  Unter  der  Annahme  v  =  m  dagegen  reduziren  sich  die  partiellen 
Differentialgleichungen  (8)  offenbar  auf  nur  m  linear  unabhängige,  die 
ein  vollständiges  System  mit  den  unabhängigen  Lösungen  Z,  X^  .  .  Xm 
bilden. 

282.  In  Analogie  mit  dem  vorigen  §  wollen  wir  den  Satz  4)  noch 
auf  zwei  andere  Arten  begründen,  und  zu  diesem  Zwecke  zunächst 
die  lineare  Unabhängigkeit  der  v  -{-  1  partiellen  Differentialgleichungen 
(8)  für  den  Fall  v  <  m  nachweisen.     Wir  definiren  zu  diesem  Zweck 

zur  Abkürzung  das  Differentiationssymbol  ^ —  folgendermafsen : 


dx,  —  dx,'^^'  dz' 


und  bilden  die  Matrix: 
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(9) 


dZ 


dZ 


dZ 
dx^ 


dZ 


dZ 

^^2 


dX      rfX 


dx^ 


dx^ 


dx^    ax    ax 


dx^ 


dp^       dp^ 


d_X^ 
dx^ 


dx^ 


dX^ 


dx^ 


!5 


!5: 
Sp„, 


Verschwänden  alle  v  -\-  l-reihigen  Determinanten  dieser  Matrix,  so  gäbe 
es  r  +  1  Funktionen  QqQi  .  .  Qv,  die  nicht  alle  verschwinden  und  den 
Identitäten : 

.....       dZ    .     Sri       dX^  _  dZ    .     SJ      ^^s  _r,     ..        .  X 


genügen.     Setzt  man  jetzt: 


dz 


so  folgt,  indem  man  die  Gleichungen  (10)  mit  dxi^  bezw.  dpi  multiplizirt 
und  addirt: 

(11)  Q^dZ  +  Q^dX^  +  •  •  +  QvdXv  ^  ^{dz  — p^dx^  —  • pmdxm). 

Wäre  ^  ^  0,  so  wären  die  Funktionen  Z,  X^  .  .  X^ ,  entgegen  der 
Voraussetzung,  nicht  unabhängig.  Hätte  man  aber  ö=\=0^  so  könnte 
die  Identität  (11)  nach  dem  Grassmann'schen  Theorem  (Art.  118,  119) 
nur  für  v  =  m  bestehen. 

Damit  ist  für  v  <  m  die  lineare  Unabhängigkeit  der  Gleichungen 
(8)  nachgewiesen. 

Betrachtet  man  nun  die  Identitäten  (3),  und  setzt: 

[Zß  =  YJ;  [Xrf]  ~  Y,f, 

so  läfst  sich  die  Mayer'sche  Identität  (Art.  268): 

[XdZf]]  +  iZ[fX,-\\  +  if[X,Zi\  = 

^'-^Vzn  +  ^^^ifXil  +  ^ix^Z] 


folgendermafsen  schreiben : 


Ebenso  erhält  man: 


YoW)  = 


dx, 

dz 


dX, 


v-lfy;/- 


2X> 


YiY.f)  -  Y,{Yf)  =  ^Y,f-  -—  Yf, 
womit  Satz  4)  bewiesen  ist. 


384     Kap.  XL    Die  Definitionsgleichungen  der  Berührungstransformationen.  [283] 

283.  Um  einen  zweiten  Beweis  für  diesen  Satz  zu  gewinnen, 
wollen  wir  zunächst  eine  wichtige  Eigenschaft  des  Klammersymbols 
[cpf]  ableiten.     Es  sei 

n 
1 

ein  Pfaff 'scher  Ausdruck  der  Klasse  2A —  1,  und  es  werde  gesetzt: 

und  zwar  sei  q  so  gewählt,  dafs  z/'  wieder  die  Klasse  2X  —  1  besitze 
(Art.  144).  Endlich  sollen  die  Funktionen  Q' ,  Q/k  für  z/'  dieselbe 
Bedeutung  haben,  wie  Q^  Qik  für  den  Ausdruck  z/  (Art.  222).  Man 
erkennt  dann  leicht,  dafs  identisch: 

und  infolgedessen: 

2X  —  1  2;i  — 1  ^  ,  22  —  1  22  —  1  ^ 

Verstehen  wir  jetzt  unter  V  wiederum  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck: 

V  ^dz  —  'p^äx^  —  •  •  —  PmdXm, 

und  unter  q  die  in  der  Identität  (2)  vorkommende  Funktion,  so  er- 
giebt  sich  aus  der  Beziehung  (12)  und  dem  Satz  des  Art.  263  ohne 
weiteres  die  Identität: 

(1^)  Wüzxp  =  —  {(Püzxp, 

wenn  gesetzt  wird: 

Vpf\zxp =z^  \jp^ [jx,  +  ^'dz)-jp, [rz,  +  ^' Tz 

oder,    mit   Worten   ausgedrückt:    Das  Klammersymbol  [g?/*]   helnäU  bis 
auf  einen   hinzutretenden   Faktor   q   seine   Form,   wenn   man   statt  der 
Variabein   sxipi    mittels    einer   beliebigen   Berührungstransformation   (1) 
die  neuen  Independenten  Z,  XiPi  einführt 
Da  nun  identisch: 

[ZXi]zxp  ^  [XiXi]zXP  ^  [PiPk\zxp  ^=  ö, 

[PrZ^ZXP  ^  Pr,    \_PrX^zXP  ^  ^rsy 

so  ist  Satz  2)  auf's  neue  bewiesen,  und  wir  haben  aufserdem  noch 
folgende  Eigenschaften  der  Funktionen  Z,  XiPi  gewonnen: 
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5)  Genügen  die  FunMionen  ZXiPi  der  Identität  (2),  worin  q^=0, 
so  gelten  die  Beziehungen: 

(14)    [P,P,]  =  0;    [P.XJ  =  Q  ■  drs-,    [PrZ]  EE^QPr        (r,  5  =  1   .  .  m). 

Darnach  hat  man  auch: 


^Z]  =  0         (»-,8=1,2 


.  m) 


und   die   v  -\-  1    partiellen   DiflPerentialgleichungen  (8)  besitzen  mithin 
die  2  in  —  v  unabhängigen  Integrale : 

^    Y  V  i'  +  2         ^r  +  3  ^m 


p         y      p  p         y 

bilden  also  in  der  That  ein  vollständiges  System. 

Indem  man  die  Mayer'sche  Identität  (Art.  271)  auf  irgend  drei 
der  Funktionen  ZXiPj  anwendet^  und  die  Formeln  (3)  und  (14)  be- 
achtet^ folgen  leicht  die  Beziehungen: 

(15)  [Zq]  =  ^1^-^\ 

8X,.  dPf 

(16)  [X,p]EEE9^;[P,p]  =  Pg^'. 

284.  Wir  wollen  schliefslich  noch  in  Analogie  zum  vorigen  §  die 
wichtigsten  der  bisherigen  Resultate  direkt  aus  der  Identität: 

(17)  dZ  —  P^dX^  —  • PmdXm  ^  Q(d0  — p^dx^  —  •  •  — PmdXm) 

ableiten.     Diese  Identität  zerlegt  ^ch  in  die  folgenden  Gleichungen: 

1 
(lö)  g-l'^'g-O  (.=  1...). 


Aus    (18)    (19)    folgt    durch    Elimination    von    q    unter   Gebrauch    des 
dx, 


Symbols  /-  (Art.  282): 
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Wir  üben  nun  auf  die   i*^   Relation  (20)  die  Operation  -, — ,  auf 

die  h^  Relation  (20)   die   Operation  ^—    aus    und    subtrahiren;   ferner 

differentiiren  wir   die  ^*®  Relation   (20)   nach  pk  und   die   ¥^  Relation 

(19)   mit  dem   Symbol  ^—  und   subtrahiren;    endlich  subtrahiren  wir 

die  nach  pk  abgeleitete  i^^  Relation  (19)   von   der  nach  pi  abgeleiteten 
Ä;*®"  Relation  (19)  und  erhalten  so: 


(21) 


1 

VI 

1 

m 

2 


Cik  = 


(äp. 

dX, 

ydx. 

dx, 

f^p. 

^^, 

yp. 

cp- 

/ap. 

dX, 

dP^dX^ 

d  X,    d  Xu 


dp.     dpj^ 


=  0 


0 


-T^  X^  ]=Q^i 


dp^    dx.  dx.    dp^ 

{1,1=1  ..  m;  8ik  =  0;  i^  it;  da  =  1). 


D  = 


n  wir 

die  JJetei 

rmmante 

'■ 

dX^ 

««X» 

dP^ 

<«^m 

dx^ 

dx 

dx^ 

dx^ 

dX^ 

d^r,. 

dP^ 

<IPm 

<«»m 

dx^ 

<i^n. 

ex^ 

S^n, 

dP, 

dPr. 

dp,    ■ 

dp. 

dp. 

dp. 

sx^ 

d^„ 

dP, 

dP„ 

^Pm 


^Pm        ^Pr 


^Pr 


und  bezeichnen  mit  D'  diejenige  Determinante,  die  aus  JD  hervorgeht, 
wenn  man  darin  die  X;  durch  —  X^  ersetzt,  und  sodann  die  linke 
Hälfte  mit  der  rechten  vertauscht.  Durch  Zeilenkomposition  von  B,  B' 
folgt  dann  wegen  (21)  leicht: 

BB'  =  B^  =  Q^^i  B  =  6Q^, 

worin  e  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet. 

Wenn   man   nun    in    der   Funktionaldeterminante  J  der   2  m  -\-  X 
Funktionen  Z,  XiPii 
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dx^ 

i^m 

dp^ 

^-p» 

zz 

ax, 

ax. 

^\    ■ 

2*1 

ax, 

a^ 

?p™ 

3X^ 

a^ 

dz 

■  dz 

ZU  der  i*^"  Zeile  die  mit  i)i  multiplizirte  letzte  Zeile  addirt,  so  kommt 
dies    darauf  hinaus,   in   den   m   ersten   Zeilen   von   J  die  Symbole  -^ — 

durch  -^ —    zu    ersetzen.     Wenn    man    in    der   so    umgeformten    Deter- 

minante  J  die  ersten  m  Spalten  bez.  mit  —  P^ ,  .  .  —  P^  multiplizirt, 
und  zu  der  letzten  addirt,  so  folgt  wegen  (18),  (19)  und  (20): 

J=Q'B^^S      (>'"  +  !. 

Da  nun  q  der  Annahme  nach  nicht  identisch  verschwindet,  so  ist 
Satz  1)  nachgewiesen. 
Es  sei  jetzt  wieder 

(-  i)'+*i>*.- 

die  aus  D  durch  Streichung  der  i*®"  Zeile  und  Ä;*®'^  Spalte  hervor- 
gehende Determinante.  Die  Theorie  der  Determinanten  liefert  dann 
folgende  Relationen: 


(22) 


^sri  l  dX  dP^ 


dx, 


dx. 


^'  r^  ^*'  +  ^  ^'"+*' ' 


dp. 


0 


^ 


dp. 


1^ 

dx. 


dp,   ^^'-i-*    i     dp, 

(Sj  k  =  1,  2, . .  m) 
Der  Vergleich  mit  (21)  lehrt  jetzt,  dafs  identisch: 


SQ'^dik. 


(23) 


dp, 


dX. 


Ds,m+k  = 


SQ 


m —  1 


dP. 


^^    7    -^m  +  Ä^m  +  A:  f( 


da; 


(5,  Ä;  =  1  .  .  m). 


dXt. 


26* 
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Man  hat  ferner  die  Identitäten: 


(24)         { 


^  fdX.  dX,  \  _n 

m      /  j  p  p,p  \ 


=  £0"*(J; 


Die  Relationen  a)  d)  liefern  übereinstimmend: 

während  sich  aus  b)  und  c)  die  folgenden  Gleichungen  ergeben: 

[F,P,]  =  [X:XJ  =  0. 

dXj^ 
Multiplizirt  man  ferner  die  Relationen  (20)  mit  —  -^ — ,  die  Glei- 
chungen (19)  mit  ~Y~^  y  und  addirt  die  so  entstehenden  2  m  Gleichungen^ 
so  folgt: 


[ZX,Ji  =  UP.[XsX,]  =  0. 


dFr. 


Indem  wir  schliefslich  die  Relationen  (20)  mit  —  -^ — ,  die  Gleichungen 

dP 
(19)   mit  -7—^  multiplizirt,  so  folgt  durch  Summation  dieser  2  m  Glei- 

chungen: 

[^pj  =  2:Ps[X,Fj^  =  -  qP„ 

womit  die  Sätze  2)  und  5)  bewiesen  sind. 

285.  Um  den  Satz  3)  nachzuweisen,  bemerken  wir  zunächst,  dafs 
von  den  m  -\-  1  Funktionensystemen: 


(25) 


dZ 
dx 

dX. 
dx^ 


dZ  dZ 

dxj      dp^ 

dX.        dX. 


dz 

dX^ 


(i  =  1,  .  .  m) 


immer  je  m  linear  unabhängig  sein  müssen,  wenn  die  w  +  1  Funktionen 
Z,Xy^. ,  Xm  als  unabhängig   vorausgesetzt  werden.     Denn  wären  etwa 
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die  m  ersten  Systeme  (25)  linear  abhängig,  so  ergäbe  sich  eine  Identität: 


Qo 


dZ  -f  ^  QsdXs  ^<3(d0  —  pj^dx^ 2hidXni)y 


was  im  Falle  ö  ^e  0  mit  der  vorausgesetzten  Unabhängigkeit  von 
Zj  Xj^  .  .  Xrn,  im  Falle  ö  =|^  0  aber,  wie  man  leicht  erkennt,  mit  Satz  1) 
in  Widerspruch   steht.     Darnach  ist   der  Rang  der   aus  den  Systemen 

(25)  gebildeten  Matrix  ^  m.  Da  nun  die  Funktionen  Z^  Xi  den  Re- 
lationen (3)  genügen,  so  besitzen  die  m -\- 1  linearen  Gleichungen: 

2(s.^+5...||)=«,|(5.S:+s..,|5)=„ 

(i  ^  1  .  .  m) 
oflPenbar  die  m  linear  unabhängigen  Lösungensysteme: 

also  ist  der  Rang  der  Matrix  (25)  ^  m;  er  ist  daher  genau  =  m  und 
ändert  sich  nicht,  wenn  man  aus  dieser  Matrix  die  erste  Zeile  fort- 
läfst.  Nach  Art.  14  besitzen  daher  die  linearen  Gleichungen  (19)  (20) 
ein  und  nur  ein  Lösungensystem  P^  .  .  P^.  Definirt  man  dann  die 
Funktion  q  durch  die  Gleichung  (18),  so  gilt  die  Identität  (17)  und  q 
kann  nicht  null  sein,  da  andernfalls  die  2m -{- 1  Funktionen  ZXiPi 
nicht  unabhängig  wären.  Der  Satz  3)  ist  damit  vollständig  bewiesen. 
286.  Es  seien  jetzt  umgekehrt  2m  -\-  2  Funktionen  Qj  Z^  X;,  Fi 
gegeben,  die  den  Bedingungen 

I  [X,X,]  -  [F,P,-\  =  0;  [P,Xd  =  qS,, 
*■     '         \  [ZX,]  EE5  0;  [P,Z]  ES  pP,         {i,  lc  =  \,2..m)       . 

genügen;  die  Funktion  q  verschwinde  nicht  identisch. 

Bezeichnet  jetzt  D"  diejenige  Determinante,  die  aus  D  dadurch 
entsteht,  dafs  man  darin  alle  Elemente  der  obern  Hälfte  mit  dem  ne- 
gativen Zeichen  versieht,  und  dann  die  obere  Hälfte  mit  der  untern 
vertauscht,  so  ergiebt  sich  durch  spaltenweise  Komposition  der  beiden 
Schemata  D  und  D"  für  D  wieder  der  Wert  sq'"'.  Aus  den  iden- 
tischen  Relationen  (24)    folgen    für  die   Dik  durch   Vergleichung    mit 

(26)  die  Werte  (23),  worauf  die  Relationen  (22)  ohne  weiteres  das 
Gleichungensystem  (21)  ergeben. 

Nun  hat  man  vermöge  {2ij)'. 
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^'  CSV  ^  Q   T)  ^  ->  V 

m  ,„  m  m 


Die    linken    Seiten    dieser    Gleichungen    sind    aber,    wie    die   Aus- 
rechnung lehrt,  vermöge  der  Formeln  (21)  mit  q  -^  bezw.  mit  q  -j — 

identisch,  womit  die  Formeln  (19)  (20)  gewonnen  sind.  Diese  Formeln 
zeigen,  dafs  die  Identität 

dz-^  Pdx,  ==  (If  -  2'  ^'  Ti)  {^--2  P'  ^'"') 

stattfindet,  und  aus  Satz  5)  und  den  Identitäten  (14)  folgt  jetzt  un- 
mittelbar, dafs  die  in  den  Formeln  (26)  auftretende  Funktion  q  durch 
die  Gleichung  (18)  definirt  ist. 

Darnach  lassen  sich   die  bisherigen  Resultate   so  zusammenfassen: 
Befriedigen  2  m  -{-  1  Funktionen  Z^  X;,  P^-  d^r   Variabein 

0y  X^  .  .  OOfnPi  .  •  Pm 

eine  Identität  der  Form: 

(2)  dZ  —  P^dX^  —  •  •  —  PmdXm  ^  Q (dz  —  Pidx^  —  • PmdXm), 

worin  Q{z..pm)  nicht  identisch  verschwindet ^  so  sind  sie  von  einander 
unabhängig,  und  es  bestehen,  die  Beziehungen: 

|[^X,]eee[Xä]  =  0 
*•     ^  \ iPiP,-\  =  0;  [P,:XJ  =  pda;  [P.^1  =  qP„ 

(27)  [Zp]  =  p  g  -  e^;  [X,9]  =  p  ^ ;  [P,  p]  =  9  -^ 

(^,  Ä;  =  1,  2, .  .  m). 

Dieser  Satz  gestattet  eine  doppelte  ümkehrung: 

a)  Kennt  man  m  -\-  1  unabhängige  Funktionen  Z^X^  .  .  Xm,  welche 
die  Relationen 

(3)  [ZXi]  =  0,  [X:XJ  EEE  0         (^,  Ä;  =  1,  2, .  .  m) 

erfüllen^  so  lassen  sich  auf  eine  und  nur  eine  Weise  m  -{-  1  weitere 
Funktionen  9,  P^  . .  Pm  so  bestimmen,   dafs  die  Identität  (2)  stattfindet. 

b)  Kennt  man  2  m  -\-  2  Funktionen  Z^  X,:,  P,-,  q,  von  denen  keine 
identisch  verschwindet,  und  welche  die  Relationen  (26)  (und  infolgedessen 
auch  (27))  erfüllen,  so  besteht  zwischen  ihnen  die  Identität  (2). 
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Die  Gleichungen  (26)  heifsen  die  j,Definitionsgleichungen  der  end- 
lichen, nicht  homogenen  Berührungstransformationen'',  da  sie  nach  dem 
Vorigen  die  Funktionen  Z,  XiPi  als  die  rechten  Seiten  einer  Be- 
rührungstransformation vollständig  charakterisiren. 

287.  Sind  von  den  rechten  Seiten  einer  Berührungstransformation: 

(28)  /  =  Z;  x/  =  Xr,  p/  =  P, 

die  Funktionen  Z,  X^  .  .  Xy  bereits  so   bestimmt,   dafs   die  Relationen 

[ZX]  =  [X,XJ  EE  0        (i,  l  =  l,2,..v)  . 

alle  erfüllt  sind,  so  ist  für  X^-fi  ein  beliebiges,  von  Z,  X^  .  .  Xv  un- 
abhängiges Integral  des  v  -f-  1-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

(8)  [Zß  =  0,  [XJ]  =  0  . .  [X,ß  =  0 

ZU  wählen,  was  eine  Operation  2  m  —  2v  —  1  erfordert,  da  Z,  X^  .  .  Xv 
bekannte  Integrale  dieses  Systems  sind. 

Die  Aufstellung  der  allgemeinsten  Berührungstransformation  er- 
fordert also,  wenn  Z  willkürlich  vorgeschrieben  wird,  je  eine  Operation : 

2m  —  1,  2m  — 3,  ..  3,1. 

Natürlich  kann  man  ebenso  gut  etwa  X^  willkürlich  annehmen.  In 
der  That  ist  ja  die  in  der  Identität  (2)  auftretende  Funktion  Z  vor 
den  Xi  in  keiner  Weise  ausgezeichnet;  denn  dividirt  man  diese  Identität 
durch  — Pj^,  so  entsteht  eine  Relation,  in  der  X^  die  Rolle  von  Z 
übernommen  hat. 

288.  Man  kann  aber  auch  q  willkürlich  annehmen,  und  sodann 
die  Funktionen  Z,  Xi,  Pi  so  bestimmen,  dafs  die  Identität  (2)  statt- 
findet.    Es  gilt  nämlich  folgender  Satz: 

Ist  Q  eine  beliebig  vorgeschriebene,  nicht  identisch  verschwindende 
Funktion  der  Variabein  zxipi ,  und  bedeuten  X^  . .  X^  (v  ^  m)  unab- 
Vingige  Funktionen  derselben  Variabein,  die  den  Identitäten: 

(29)  [X,p]  =  Q^-^;  [X,X,]  ^  0        {i,  l=l,2,..v) 
genügen,  so  bilden  die  partiellen  Differentialgleichungen: 

(80)  jv-[(.n  +  .g=o    ^.^^_^^ 

\Y,f  =  [X,ß  =0 

em  V  -\-  \  -gliedriges  vollständiges  System. 

Dafs  die  Gleichungen  (30)  linear  unabhängig  sind,  folgt  leicht 
daraus,  dafs  andernfalls  entweder  die  v  letzten  derselben,  entgegen  den 
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Resultaten  des  Art.  282,  für  sich  linear  abhängig  wären,   oder  dafs  q 
identisch  verschwände. 
Man  hat  ferner: 

df- 


(31) 


fc[^^-^l 


beachtet  man  nun,  dafs  identisch: 

so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Mayer'sche  Identität  durch  Subtraktion 
der  beiden  Gleichungen  (31)  nach  kurzer  Rechnung: 

Y,(YJ)  -  Y,{Yf)  =  2  ^-  r„f  -  If  Yf. 

Da  nun  die  v  letzten  Gleichungen  (30)  für  sich  genommen  ein  voll- 
ständiges System  bilden  (Satz  4)  dieses  §),  so  ist  die  Vollständigkeit 
des  Systems  (30)  nachgewiesen.  Man  wähle  jetzt  für  Xv+i  ein  be- 
liebiges, von  X^  .  .  Xy  unabhängiges  Integral  dieses  Systems,  was  eine 
Operation : 

2m  +  1  —  (v  +  1)  —  V  ==  2m  ~  2v 

erfordert.  Hat  man  solcherweise  X^  .  .  Xm  der  Reihe  nach  ermittelt, 
so  bestimme  man  eine  Funktion  Z,  die  den  Bedingungen: 

(32)  '      Y,Z-  q'  =  0,  Y,Z=0,  . .  Yr„Z=  0 

genügt.     Zu    diesem  Zwecke  denken  wir  uns  Z  durch  die   Gleichung 

definirt.     Ist  dann  ^  irgend  eine  der  Variabein  zXiPi,  so  hat  man: 

didz_     dj_^ 

Substituirt  man   die  Werte   der  Ableitungen   -^j  aus  diesen   Glei- 
chungen in  das  System  (32),  so  verwandelt  sich  dieses  in  das  folgende : 

(33)         T/-=  Fo/-  +  e^  1^  =  0,  r,/-  =  0, . .  yj  =  o. 

Diese     Gleichungen    bilden    ein    m  +  1-gliedriges    vollständiges 
System  mit  2m  -\-  2  Independenten,  da  nämlich  identisch: 

Y,(Yf)  -  r( Y,f)  =  2  -gf •  Yf  -  1^  Yf. 
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Da  ferner  die  Koeffizienten  des  Systems  (33)  die  Independente  Z 
nicht  enthalten,  und  dasjenige  Gleichungensystem,   das  aus  (33)  durch 

Weglassung  des  mit  -~  multiplizirten  Terms  entsteht,  wiederum  voll- 
ständig ist,  so  besitzen  die  Gleichungen  (33)  aufser  X^  . .  X„4  noch  ein 
m  -f-  l*''^  Integral  der  Form: 

welches  durch  eine  einzige  Quadratur  bestimmt  wird,  wenn  X^^  .  .  X^ 
bekannt  sind.  Alle  diese  Behauptungen  ergeben  sich  durch  ganz  ähn- 
liche Überlegungen  wie  in  Nr.  145.  Indem  wir  jetzt  Z  mit  0 
identificiren,  können  wir  nach  Satz  3)  die  P/  hinterher  durch  -  Auf- 
lösung linearer  Gleichungen  so  bestimmen,  dals  die  Identität  (2)  statt- 
findet, und  haben  damit  folgenden  Satz  gewonnen: 

„75^  Q  eine  willkürlich  gewählte  ^  nicht  identisch  verschwindende 
Fimhtion  der  2  m  -\-  1  Variahein  zx^  .  .  XmPi  .  .pm,  so  erfordert  die  Be- 
stimmung eines  FunMionensystems  ZXiPi,  welches  der  Identität: 

^  /  ™  \ 

dZ —  ^  PidXi  ^  ^Idz  ~  ^  PidXi  I 

genügt,  aufser  Differentiationen  und  Eliminationen  noch  je  eine  Operation 
2m,  2m  —  2,..A,  2,  0. 

Auch  dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  der  allgemeinen  Theorie 
des  Pfaff 'sehen  Problems.  Man  verifizirt  nämlich  leicht,  dafs  für  den 
bedingungslosen  Pfaff'schen  Ausdruck 

Q{dZ  —  p^dx^ PmdXn) 

das  vollständige  System  V  sich  auf  die  einzige  partielle  Differential- 
gleichung: 

reduzirt,  und  dafs  das  vollständige  System,  das  in  Kap.  IX  mit  Vv  be- 
zeichnet wurde,  in  dem  gegenwärtigen  Falle  mit  (30)  identisch  ist. 

289.  Wir  betrachten  schliefslich  noch  diejenigen  Berührungstrans- 
formationen, für  welche  die  in  (2)  auftretende  Funktion  ^  ^  1  ist. 
Aus  (27)  folgt  jetzt: 

^==1.     ?5^=.o.     ^^0 
dz  —  -^'      dz   — -^'      dz    —     ' 

Also  mufs  Z  die  Form  haben: 

(34)  Z^Z  —    U(Xi  ..XmPi_..  Pm), 
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während  die  X,-,  P,;  von  z  unabhängig  sind,  was  wir  aus  Art.  201 
bereits  wissen.  Wählt  man  nun  dementsprechend  für  X^  eine  arbiträre 
Funktion  der  2m  Variabein  x^  .  .  x^p^^  •  -  Pm  und  legt  auch  den  übrigen 
X,;  die  Bedingung  auf,  von  z  unabhängig  zu  sein,  so  verwandeln  sich 
die  Bedingungen  [X/XJeeO  in  die  folgenden: 

(35)  (X,X,)^0, 

und  wir  wissen  aus  Art.  275,  dafs  für  jede  Zahl  v  der  Reihe  1  . .  m 
die  partiellen  Differentialgleichungen: 

(36)  (XJ)  =  0  . .  (X,/)  =  0 

ein  v-gliedriges  vollständiges  (Jacobi'sches)  System  bilden,  wenn  die 
Xi  . ,  Xv  unabhängig  und  bereits  so  bestimmt  sind,  dafs  die  Be- 
dingungen (35)  für  ^,  Ä;  =  1  .  ,  v  gelten.  Für  X^^i  mufs  dann  eine 
von  X^  .  .  X^  Lösung  des  Systems  (36)  genommen  werden,  was  eine 
Operation  2  m  —  2v  erfordet.  Hat  man  so  die  X^  .  .  X^  der  Reihe 
nach  bestimmt,  so  bilden  nach  Art.  282  die  Gleichungen: 

(37)  [X,f]  =  (X,./-)  +  i^^^p,  g^j  K  =  0        (»  =  1  . .  m) 

für  sich  ein  m-gliedriges  vollständiges  System  mit  den  Independenten 
Zj  Xi  .  .  Xm  Pi  . .  pm'i  da  nun  die  Variable  z  in  den  Koeffizienten  des- 
selben nicht  auftritt,  und  die  m  Gleichungen  (Xif)  =  0  für  sich  ein 
vollständiges  System  bilden,  so  besitzt  das  System  (37),  wie  man 
mittels  der  Schlufsweise  des  Art.  145  leicht  erkennt,  aufser  den  Lö- 
sungen X^  .  .  Xm  noch  ein  m  +  1*^^  Integral  der  Form  (34),  das  durch 
Eliminationen  und  eine  einzige  Quadratur  erhalten  wird,  wenn  X^  . .  Xm 
bekannt  sind.  Aus  Satz  (3)  schliefsen  wir  nunmehr,  dafs  die  linearen 
Gleichungen : 

1       *  * 

4-  -^'  dp,  -      dp, 

eine  und  nur  eine  Auflösung  P^  .  .  P^  gestatten.     Die  Identitäten: 

[P,Z]  =  qP,',  [X,PJ  =  —  Qdi,',  [P,P,]  =  0 
nehmen  hier  folgende  Gestalt  an: 

-{P,U)  +  ^p. ^*  =  Pr,  (P*X,:)  =  da.;  IP.P*)  =  0. 
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Die  letzten  beiden  dieser  Identitäten  zeigen,  dafs  das  vollständige 
System  (36)  die  Integrale 

besitzt. 

290.  Überträgt  man  die  in  Art.  218  entwickelte  Reduktionsmethode 
auf  den  bedingungslosen  Pfaff'schen  Ausdruck 

V  ^dz  —  T^t^x^ —  PmdXm, 

so  erhält  man  genau  das  in  der  vorigen  Nr.  auseinandergesetzte  Ver- 
fahren. Man  erkennt  dies  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dafs  das  voll- 
ständige System  F,  das  zu  V  gehört,  sich  auf  die  einzige  partielle 
Differentialgleichung 

(38)  |/  =  0 

reduzirt,  und  dafs  die  Gleichungen  (36)  mit  (38)  zusammen  in  dem 
vorliegenden  Falle  dasjenige  vollständige  System  bilden,  welches  in 
Art.  218  mit   V^  bezeichnet  wurde. 

Derselbe  Sachverhalt  läfst  sich  auch  so  aussprechen: 
Die  Reduktion  der  vorigen  Nr.  kommt  darauf  hinaus,  den  Pfaff'schen 
Ausdruck 

"7'  ^^p^dx^-\ 1- pmdxm 

auf  die  Form 

dU{x^p)  +  2JPi(x,p)dXi{xp) 

zu  reduziren,  worin  die  Funktion  X^  willkürlich  vorgeschrieben  ist, 
und  wird,  wie  man  leicht  sieht,  auch  dadurch  erhalten,  dafs  man  auf 
V'das  in  Art.  162  skizzirte  Verfahren  anwendet. 

291.  Nach  Nr.  289  können  wir  schliefslich  folgenden  Satz  aufstellen: 
„Befriedigen  2  m  -f-  1  Funktionen  ü,  X^ . .  XmP^ . .  Pm  der  Variahein 

Xi  . .  XmPi^  .  .  Pm  die  Identität: 

(39)  dU+  P^dX^  -\ 1-  PmdXm^Pidx^  H \- PmdXmy 

so  sind  die  Funktionen  P^  .  .  Pm,  X^.  .  Xm  von  einander  unabhängig, 
und  es  bestehen  folgende  identische  Beziehungen: 

iX,X,)  =  0,  (P,X,)  =  äa,  {PiPk)  =  0 


(40) 


(X..  U)  ; 

1 

dx. 

{P^  U) ; 

=  -P* 

m 

1 

'dp. 

(i,  k  - 

=  1,2,.. 

m). 
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Dieser  Satz  gestattet  mehrere  Umkehrungen,  von  denen  wir 
folgende  hervorheben: 

a)  Kennt  man  m  unabhängige  Funktionen  X^  .  .  Xm^  welche  die 
Identitäten  (XiXk)  ^  0  erfüllen,  so  kann  man  durch  eine  Quadratur 
eine  Funktion  Uy  hierauf  durch  Auflösung  linearer  Gleichungen  m  Funk- 
tionen P^  . .  Pni  SO  hestimmenj  dafs  die  Identität  (39)  stattfindet. 

b)  Befriedigen  2  m  -{-  1  Funktionen  ü,  PiXi  der  Variahein  XjcPk  alle 
Relationen  (40),  so  sind  die  2m  Funktionen  PiXi  unabhängig,  und  es 
besteht  die  Identität  (39). 

Wir  können  noch  hinzufügen: 

Die  Bestimmung  der  allgemeinsten  Berührungstransformation  der 
Gestalt: 

z  =  z—  TJ(x, p);  xl  =  Xi(x, ^)-,  i?/  =  Pi{x, p) 

erfordert,  falls  X^  willkürlich  vorgeschrieben  wird^  je  eine  Operation 

2m  — 2,  2m  — 4,  ..  2,  0. 

Es  sei  schliefslich  hervorgehoben,  dafs  mit  Rücksicht  auf  (40) 
die  Funktion  U  nur  dann,  aber  auch  stets  dann  eine  Konstante  oder 
eine  Funktion  von  X^  . .  Xm  allein  wird,  wenn  alle  Xi  in  den  pi  ho- 
mogen nuUter  Ordnung  sind.  Wir  kommen  damit  auf  die  Theorie 
des  vorigen  §  zurück. 

292.  Man  kann  im  Vorigen  auch  die  Funktion  U  willkürlich  an- 
nehmen, und  hinterher  die  Pi,  Xi  so  bestimmen,  dafs  die  Identität  (39) 
stattfindet.     Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

Ist  V  ein  Index  <  m,  bedeutet  ferner  U  eine  beliebige  Funktion  der 
Variabein  XiPi,  und  sind  X^  .  .  Xy  unabhängige  Funktionen  dieser  Va- 
riabein, die  den  Bedingungen: 

(41)  (X,U)^2p^J^-       ii=h---) 

{XiX,)  =  o  o;,fe  =  i..i.) 

genügen,  so  bilden  die  partiellen  Differentialgleichungen: 

m 

(42)  ( Uf)  +  ^p.  g:  =  0,  (X./)  =  0         (»  =  1  .  .  »0 

ein  V  +  1-gliedriges  vollständiges  System. 

Die  lineare  Unabhängigkeit  dieser  Gleichungen  ist  leicht  zu  be- 
weisen.    Setzt  man  ferner: 

TJ={Uf)  +  ^p,§^;  Y,f={X,f), 
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so  hat  man: 

V  rV.f^  =  {TT(ir.-F\\  _L  ^^ 


i;(z;/)  =  {U(K,f))  +  yp,  A  (x,/-) 


i;(r/)  =  (x,(cr/-))  +  (x,,  ^^,  g 


^\ 


^;' 


woraus   mittels  der  Jacobi'schen  Identität  und  mit  Rücksicht  auf  die 
Beziehung : 


df     dX^ 


leicht  folgt: 

r,(Y.-f)  -  Y,(YJ)  =  -  Yf. 

Da  die  v  letzten  Gleichungen  (42)  für  sich  ein  vollständiges 
System  bilden,  so  ist  unsere  Behauptung  erwiesen. 

Die  Funktion  X^+i  ist  jetzt  ein  beliebiges,  von  X^  .  .  X^  unab- 
hängiges Integral  des  Systems  (42),  wird  also  durch  eine  Operation 
2  m  —  2v  —  1  gefunden.  Sind  solcherweise  die  Xf  der  Reihe  nach 
bestimmt,  so  folgen  die  P,  aus  (39)  durch  Auflösung  linearer  Glei- 
chungen.    Daraus  folgt: 

Ist  ü{x^  .  .  pr,)  eine  arbiträr  gewählte  Funktion,  so  erfordert  die 
Bestimmung  eines  FunUionensystems  FiXi^  welches  die  Identität: 

Pldx^  -\-  •  '  -{-  PmdXm  ^^dü  -\-  P^dX^  +  •  •  +  PmdXm 

erfüllt,  je  eine  Operation: 

2m  —  1,  2m  —  3,  . .  3,  1. 

Auch  dieser  Satz  erweist  sich  als  KoroUar  der  allgemeinen  Theorie 
von  Kap.  IX,  §  1  und  2,  wenn  man  bedenkt,  dafs  die  vollständigen 
Systeme  V  und  V^,  die  nach  den  zitirten  Paragraphen  zu  dem  be- 
dingungslosen^) Pfaff 'sehen  Ausdruck: 

Pidx^-l 1-  pmdXm  —  du 

gehören,  mit  der  ersten  Gleichung  (42)  bezw.  dem  System  (42)  identisch 
werden. 

293.  Aus  den  Identitäten  (27)  folgt  noch  beiläufig  der  Beweis 
für  die  in  Art.  201  aufgestellte  Behauptung,  wonach  die  allgemeinste 
Berührungstransformation,  deren  rechte  Seiten  XiPi  von  0  frei  sind, 
die  Form: 

Z  =  Ä0  +   U{Xi  .  .pm)',   X/  =  Xi{xp)'^  p[  =  Piixp) 


1)  Vgl.  Art.  102, 
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besitzt,   unter  A  eine  Konstante  verstanden.     In   der  That,   sollen  die 
'Kiy  Fl  von  z  nicht  abhängen,  so  folgt  aus  (27): 

[X,p]  =  0,  [P,p]  =  0. 

Also   ist  Q   eine  Funktion    der   X/  allein,    da   die  m   Gleichungen 
[X/]  =  0  keine  andere  Lösung  besitzen.   Aber  aus  den  Identitäten : 

folgt,   dafs   Q    einer  Konstanten  A  gleich  ist-,    die   erste  Identität  (27) 
geht  jetzt  in  die  folgende  über: 


was  zu  zeigen  war. 


§  3.    Begründung  der  Theorie  des  Pf  äff 'sehen  Problems  mittels  der 
Theorie  der  Berührungstransformationen. 

294.  Die  Resultate  der  letzten  beiden  Paragraphen  wurden  nicht 
nur  aus  der  allgemeinen  Theorie  des  Pfaff 'sehen  Problems,  sondern 
auch  auf  direktem  Wege  abgeleitet.  Auf  Grund  dieser  Thatsache 
wollen  wir  nun  umgekehrt  die  Hauptsätze  der  Theorie  des  Pfaff' sehen 
Problems  mit  Hülfe  der  Theorie  der  Berührungstransformationen  wieder 
zu  gewinnen  suchen.  Da  uns  jedoch  alle  Resultate,  zu  denen  wir  auf 
diesem  Wege  gelangen,  bereits  geläufig  sind,  so  beschränken  wir  uns 
darauf,  den  erwähnten  Gedankengang  zu  skizziren,  indem  wir  die  weitere 
Ausführung  dem  Leser  überlassen. 

Zunächst  schicken  wir  die  folgenden  beiden  Hülfssätze  voraus: 

1.  Bind  die  2r —  1   Variahein: 

(1)  yiy2'-yr,quq2y'Qr-i 

an  eine  Belation: 

(2)  (p(y^y^..yrq^..qr-i)  =  0 
gebunden,  so  kann  der  Pfaff' sehe  Ausdruck: 

(3)  dyr  +  Qidy^  -\ 1-  qr-idyr-i 

auf  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Formen: 


4 


r— 2 


Qi(^yi  H h  qr-idy;-i',  dyr  +  ^  q.'dy; 


gebracht  werden ,  je  nachdem  die  Belation  (2)   die  Varidbele  yr  enthält 
oder  nicht. 
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Die   Gröfsen    yi  gti    sind    dabei   Funktionen    von   gewissen   2r  —  2 
unter  den  Yariabeln  (1). 

2)  Sind  die  2r  Variahein: 

(4)  2/l   •  •  VrO.!  .  .  ar 

an  eine  Relation: 

(5)  9(yi"yrai"ar)  =  (> 

geknüpft,  so  kann  der  Pfaff'sche  Ausdruck: 

(6)  qidyi-\ h  Qrdyr 

auf  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Formen: 

r— 1  r— 1 

^  q;  dy: ;  dy;  +  ^  q^  dy^ 


1  1 


gebracht  werden,  je   nachdem   die  Belation   (5)   in   den   qi  homogen  ist 
oder  nicht. 
ft  Die  q/,  y/   sind  dabei  Funktionen   von  gewissen  2r  —  1   der  Va- 

riabein (4).  Der  Hülfssatz  2)  ist  für  r  ^  1  evident;  wir  nehmen  an, 
dieser  Hülfssatz  sei  für  die  Zahlen  \,  2,  .  .r  —  1  bereits  bewiesen, 
und  wollen  zeigen,  dafs  unter  dieser  Annahme  beide  Hülfssätze  auch 
für  die  Zahl  r  Geltung  haben. 

Enthält  die  Relation  (2)  die  Variabein  yr,  so  kann  sie  auf  folgende 
Form  gebracht  werden: 

yr=  U{y^..yr-iq^..qr-i). 
Der  Ausdruck  (3)  hat  also  die  Gestalt: 

d ü(yi  •  •  yr-iqi  '  •  qr-i)  +  q^dy^  H h  qr-idyr-i 

und  der  Beweis  für  die  Aussage  1)  folgt  jetzt  unmittelbar  aus  Art.  292. 
Wenn  dagegen  die  Gleichung  (2)  die  Variable  «/r  nicht  enthält,  so  er- 
giebt  sich  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  aus  Hülfssatz  2),  der  für  die 
Zahl  r  —  1  als  bewiesen  gilt. 

Ist  andererseits   die   Gleichung  (5)  in   den  qi  nicht  homogen,  so 
können  wir  stets  annehmen,  dafs  sie  die  Form  habe: 

worin  x»  für  —  geschrieben  wurde.  Der  Ausdruck  (6)  nimmt  jetzt 
folgende  Gestalt  an: 

i^(yi  •  '  yr^i  '  •  ^r-i)  (dyr  +  x^dy^  -\ 1-  Xr-idyr-l), 

und  die  Behauptung  2)  ergiebt  sich  aus  Art.  288.  Hat  dagegen  die 
Relation  (5)  die  Form: 
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SO  ergiebt  sich   die  Behauptung  2),  wenn   man   den   Satz    1)^   der  für 
die  Zahl  r  soeben  bewiesen  wurde,  auf  den  Ausdruck: 

dyr  +  ^^dy^-\ 1-  Xr-idyr-i 

anwendet. 

Die  beiden  Hülfssätze  sind  damit  allgemein  als  richtig  nachgewiesen. 
295.  Es  sei  jetzt 


J  ^^  Cii{x^X^  .  .  Xn)dXi 


ein  beliebiger  Pfaff 'scher  Ausdruck  in  den  Variabein  x^  . .  Xn-  Indem 
wir  dann  für  den  Augenblick  die  Gröfsen: 

Oj\f  Oj^y  .  .  dn j    X^ ,  X2  }  .  •  Xfi 

als  2n  Variabein  betrachten,  die  durch  die  Relation 

verknüpft  sind,  können  wir  den  Ausdruck  z/  nach  Hülfssatz  2)  auf  die 
folgende  Gestalt  bringen: 

(7)  äyn-^r^gidyiy 

worin  die  yiqi  gewisse  Funktionen  der  2n  —  1  Variabein  a^,  a.^,  .  .  any 
x^  .  .  Xn  bedeuten.  Ersetzen  wir  dann  die  ai  durch  ihre  Ausdrücke  in 
den  Xi,  so  verwandeln  sich  die  yiq^i  in  Funktionen  der  x,  die  im  Falle 
w  >  1  stets  durch  gewisse  identische  Relationen  aneinander  geknüpft 
sind.  Greifen  wir  irgend  eine  derselben  heraus,  so  gestattet  der  Aus- 
druck (7)  nach  Hülfssatz  1)  eine  weitere  Reduktion: 

n  —  l 

^aläyi 
1 

Die  Gröfsen  q!y!  sind  dabei  Funktionen  von  gewissen  2n  —  2 
unter  den  Variabein  y,  q^  also  Funktionen  von  x^  .  .  Xn.  Durch  ge- 
eignete Wiederholung  dieses  Verfahrens  gelai^en  wir  sofort  zu  dem 
Resultat,  dafs  jeder  Pfaff 'sehe  Ausdruck  z/  auf  eine  der  beiden  nach- 
stehenden Formen  gebracht  werden  kann. 

X 

(8)  ^  Ttiix^X^  .  .  Xn)dli{X^  .  .  Xr), 

1 

l  —  l 

(9)  di,{x^X^  .  .Xn)  —  ^  %i{x^X^  .  .  Xn)dli{x^X2  .  .  Xn\ 
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worin  sämmtliche  vorkommende  Funktionen  jr,^  |,-  bezw.  J,  TCiy  li  von 
einander  unabhängig  sind. 

Indem  man  jetzt  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck  z/  mit  der  einen  oder 
der  andern  der  beiden  Formen  (8);  (9)  vergleicht,  und  solcherweise 
die  Koeffizienten  a;  durch  die  Funktionen  jc/|,:  bezw.  f,  iti,  |/  ausdrückt, 
erkennt  man  durch  die  Überlegungen  von  Kap.  V,  §  1  und  2  sofort, 
dafs  der  Ausdruck  z/  die  Form  (8),  bezw.  (9)  nur  dann  erhalten  kann, 
wenn  der  Rang  k  der  zu  z/  gehörigen  Matrix  (A)  (Art.  96)  gleich 
2A  bezw.  2  k  — 1  ist. 

Das  Fundamentaltheorem  ist  damit  aufs  Neue  nachgewiesen. 

296.  Im  Falle  yi  =  2k  sei  (8)  eine  bestimmte  Normalform  von  z/, 
während  der  Ausdruck: 


(10)  ^ndSi 


eine  beliebige  andere  Normalform  von  z/  darstellen  möge.  Nach 
Art.  206  müssen  dann  die  Funktionen  Ui^  Si  durch  die  TCi^i  allein 
ausdrückbar  sein,  und  zwar  kann  man  nach  Art.  279  für  Si  eine  be- 
liebige Funktion  dieser  21  Gröfsen  nehmen,  die  in  den  iii  homogen 
nullter  Ordnung  ist.  Für  i/  =  1,  2,  .  .  A  —  1  ist  dann  Ä+i  ein  be- 
liebiges, von  Äi  .  .  Sv  unabhängiges  Integral  des  vollständigen  Systems : 


(11) 


1        ' 


Die  Ui  folgen  hinterher   durch  Vergleichung   der  zwei   Ausdrücke   z/ 
und  (8j. 

Im  Falle  x  =  2k  —  1  sei  (9)  eine  bestimmte  Normalform  von  z/. 
Verstehen  wir  dann  unter  dem  Ausdruck: 


I 


(12)  aidZ-^ndS. 


X  — 


eine  beliebige  reduzirte  Form  von  z/'  mit  k  Differentialelementen,  so 
sind  die  Gröfsen  ö,  Z,  Tis,  Ss  nach  Art.  205  Funktionen  der  x  Gröfsen 
5,  3r,,  1/  allein,  und  für  Z  kann  man  nach  Art.  287  eine  beliebige 
Funktion  dieser  Gröfsen  wählen.  Dann  ist  für  jeden  Index  v  der 
Reihe  \,  2,  .  .  k  —  1  die  Funktion  ^y  ein  beliebiges,  von  Z,  ^^  .  .  Ät,_i 
unabhängiges  Integral  des  vollständigen  Systems: 

V.  Weber,   Das  Pfaffsche  Problem.  26 
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(13) 


^s  -jy-  11  =  0 


(15)        {Ä/)=2'    gl-Si    =0      (i=^--^)> 


[Ä/]-0        (i=l,2,..,,-l). 

Sind  die  ^/  bestimmt,  so  folgen  die  Funktionen  q  und  Tis  hinterher 
durch  Auflösung  linearer  Gleichungen. 

Verstehen  wir  endlich  im  Falle  %  =  2X  —  1  unter  dem  PfafP'schen 

Ausdruck : 

x—i 

(14)  dZ—^n^dSs 

1 

eine  beliebige  Normalform  von  z/,  so  kann  für  Si  eine  arbiträre  Funktion 
von  l^  . .  ^x—i'jt^  .  .  TCx—i  genommen  werden;  dann  ist  die  Funktion  3't'+i 
ein  von  Si  •  •  Ä  unabhängiges  Integral  des  vollständigen  Systems: 

und  Z  folgt,  wenn  die  Si  bestimmt  sind,  durch  eine  Quadratur,  worauf 
die  Ili  wie  vorhin  ermittelt  werden  (Art.  289). 

297.  Die  hiermit  angedeuteten  Methoden  setzen  zunächst  die  vor- 
herige Ermittelung  einer  Normalform  von  z/  voraus.  Die  entscheidende 
Wendung  in  unserm  Gedankengang  besteht  jetzt  darin,  dafs  wir  die 
successive  Bestimmung  der  Differentialelemente  in  den  reduzirten  For- 
men (10)  (12)  (14)  auf  die  Integration  solcher  Systeme  partieller 
Differentialgleichungen  zurückführen,  in  denen  die  ursprünglichen  Va- 
riabein x-^  .  ,  Xn  als  unabhängige  Veränderliche  figuriren.  Dazu  be- 
nötigen wir  vor  allem  die  Resultate  von  Kap.  V,  §  1  und  2,  wonach 
die  K  unabhängigen,  in  der  Normalform  von  J  auftretenden  Funktionen 
ein  gewisses  System  W  linearer  partieller  Differentialgleichungen  er- 
füllen, welches  mit  Hülfe  der  Funktionen  «/,  a,i  nach  den  Regeln  des 
zitirten  Kapitels  gebildet  und  hierbei  gleichzeitig  als  vollständig  er- 
kannt wird.  Ebenso  wissen  wir  aus  Kap.  V,  dafs  im  Falle  z  =  2A 
die  Funktionen: 


7t.               7t-,        ^ 

im  Falle  n 

=  2k- 

-  1  die  Funktionen: 

ein  gewisses  System  V  von  n  —  x  -\-  1  partiellen  Differentialgleichungen 
befriedigen,  das  sonach  ebenfalls  vollständig  ist. 
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Für  die  Funktion  St  **^  dem  Ausdruck  (10)  und  (14)  ist  sonach 
ein  beliebiges  Integral  des  Systems  V,  für  die  Funktion  Z  in  (12)  da- 
gegen ein  beliebiges  Integral  von  TT,  im  Falle  x  =  2X  —  1  =  n  eine 
arbiträre  Funktion  der  x  m  wählen. 

Aus  diesen  Thatsachen  folgt  nunmehr  aufs  leichteste  der  Satz  des 
Art.  151  und  damit  die  „implicite"  Reduktionsmethode. 

Mit  Hülfe  der  Ergebnisse  von  Kap.  X,  §  3  kann  man  sodann  die 
Gleichungensysteme  (11)  (13)  (15)  direkt  in  partielle  Differential- 
gleichungensysteme mit  den  Independenten  x^  .  .  x^  umsetzen.  Dadurch 
gewinnen  wir  nicht  nur  abermals  die  in  Kap.  IX  entwickelte  „explicite" 
Reduktionsmethode,  sondern  gleichzeitig  einen  neuen  Beweis  füi*  die 
Vollständigkeit  der  a.  a.  0.  benutzten  Gleichungensysteme  V^  und   TT^. 

Aus  der  Theorie  der  Berührungstransformationen  (Kap.  YIII,  XI) 
und  dem  daran  sich  anschlief  senden  Beweis  des  Fundamentaltheorems 
(Art.  295)  sowie  aus  den  Ergebnissen  von  Kap.  V,  §  1,  2^  und  Kap.  X, 
§  3  läfst  sich  somit  eine  vollständige,  in  sich  abgeschlossene  Theorie  des 
Pfaff'schen  Problems  aufbauen. 


Kapitel  XII. 
Nichtlineare  partielle  DifFerentialgleicliuiigen  erster  Ordnung. 

§  1.     Die  Integrale. 

298.  Gegeben  sei  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung mit  einer  Unbekannten: 

(1)  F{,,  x„  x„  .  .  x„,  ll^,  ^^,  •  •  ^)  =  0- 

Die  Funktion: 

(2)  Z  =  cpix^X^  .  .  Xn) 

sei  ein  Integral  derselben  (s.  die  Einleitung). 

Im  Räume  Brn-\-i{2 y  x^  .  .  x^,)  stellt  die  Relation  (2)  eine  Fläche 
dar;  wir  bezeichnen  dieselbe  als  ,,Integralfläche"  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung, wenn  (p  eine  Lösung  derselben  ist.  Definirt  also  die 
Relation  (2)  eine  Integralfläche  von  (1),  dann  und  nur  dann  besitzt 
das  m  -f-  1-gliedrige  Gleichungensystem: 

rS)  Z  =  (p{x^X^  .  .  Xrr)',   p^  =  ^-^..p^=    ^ 


dx^      ^"*        dx. 


die  folgenden  beiden  Eigenschaften: 


iL 


26* 


404  Kap.  XII.     Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.    [299,  300] 

1)  Es  befriedigt  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

dz  —  p^dx^  —  •  •  —  PmdXm  =  0. 

2)  Die  Relation: 

F{Z,  Xi  .  .  XmPi  .  .  Pm)  =  0 

ist    eine  Folge    des   Gleichungensystems  (3)    (vgl.   die  Einleitung   und 
Art.  41). 

299.  Wir  werden  so  auf  das  Problem  geführt,  in  den  2m  -\-  1 
Variabein : 

y±j  Zj  X^  X^  '  •  XfYi  p^  .  .  Pm 

überhaupt    alle    m  -\-  1-gliedrigen    Gleichungensysteme    zu    bestimmen, 
welche    die    genannten    beiden    Eigenschaften    besitzen,    und    dement- 
sprechend wollen  wir  den  Integralbegriff  folgendermafsen  verallgemeinern : 
Unter  einem  j,Integral"  der  Gleichung: 

(5)  F{Z,  X^  .  .  XmPi  .  .Pm)  =  0 

verstehen  wir  jedes  m  -\-  1-gliedrige  Gleichungensystem  der  Form: 

(6)  0i{z,  X^  .  .  X.nPi  .  .p^)  =  0  (i  =  1,  2, .  .  M  +  1) , 
welches  die  Relation  F  =  0  umfafst  und  die  Ff  äff' sehe  Gleichung: 

(7)  dz  —  p^dx^  —  •  •  —  PmdXm  =  0 

befriedigt  (vgl.  Art.  82  und  Kap.  VII  §  1). 

Deuten  wir  die  2  m  -\-  1  Variabein  (4)  als  Elementkoordinaten 
des  i?m+i,  so  definirt  jedes  Gleichungensystem  (6)  der  genannten  Art 
eine  Element-ilC, ,  deren  Flächenelemente  zXiPi  alle  die  Relation  F=0 
erfüllen,  und  die  wir  als  eine  ^Jntegral-Mm'  der  Gleichung  (5)  be- 
zeichnen wollen. 

Eine  Gleichung  (5)  „integriren'^  heifst  also  jetzt,  alle  ihre  Integral-ilf^ 
bestimmen,  ,  und  diese  Aufgabe  umfafst  das  im  vor.  Art.  formulirte 
Integrationsproblem  als  Spezialfall,  da  ja  durch  ihre  Lösung  insbesondere 
auch  alle  Integral-iJf^  oder  Integralflächen  der  gegebenen  Gleichung 
miterhalten  werden. 

300.  Eine  Element-il[f^_^  (^  >  0),  deren  m  -\-  1  -\-  ^  Definitions- 
gleichungen (Art.  177)  die  Relation  F=0  umfassen,  soll  als  eine 
j^Integral-Mm—ju"  ,^^Q^^Y  Gleichung  bezeichnet  werden.  Um  die  all- 
gemeinste Integral-Mm—iii  einer  partiellen  Differentialgleichung  (5)  zu 
bestimmen,  braucht  man  nur  zu  den  w  -f-  1  Definitionsgleichungen 
einer  ganz  beliebigen  Element -Jf;^,,  die  keine  Integral -iltf^  von  F=0 
ist,  die  Gleichung  F  =  0  selbst  und  fi  —  1  beliebige  andere  Relationen 
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hinzuzufügen,  derart,  dafs  die  so  erhaltenen  m  -\-  ^  -\-  1  Gleichungen 
von  einander  unabhängig  ausfallen. 

Die  allgemeinste  Integral-Mm—u  läfst  sich  demnach^  falls  /[*  >  0, 
ohne  jede  Integration  ermitteln. 

Insbesondere  erkennt  man,  dafs  die  Punktmannigfaltigkeit,  an  die 
sich  die  Integral- ilii„_„  anschliefst,  ganz  willkürlich  gewählt  werden  kann. 

Um  z.  B.  die  allgemeinste  Integral- Jf^  einer  partiellen  Differential- 
gleichung : 
(8)  Fixyzpq)  =  0 

zu  bestimmen,  wählen  wir  irgend  eine  Element- Jfcj^  des  Raumes  B>^{xyz)i 

(9)  ^  =  ^{poyy,  P  =  l^,  ^  ^  ff ' 

und  fügen  die  Relation  (8)  hinzu,  die  jetzt  vermöge  (9)  folgende  Form 
annimmt: 

G}(xy)  =  0. 

Durch  diese  Gleichung  wird  auf  der  Fläche  z  =  (p  eine  gewisse  Raum- 
kurve ausgeschnitten,  und  diese  Raumkurve  bestimmt  auf  unserer 
Fläche  einen  Streifen  (Art.  177)  von  Flächenelementen,  die  alle  der  Re- 
lation F=  0  genügen.  Wir  können  ebenso  eine  M^^  des  B^  beliebig  wählen: 

z  =  ii;(x)',  y  =  (p(x):,  p  =  ii^'  —  q^(p\ 

Diese  Relationen  definiren  dann  zusammen  mit: 

F{x,  y,  z,  il}'  —  qcp,  q)  =  0 

einen  oder  mehrere  Streifen,  die  sich  an  die  Raumkurve  ^  =  i^,  y==(p 
anschliefsen  und  deren  Flächenelemente  die  Gleichung  F  ==  0  erfüllen. 

Man  erkennt  leicht,  dafs  jede  Integral-Üifj  von  (8)  ebensowohl 
auf  die  eine  als  auf  die  andere  Weise  erhalten  werden  kann. 

301.  Es  giebt  einen  Fall,  in  dem  auch  die  Bestimmung  aller 
Integral-ilfm  ohne  Integration  gelingt,  wenn  nämlich  die  Gleichung  (5) 
die  Variabein  p^  .  .  prn  überhaupt  nicht  enthält,   also  die  Form  besitzt: 

i'lO)  q){z,x^,x^^.  ,Xm)  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  im  Sinne  von  Art.  298  überhaupt  keine 
(»artielle  Differentialgleichung  dar,  während  der  Integralbegriff  des 
Art.  299  unverändert  bestehen  bleibt.  In  der  That,  um  die  allgemeinste 
Integral  .M„4  der  Gleichung  (10)  zu  finden,  verstehen  wir  unter  ^  eine 
Zahl  der  Reihe  0,  1,  .  .  m,  wählen  ^  Funktionen  g^i  .  .  cp/u  derart,  dals 
die  Gleichungen: 

(p  =  0,  9i  =  0,  .  .  9?^  =  0 
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nach  z  und  nach  ^  von  den  Variabein  x^  .  .  x,u  auflösbar  sind^  und 
fügen  die  Relationen  hinzu^  die  durch  Elimination  der  A  aus  dem  System: 

^  ä^  +  ^^ä^  +  **  +  ^/*ä^       ^.     ^  ^ 

cz        ^  dz  '     ^^   dz 

hervorgehen  (Art.  174).  Darnach  giebt  es  z,  B.  dreierlei  Arten  von 
Integral- Jfg  der  Gleichung: 

(11)  q)(xyz)  =  0. 

Die  eine  Kategorie  wird  durch  die  Fläche  (11)  selbst,  bezw.  durch  die 
oo^  sich  an  sie  anschliefsenden  Flächenelemente  xyzpq  repräsentirt. 
Die  zweite  besteht  aus  den  Element-ilfg?  ^i®  ^i^^  ^^  j^  ®i^®  beliebige, 
auf  der  Fläche  (11)  gelegene  Raumkurve  anschliefsen  5  zu  der  dritten 
gehört  jede  J/g,  deren  Elemente  denselben  Punkt  xyz  der  Fläche  (11) 
enthalten. 

302.  Hat  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  (5)  folgende 
Form: 

(12)  f(x,..x^^,    ^  ..^!^)  =  0, 

d.  h.  ist  sie  von  0  frei  und  in  den  pi  homogen,  so  läfst  das  Integrations- 
problem eine  doppelte  Auffassung  zu.  Einmal  können  wir  wie  vorhin 
nach  allen  m  -f-  1-gliedrigen  Gleichungensystemen  in  zXipi  fragen, 
welche  die  Pfaff'sche  Gleichung  (7)  erfüllen  und  die  Relation  (12) 
enthalten.  Zweitens  aber  können  wir  die  2  m  Variabein  Xipi  als  ho- 
mogene Elementkoordinaten  des  Raums  Rm  (x^  .  .  Xm)  interpretiren,  und 
dementsprechend  alle  m-gliedrigen,  in  den  pi  homogenen  Gleichungen- 
systeme in  x^  . .  XmPi  »  •  Pm  zu  ermitteln  suchen,  welche  die  Pfaff'sche 
Gleichung: 

p^dx^  -\-  p^dx^-\ 1-  pmdxm  =  0 

befriedigen  und  die  Relation  (12)  umfassen.  Ein  solches  Gleichungen- 
system definirt  uns  dann  eine  Element-Jf,n_i  des  Rm,  deren  Flächen- 
elemente der  Relation  (12)  genügen,  und  die  wir  als  ein  „Integral" 
oder  eine  „Integral-Jf„t_i''  von  (12)  bezeichnen  wollen. 

Das  zweite  Problem  ist  scheinbar  spezieller  als  das  erste.  Durch 
die  Lösung  der  ersteren  Aufgabe  ist  die  zweite  offenbar  miterledigt; 
denn  die  m  Definitionsgleichungen  einer  Element-illf„i_i  des  Rm  geben 
mit  z  =  0  zusammen  die  m  +  1  Definitionsgleichungen  einer  Element- 
Mm  des  Rm-\.i  (Art.  180,  182).  Dagegen  liefert  die  Lösung  des  zweiten 
Problems   nicht   alle  Element-Ütf^  des  Rm-\-iy   die   der   Gleichung  (12) 
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genügen,  sondern  nur  diejenigen,  deren  zugehörige  Punktmannigfaltig- 
keiten in  der  Ebene  0  =  0  des  Rm-\-i  gelegen  sind;  insbesondere  wird 
auf  diesem  Wege  keine  Integralfläcbe  0  =  (p^x^  .  .  Xm)   der   Gleichung 

(12)  gewonnen.  Gleichwohl  werden  wir  später  erkennen,  dafs  aus  der 
Lösung  des  zweiten  Problems  sich  die  des  ersten  mit  Leichtigkeit  ergiebt. 

303.  Eine  partielle  Differentialgleichung  der  Form: 

(13)  <^(0,  X^  .  .  Xm-l,  Pt  .,pm-l), 

kann  einfach   dadurch  auf  die  Form  (12)  gebracht  werden,   dafs  man 

p. 
Xm  statt  0j  und statt  pi  schreibt,  also  im  Rrn{^jX^.,  Xm—i)  statt 

der  nicht  homogenen  Elementkoordinaten  zxipi  homogene  einführt.  Ist 
so  (13)  auf  die  Form  (12)  gebracht,  so  wird  man  bei  der  Integration 
dieser  letzteren  Gleichung  von  den  beiden  obigen  Formulirungen  des 
Integrationsproblems  der  zweiten  den  Vorzug  geben.  Umgekehrt  kann 
man  natürlich  durch  die  inverse  Substitution  von  der  Gleichung  (12) 
sofort  zu  (13)  übergehen. 

Vermöge  dieser  Transformation  können  nunmehr  auch  solche  In- 
tegral-Ulf ;n—i  der  partiellen  Differentialgleichung  (13)  in  Betracht  ge- 
zogen werden,  deren  zugehörige  Punktmannigfaltigkeit  eine  zur  ^-Axe 
parallele  cylindrische  Mannigfaltigkeit  darstellt  (Art.  183),  deren  De- 
finitionsgleichungen also,  in  den  homogenen  Koordinaten  geschrieben, 
die  Relation  Pm  =  0  enthalten. 

304.  Wir  werden  im  Folgenden  meist  partielle  Differentialglei- 
chungen der  Form: 

(14)  F{Z,  X^  .  .  XmPi  ..pm)=C 

betrachten,  worin  c  eine  willkürliche  Konstante  ist.     Jede  Gleichung: 

(15)  0(^,  X^  .  .  XmPi  .  .pm)  =  0, 

die  keine  willkürliche  Konstante  enthält,  kann  auf  die  Form  (14)  ge- 
bracht werden.  Enthält  nämlich  0  die  Gröfse  ^,  so  führe  man  statt 
js  die  neue  Variable  /  +  c  ein,  und  löse  (15)  nach  0  -\-  c  auf.  Durch 
den  Übergang  von  0  zu  0  -{-  c  geht  offenbar  jede  Integral -M^j  von 
(15)  in  eine  solche  der  transformirten  Gleichung  über;  umgekehrt,  jede 
Integral-Jf^  der  letzteren  liefert  eine  solche  von  (15),  wenn  man  in 
deren  m  -{-  1  Definitionsgleichungen  c  durch  0  und  /  durch  0  ersetzt. 
Wenn  aber  0  die  Funktion  0  nicht  enthält,  so  möge  die  Gleichung 
(15)  auf  die  Form: 

p^  =^{X^  .  .XmP2  "Pm) 

gebracht  sein.     Diese  Gleichung  erhält  dann   vermöge  der  erweiterten 
Punkttransformation : 
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/  =  ^  —  CX. :     X^  =  X.\     p/  =  Pi  —  C 
(16) 

x{  =  Xf'^    p[  ==  Pi        (i  =  2  . .  m) 

die  gewünschte  Form: 

(17)  —  Pi    +  ti^i    '  '  ^mP2    '  '  Pn'i)  =  C  , 

und  es  ist  klar,  dafs  jede  Integral- Jf,„  von  (17)  sich  vermöge  der  Be- 
rührungstransformation (16)  in  eine  Integral-Ulf^  von  (15)  verwandelt 
und  umgekehrt. 

§  2.    Methode  von  Pfaff,  vervollständigt  von  Jacobi  und  Mayer. 

305.  Um  alle  m -|- 1-gliedrigen  Gleichungensysteme  in  zxipi  zu 
finden,  welche  die  Relation: 

(1)  F{Z,  X^  .  .  XmP^  .  .Pm)  =  C 

umfassen,  und  die  Pfaif'sche  Gleichung: 

V  ^E  djs  — p-^^dx^  —  •  •  — PmdXm  =  0 
erfüllen,  denken  wir  uns  die  Relation  (1)  in  der  Form: 

(2)  Pl  =  ^(^,Xi..  Xrnj  P2  •  -  Pm,    c) 

aufgelöst.  Dafs  dies  möglich  sei,  darf  ohne  Beschränkung  der  All- 
gemeinheit angenommen  werden,  da  der  Fall  einer  von  den  pi  unab- 
hängigen Gleichung  (1)  bereits  in  Art.  301  erledigt  wurde. 

Wir  haben  jetzt  alle  m-gliedrigen  Gleichungensysteme  in  den  2m 
Variabein: 

(3)  0,Xi  .  .XmP2  "Pm 

ZU  bestimmen,  welche  die  PfafP'sche  Gleichung: 

Vq^üz  —  il)dx^  — p^dx^  —  •  •  — PmdXm  =  0 

befriedigen. 

Wir  unterscheiden  nun  die  nachstehenden  drei  Möglichkeiten,  die 
wir  fortan  immer  als  „die  Fälle  a),  /3),  7)"  zitiren  werden: 

a)  Die  Funktion  JP,  und  infolgedessen  auch  i/>,  ist  von  z  nicht 
unabhängig. 

ß)  F  ist  von  z  frei,  und  in  den  pi  nicht  homogen  nuUter  Ord- 
nung, oder,  was  dasselbe  besagt:  jjj  ist  von  z  unabhängig,  aber  in  den 
Pi  nicht  homogen  erster  Ordnung. 

y)  F  ist  von  z  frei  und  in  den  pi  homogen  nullter  Ordnung,  d.  h. 
^  ist  von  z  frei  und  in  den  pi  homogen  erster  Ordnung. 

Der  Pfaff 'sehe  Ausdruck  V  besitzt,  wenn  darin  die  2  m  -\-  1  Grölsen 
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SjXiPi  als  Variable  betrachtet  werden,  die  Klasse  2w  +  1-,  femer  ist 
die  Klasse  des  Ausdrucks: 

V  EE^p^dx^-\ \-PmdXm, 

wenn  die  2ni  Gröfsen  Xtpi  als  Variable  gelten,  gleich  2m.  Die  zu 
V  bezw.  V'  gehörigen  vollständigen  Systeme  V  reduziren  sich  auf  die 
partiellen  Differentialgleichungen: 

g=0,     bezw.    _p^g+..+^„g=0 

(Kap.  X,  §  3).  Aus  dem  Satz  des  Art.  152  folgt  jetzt  unmittelbar, 
dafs  Vo,  als  Pfaff 'scher  Ausdruck  in  den  2  m  Independenten  (3)  be- 
trachtet, im  Falle  a)  die  Klasse  2  m,  in  den  Fällen  ß)  und  y)  dagegen 
die  Klasse  2  m  —  1  besitzt.     Ferner  ist  die  Klasse  des  Ausdrucks : 

wenn  darin 

\f±)  X^  .  .  XmP^  •  •  Pm 

als  unabhängige  Variable  gelten,  im  Falle  ß)  gleich  2  m  —  1,  im  Falle 
y)   gleich  2  m  —  2.     Alle   diese  Resultate    fliefsen    natürlich    auch    un- 
mittelbar aus  der  Betrachtung   der   zu   dem  Pfaff'schen  Ausdruck   V^ 
I     gehörigen  Matrix  (B)  (Art.  96),  welche  folgende  Form  besitzt: 


(5) 


0, 

dz  ' 

0,     . 

.        0, 

0, 

•• 

..     0, 

—  1 

dz' 

0, 

dtp 

dx^ ' 

dtp 

dtp 

dtp 
^Pj 

^ 

0, 

dx^' 

0, 

..        0, 

1, 

0, 

..     0, 

i>2 

0, 

drff 

0, 

..        0, 

0, 

..  1, 

Pm 

0, 

dtp 

-1, 

..       0, 

0, 

..    ö, 

0 

0, 

dtp 

0, 

..  -1, 

0, 

..     0, 

0 

1, 

—  t, 

—  P'^ 

.  .    —Vm 

0, 

..     0, 

0 

Die  2m- reihige  Determinante,   die  hieraus  durch  Weglassung  der 
letzten   Zeile  und   Spalte  entsteht,  hat   den  Wert   i-^  ;    also   ist   die 

Klasse  von  V^  gleich  2w,  wenn  i^  von  z  nicht  frei  ist.  Ist  aber   ~  -r'  0, 
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SO  hat  die  Matrix  (5)  immer  noch  den  Rang  2m;  denn  die  2m-zeilige 
Determinante,  die  aus  (5)  durch  Streichung  der  zweiten  Zeile  und 
Spalte  entsteht,  ist  gleich  1.  Aber  die  Determinante,  die  aus  (5)  durch 
Streichung  der  letzten  Zeile  und  Spalte  entsteht,  ist  jetzt  null,  also  ist 
2  m  —  2   der  Rang  der  zu  V^  gehörigen  Matrix  (C),   d.  h.   V^  besitzt 

die  Klasse  y  (^^  +  2m  —  2)  =  2m  —  1. 

Die  zu  Vq'  gehörige  Matrix  (B)  entsteht  aus  (5)  durch  Streichung 
der  ersten  Zeile  und  Kolonne;  die  zurückbleibende  Determinante  ist 
aber  gleich  dem  Quadrat  des  Ausdrucks: 

di()     ,  I  dtp 

und  die  Determinante,  die  aus  (5)  durch  Streichung  der  ersten,  zweiten 
und  letzten  Spalte  und  Zeile  entsteht,  hat  den  Wert  1,  woraus  auch 
unsere  übrigen  Behauptungen  sofort  folgen. 

Nach  Kap.  lY  läfst  sich  die  Gleichung  V^  =  0  in  allen  drei  Fällen 
auf  eine  reduzirte  Form  mit  m  DifPerentialelementen  bringen: 

(6)  dfm  —  F,df, Fm-ldfm-l  ==  0, 

worin  f^  .  .fmF-^  .  .  Fm—i  ein  System  von  2  m  —  1  unabhängigen  Funk- 
tionen der  2  m  Variabein  (3)  bedeuten.  Ist  diese  Reduktion  ausgeführt, 
so  ergiebt  sich  nach  Kap.  VII  sofort  die  Gesamtheit  aller  m-gliedrigen 
Gleichungensysteme,  welche  die  Pfaff 'sehe  Gleichung  V^  =  0  befriedigen. 
306.  Die  Herstellung  der  reduzirten  Form  (6)  beginnt  nach  der 
Pfaff-Grassmann'schen  Theorie  (Kap.  lY)  in  allen  Fällen  damit,  dafs 
man  die  Pfaff'sche  Gleichung  V^  =  0  durch  Einführung  neuer  Ya- 
riabeln  y^  .  .y^m—it  auf  die  Gestalt: 

2w— 1 

^  HyiVi  •  •  y2m-i)  dyi  =  0 
1 

bringt.  Die  yi  sind  dabei  die  2m  —  1  unabhängigen  Integrale  einer 
gewissen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  mit  den  Independenten 
(3),  die  im  Falle  a)  in  dem  zu  V^  gehörigen  vollständigen  System  F, 
in  den  Fällen  ß)  und  y)  dagegen  in  dem  zu  V^  gehörigen  vollständigen 
System    W  enthalten  sein  mufs. 

Das  System  V  reduzirt  sich  im  Falle  a)  auf  die  folgende  lineare 
partielle  Gleichung: 


=  0, 
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Im  Falle  ß)  wird  das  zu  V^  gehörige  System  W  durch  die  eine 
Gleichung: 

« -.f +i?(gi^-giÄ)+«(S.s-)-». 

im  Falle  y)  also  durch  die  Gleichung: 

^^^  dx^^ ^  \dPi  dx.      dx.  dpj 

repräsentirt. 

Diese  drei  Gleichungen  lassen  sich  bezw.  durch  die  folgenden 
ersetzen : 

In  der  That,  die  Gleichung  (7')  besitzt  das  Integral  F,  wobei  F 
die  linke  Seite  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  (1)  be- 
deutet. Um  die  2  m  —  1  übrigen  Integrale  zu  finden,  können  wir  ver- 
möge der  Formel  (1)  oder  (2)  die  Gröfse  c  statt  p^  in  die  Gleichung 
(7')  als  neue  Independente  einführen,  wodurch  diese  Gleichung,  wie 
man  leicht  verifizirt,  gerade  die  Form  (7)  annimmt.     Ist  also 

Gi{z^X^  .  .XmP<^  .  ,pmC) 

irgend  ein  Integral  von  (7),  so  erhält  man  daraus  eine  Lösung  von 
(7')',  wenn  c  durch  F  ersetzt  wird,  und  umgekehrt  verwandelt  sich 
jede  Lösung  der  letzteren  Gleichung  in  eine  solche  von  (7),  wenn  man 
darin  i/;  für  p^  substituirt.  Die  Integrationsprobleme  (7)  und  (7')  sind 
daher  völlig  äquivalent,  und  dasselbe  gilt  für  (8)  und  (8'),  sowie  für 
(9)  und  (9'). 

Die  erste  Pfaff 'sehe  Reduktion,  welche  auf  den  Ausdruck  V^  aus- 
zuüben ist,  verlangt  also  die  Integration  einer  der  Gleichungen  (7) 
(8)  (9),  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Ermittelung  der  2m  —  1  von  F 
unabhängigen  Lösungen  einer  der  Gleichungen  (7')  (8')  (9').  Dabei 
ist  zu  bemerken,  dafs  im  Falle  y)  eines  dieser  2m  —  1  Integrale, 
nämlich  Zj  von  vorneherein  bekannt  ist. 


I 
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Man  hätte  jetzt  die  Integrale  y^  .  .  y2m-i  der  Gleichung  (7)  (bezw. 
(8),  (9))  nebst  einer  beliebigen  andern  Funktion  t  statt  der  Yariabeln 
(3)  in  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck  V^^  als  neue  Independente  einzuführen, 
und  den  so  erhaltenen  Ausdruck  nach  der  Vorschrift  von  Kap.  IV 
weiter  zu  behandeln. 

307.  Es  gilt  nun  aber  die  äufserst  wichtige  Thatsache: 

Die  erste,  auf  die  Gleichung  Vq  =  0' anzuwendende  Pfa/f-Grass- 
mann'sche  Reduktion  läfst  sich  so  einrichten^  dafs  die  transformirte  Glei- 
chung bereits  in  der  reduzirten  Form  mit  m  Differentialelementen  er- 
scheint, eine  weitere  Reduktion  also  nicht  mehr  erforderlich  ist. 

Es  sei  nämlich 

(10)  .         .      ^,«fi,..x^,,pl.pl 

ein  Wertsystem,  in  dessen  Umgebung  die  Funktion  i/;  regulär  ist. 
Dann  besitzt  jede  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  (7) 
(8)  (9)  ein  System  von  2m  —  1  Hauptintegralen  hinsichtlich  x^^  =  x^^. 
Diese  Integrale  bezeichnen  wir  in  allen  drei  Fällen  mit: 

(11)  5,  I27  •  •  Im,    ?f 2  •  •  ^m- 

Diese  Funktionen  der  2  m  Variabein  (3)  und  der  Konstanten  c 
sind  alle  in  der  Umgebung  der  Stelle  (10)  regulär  und  reduziren  sich 
vermöge  x-^  =  x^^  bezw.  auf: 

Z,  X2  '  '  Xmy  P2  •  •  Pm' 

Wenn  man  jetzt  diese  2m  —  1  Funktionen  neben  x^  statt  der 
Variabein  (3)  als  neue  Veränderliche  einführt,  so  erhält  man  die 
transformirte  Gleichung  Vq  =  0  nach  Art.  114  und  115  dadurch,  dafs 
man  in  Vq  die  Variable  x^  überall  durch  x^^,  die  übrigen  Variabein 
z,  X2  . .  Xrrif  P2  '  '  Pm  dagegen  durch  die  entsprechenden  Gröfsen  (11)  er- 
setzt.    Die  transformirte  Gleichung  ist  also  die  folgende: 

mithin  hat  man  identisch: 

(12)  Vq  =  Q{d^  —  TC^di^ ^mdU)p 

und  da  im  Falle  a)  der  Ausdruck  V^  die  Klasse  2m  besitzt,  so  sind 
die  2m  Funktionen  q,  f,  TCi,  J^  von  einander  unabhängig;  in  diesem  Falle 
haben  wir  also  für  V^  durch  unser  Verfahren  ohne  weiteres  eine 
Normalform  erhalten. 

308.  Im  Falle  ß)  sind  die  2  m  —  2  von  z  unabhängigen  Lösungen 
der  partiellen  Differentialgleichung  (9)  zugleich  auch  Integrale  von  (8); 
sind    diese    Lösungen    bekannt,    so    ergiebt    sich    das    noch    fehlende 
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2m  —  1*®  Integral  von  (8)  durch  eine  Quadratur,  was  ähnlich  wie  in 
Art.  143  erkannt  wird. 

Um  dies  etwas  näher  auszuführen,  seien 

die  (von  ^  freien)  Hauptintegrale  der  Gleichung  (9)  hinsichtlich  x^  =  ^i^; 
sie  sind  dann  offenbar  auch  Hauptintegrale  von  (8).  Dann  können  wir 
die  2m  Gröfsen  (13)  statt  X2  .  .  XmP2  -  ■  Pm  als  neue  Independente  in 
(8)  einführen.     Die  Funktion: 

dip    .  ,  dtp 

die  im  gegenwärtigen  Falle  von  0  nicht  abhängt,  nehme  hierdurch 
die  Form: 

U(x^j  I2  •  'imf    ^2  '  '  ^mj  C) 

an.  In  den  neuen  Independenten  schreibt  sich  jetzt  die  Gleichung  (8) 
folgendermafsen : 

dx   ~^     dz  ' 

und  diese  Gleichung  besitzt  die  Lösung: 

i^  z  -\-  j  udx^. 

Bei  der  rechts  auszuführenden  Quadratur  sind  die  I^jT/  als  Konstante 
zu  behandeln.     Es  sei  jetzt: 

U{X-^X2  .  .  0CmP2  •  '  Pm) 

X 

der  Ausdruck,  in   den  sich    1  udx^  verwandelt,   wenn   man  nach   aus- 

Xo 

geführter  Quadratur  die  ^{Jd  wieder  durch  ihre  Ausdrücke  in  den  x 
und  p  ersetzt.    Da  U  für  x^  =  x^^  verschwindet,  stellen  die  Funktionen : 

die  Hauptintegrale  von  (8)  hinsichtlich  x^  =  x^^  dar.  Demnach  ist  in 
1  der  Identität  (12)  die  Funktion  Q^^l,  und  man  erhält  im  Falle  ß) 
''    für  Vq  folgende  Normalform: 

(14)  Vo  =  d{z  +  U)  —  Tt^di^ ^mdlni. 

Im  Falle  y)  ist   Ue^O  und  man  hat: 

(15)  V^^dZ  —  Tt^d^ Ttrndlm 
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oder^  was  dasselbe  besagt: 

m 

(16)  Vo'  =  Ipdx^   +  ^PidXi  ^  Tl^d^^   -\ f-  TCrnd^rn. 

2 

Damit  ist  für  den  Ausdruck  Vq  in  allen  Fällen  die  Normalform 
hergestellt. 

309.  Unter  den  m-gliedrigen  Gleich ungensystemen,  welche  den 
Ausdruck  V^  zum  Verschwinden  bringen^  greifen  wir  insbesondere 
folgendes  heraus: 

worin  ^  im  Falle  ß)  durch  0  -\-  ü,  im  Falle  y)  durch  0  zu  ersetzen 
ist.  Es  ist  dies  nach  der  Bezeichnungsweise  des  Art.  189  ein  ^^voll- 
ständiges  Integraläquivalenf^  der  Pfaff 'sehen  Gleichung  V^  =  0.  Indem 
wir  in  den  Funktionen  5,  |,-  die  Konstante  c  durch  F^^x^  .  .  pm)  er- 
setzen, und  dem  System  (17)  die  Relation  F  ==  c  hinzufügen,  erhalten 
wir  ein  Relationensystem  der  Form: 

(18)  F{0,  Xi  ..pm)  =  c-,  Fi{z,  x^  ..pm)  =  Ci        (i  =  1,  2  . .  m). 

Die  Funktionen  F,  F^^^  . .  Fm  sind  augenscheinlich  von  einander  unab- 
hängig, und  die  Gleichungen  (18)  definiren,  wie  aus  ihrer  Entstehung 
folgt^  für  jedes  beliebige  Wertsystem  der  arbiträren  Konstanten  c,c^..  Cm 
eine  Element- Jf^n  des  Raums  Itmj^i{z,  x^  .  .  x^)  und  zwar  eine  Integral- 
Mm  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  F  =  c. 

Wir  verstehen  nun  unter  einem  „vollständigen  IntegraV^  der  par- 
tiellen Differentialgleichung: 

(1)  F{Z,X^.  .XmP^..prr)  =  C 

jedes  m  -\-  1-gliedrige  Gleichungensystem  der  Gestalt: 

(19)  i^^■(^,  X^  .  .Xray  Pt,-  .  Pmy    C,    C^  .  .  Cm)  =  0       (i  =  1,  2,  .  .  m  +   1), 

welches  sich  nach  den  Ci  in  der  Form  (18)  auflösen  läfst,  also  ins- 
besondere die  Relation  F  =  c  umfafst^  und  welches  für  jedes  beliebige 
Wertsystem  der  arbiträren  Konstanten  c^  Cf,  eine  Element -Jf^  des 
Raumes  JR^+ij  d-h.  also  ein  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen  Gleichung: 

dz  —  p^dx^  — Pmdxm  ==  0 

definirt.  Verstehen  wir  unter  c  keine  arbiträre  Konstante,  sondern  einen 
bestimmten  numerischen  Wert,  etwa  die  Null ,  so  nennen  wir  „voll- 
ständiges IntegraV^  der  Gleichung  (1)  jedes  m  +  1-gliedrige  Gleichungen- 
system (19),  das  für  beliebige  Werte  von  q  .  .  c^  eine  Element -J/^ 
definirt,  und  nach  Elimination  der  c^^  . .  Cm  eine  und  nur  eine  Relation 
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in  zx-^  .  .  pm,  nämlicli  die  Gleichung  F=c  ergiebt,  m.  a.  W.  in  der 
Form  (18)  aufgelöst  werden  kann. 

Ein  vollständiges  Integral  von  (1)  besteht  demnach  aus  oo'"  m-fach 
ausgedehnten  Elementvereinen,  die  alle  der  Gleichung  (1)  genügen; 
und  zwar  giebt  es  unter  diesen  Elementvereinen  einen  und  nur  einen, 
welcher  ein  bestimmt  ausgewähltes  Flächenelement  z^ .  .  p^,  das  (1) 
erfüllt,  in  sich  enthält;  es  ist  dies  derjenige  durch  (19)  definirte  Ele- 
mentverein, der  den  Konstantenwerten: 

«.= -F-c^, «;?  ••<!';••  Ä) 

entspricht. 

Aus  der  Definition  des  vollständigen  Integrals  und  aus  Art.  189 
folgt  auch  ohne  weiteres: 

Damit  ein  Gleichungensystem  der  Form: 

für  beliebige  Werte  c^  .  .  c^  mit  F=c  zusammen  eine  Integral -Jf^ 
dieser  partiellen  Differentialgleichung  darstelle ,  ist  nicht  nur  hin- 
reichend, sondern  auch  notwendig,  dals  der  Pfaff'sche  Ausdruck  V^  sich 
in  der  Form  (12)  darstellen  lasse. 

Ferner  erkennt  man,  dafs  eine  partielle  Differentialgleichung  durch 
Angabe  eines  vollständigen  Integrals  eindeutig  bestimmt  ist. 

310.  Soll  das  vollständige  Integral  (19)  aus  lauter  Flächen  des 
Raums  JRm+i  bestehen,  so  darf  sich  durch  Elimination  der  Gröfsen 
Pi  •  '  Pm  aus  (19)  nur  eine  einzige  Relation: 

(20)  F(-Sf,  Xj^X^  .  .  Xm^    C,C^.  .  Cri)  =  0 

ergeben.  Die  übrigen  m  Relationen  (19)  können  jetzt  nach  Kap.  VII, 
§  1  die  Form: 

(21)  f^.+i'^-|7  =  ^        (i=l,2,..m), 

erhalten  und  die  Elimination  der  c^  .  .  Cm  aus  (20)  und  (21)  mufs  die 
Relation  F  ^  c  und  nur  diese  ergeben.  Man  pflegt  dann  die  Gleichung 
(20j  für  sich  als  ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung F  =  c  zu  bezeichnen. 

Ein  vollständiges  Integral  (20)  mufs  jedenfalls  auf  die  Form: 

(22)  0  =  0{X^X^  .  .XmCC^  .  .  Crr) 

gebracht  werden  können ;  denn  Elementvereine,  deren  zugehörige  Punkt- 
mannigfaltigkeiten cylindrisch  und  zur  ^-Axe  parallel  sind,  bleiben 
beim  Gebrauch  der  Elementkoordinaten  zXiPi.  überhaupt  aufser  Betracht. 
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Die  Gleichungen  (21)  werden  jetzt: 


(23) 


IPi 


dx. 


{i=l,2,..  m). 


Damit  sich  dann  durch  Elimination  von  c^  .  .  Cm  aus  (22)  (23)  nur 
eine  Gleichung  F  =  c  ergebe,  ist  offenbar  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  einer  der  beiden  folgenden  Fälle  stattfinde: 

1)  Die  Determinante: 


dx.dc. 


{ij  Ä;  =  1,  2,  . .  w) 


ist  nicht  identisch  null.  Dann  lassen  sich  die  Ci  als  Funktionen  von 
x-j^  .  .  XmPi  .  .  Pm  mittels  (23)  ausdrücken  und  in  (22)  substituiren,  wo- 
durch eine  partielle  Differentialgleichung  vom  Typus  «)  entsteht. 

2)  Die  obige  Determinante  ist  identisch  null,  nicht  aber  alle  ihre 
m  —  1-zeiligen  Unterdeterminanten.  Ist  insbesondere  etwa  die  Deter- 
minante: 


dx.dci 


{1,1  =  2,%,. m) 


nicht  identisch  null,  so  kann  man  aus  den  letzten  m  —  1  Gleichungen 

(23)  die  c^c^  ..  Cm  berechnen,  und  in  die  erste  Gleichung  (23)  substituiren, 
wodurch  c^  aus  dieser  Gleichung  von  selbst  fortfällt  und  eine  nach  p^ 
aufgelöste  partielle  Differentialgleichung  vom  Typus  ß)  oder  y)  entsteht. 

Ist  g)(Xi  . .  Xy^  eine  Integralfunktion  der  gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung  F  =  c,  so  ist  im  Falle  /3)  auch  (p  -\-  Cy  im.  Falle 
y)  auch  Oqp  -j"  ^'  ^^^^  Integralfunktion,  wenn  (7,  C  arbiträre  Kon- 
stante bedeuten.  Daraus  folgt  sofort,  dafs  im  Falle  ß)  jedes  aus 
Flächen  bestehende  vollständige  Integral  in  der  Form: 

(24)  Z  =  i>(x^X^  .  .XmCyC^..  Cm)  +  Cj, 

im  Falle  y)  in  der  Form: 

(25)  S  ==  C^t(Xi  .  .  X,nC,  Cg  .  .  C,n)  +  C^ 

vorausgesetzt  werden  darf;  diese  Formen  des  vollständigen  Integrals 
sind  überdies  für  die  Gleichungen  vom  Typus  ß)  bezw.  y)  charakteristisch. 
Damit  die  Gleichung  (24)  das  vollständige  Integral  einer  Gleichung 
vom  Typus  ß)  darstelle,  ist  nach  dem  Obigen  notwendig  und  hin- 
reichend, dafs  in  dem  Schema: 

a> 


dx.dc. 


(^  =  1  .  .  m;  h  =  2  .  .  m)y 


nicht  alle  m  —  1 -reihigen  Determinanten  identisch  verschwinden.     Da- 
mit   die   Relation    (25)    das    vollständige   Integral    einer   Gleichung   y) 


[311,312] 


§  2.     Vollständige  Integrale. 


417 


sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  in  der  Matrix: 


d^tp 

d^v 

a.,ac3 

^^..^^3 

d'^ 

d'l{> 

dx^dc^ 


CX^ßCm 


nicht  alle  m  —  1-reihigen  Determinanten  verschwinden. 

311.  Ist  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  linear,  hat  sie 
also  die  Form: 

(26)  J9l  =  J.2P2  -\ h  ^mPm  —  5, 

worin  A^  .  .  Am,  B  Funktionen  von  z^x^..  x^,  bedeuten,  so  nimmt  die 
Gleichung  (7)  folgende  Form  an: 

m 


df 


wobei   wir  für  die  Koeffizienten   der  Ableitungen  ^  eine  abkürzende 
Bezeichnung  gewählt  haben.     Die  Hauptintegrale  der  Gleichung: 

^28) 


d  X  2  p)  o^     1^ 


d  x^ 


CX^      '  ^^  ' 


CZ 


welche  sich  für  x^  =  X-^  bezw.  auf  z,  x^  . .  Xm  reduziren,  mögen  S,  Ig  •  •  ^^ 
genannt  werden.  Diese  Funktionen,  die  von  den  pi  nicht  abhängen, 
sind  offenbar  auch  Hauptintegrale  der  Gleichung  (27)  hinsichtlich 
Xy  =  x^.     Die  Relationen: 

(29)  S  =  ^r,  I2  =  ^2  •  •  lm  =  Cm 

definiren  nun  nach  Art.  53  die  „charakteristischen  Kurven"  der  ho- 
mogenen linearen  partiellen  Differentialgleichung  (28),  oder  auch  der 
nicht  homogenen  Gleichung  {2Q).  Darnach  ist  jede  Element- JP  des 
BinJ^iy  die  sich  an  irgend  eine  charakteristische  Kurve  der  Gleichung 
(28)  anschlielst,  d.  h.  also  durch  die  m  -(-  1  Relationen  (26)  (29)  definirt 
wird,  von  unserm  gegenwärtigen  Standpunkt  aus  als  ein  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  (26)  zu  betrachten,  und  die  Gesamtheit 
dieser  Element- JfJ^  bildet  ein  vollständiges  Integral  dieser  Gleichung. 
312.  Im  FaUe  y)  nimmt  das  in  Art.  309  erhaltene  vollständige 
Integral  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  (1)  folgende 
Form  an: 


(30j  Vi  =  t\  ^-=q;  U 

V.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem. 


bm  —  ^m« 


27 


418  Kap.  XII.     Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  [313] 

Da  im  gegenwärtigen  Falle  der  Pfaff'sclie  Ausdruck: 

Vo'  ^  i^(Xi  •  •  XmPi  •  •  PmC)dX^  -\- p^dx^  -{ 1-  PmdXm 

die  Klasse  2m  —  2  besitzt,  so  ist  das  zugehörige  vollständige  System 
V  zweigliedrig  und  besteht  aus  der  partiellen  Differentialgleichung  (9) 
und  der  folgenden: 

Aus  der  Identität  (16)  folgt  jetzt  sofort,  dafs  die  Funktionen  %i 
diesem  vollständigen  System  V  genügen  müssen,  also  in  den  Yariabeln 
p^  .  .  p,n  homogen  nullter  Ordnung  sind.  Aus  den  letzten  m  —  1 
Gleichungen  (30)  ergiebt  sich  demnach  durch  Elimination  der  pi  min- 
destens eine  Relation  in  x^  . ,  Xm  allein,  und  das  vollständige  Integral 

(30)  besteht  daher  nicht  aus  Flächen  des  JR^-f  i,  sondern  aus  solchen 
Elementvereinen,  deren  zugehörige  Punktmannigfaltigkeiten  weniger 
als  m-fach  ausgedehnt  sind.  Aber  auch  für  partielle  Differential- 
gleichungen vom  Typus  a)  oder  ß)  kann  es  eintreten,  dafs  sich  durch 
Elimination  der  Variabein  p^  •  -Pm  aus  (17)  mehr  als  eine  Relation  in 
z,x^,.  Xra  ergiebt. 

313.  Durch  eine  einfache  Modifikation^)  der  Methode  des  Art.  307 
gelingt  es  aber  in  allen  Fällen,  ein  aus  Flächen  bestehendes  vollständiges 
Integral  herzustellen.  In  der  That  lälst  sich  die  Identität  (12)  so 
schreiben : 

Vq  ^  Q\d{t,  —  JTg  Ja ^mSm)  +  l^dlt^  -\ 1-  ^rndjtml 

Mithin  liefern  die  Relationen: 

(31)  J Jt^i^ •  •  ^mim  =  y\    '^<i  =  y^'  '  '^m  =  ym 

mit  p^  =  jj^  zusammen  ein  vollständiges  Integral  dieser  Gleichung,  das 
offenbar  aus  Flächen  besteht.  Denn  die  m  —  1  letzten  Gleichungen 
(31)  lassen  sich  nach  p^j  -  ■  Pm  auflösen,  da  sich  ja  die  tci  für  x^  =  x^ 
bezw.  auf  pi  reduziren,  also  die  nach  p^  -  -  Pm  genommene  Funktional- 
determinante der  Funktionen  %^  .  .Ttm  für  Xy^  =  x^  den  Wert  1  an- 
nimmt, und  demnach  nicht  identisch  verschwindet. 

Wir  können  jetzt  folgendes  Theorem  aussprechen: 
Um   ein   vollständiges  y    aus   oo"*   Flächen   bestehendes   Integral   der 
partiellen  Differentialgleichung: 

(1)  Pi  =  ^(^,  ^1  .  .  XmP2  ..PmC) 

ZU  erhalteny  bestimme  man  im  Falle  a)  die  hinsichtlich  x^  =  x^^  genom- 
menen Hauptintegrale  t,y  ^i,  ni  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

1)  Mayer  IV. 
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Drückt  man  dann  die  Variahein  p^  •  -  Pm  mittels  der  Relationen: 

7C2  ==  ^2  •  '  '^m  =  ym 

als  Funktionen  von  x^  .  .  Xm  y^  -  -  V^  ^^^7  ^^^  substituirt  die  so  erhaltenen 
Werte  in  die  Gleichung: 

50  erhalt  man  das  gesuchte  vollständige  Integral  in  der  Form: 

0(0,  X^,  .Xm,    C,y2"  Vm)  =  n  • 

Ist  1^  von  z  frei,  so  bestimme  man  die  Hauptintegrale  ^^  ■  ■  im^2  -  •  ^m 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

vx^         -^  \0Pi  ex.         dx..  dp-J 

hinsichtlich  x^  =  x.^.     Sodann  berechne  man  die  Gröfsen  x^ . .  x^p^  -  -  Pm 
mittels  der  Gleichungen: 

?2  ^2  *  *  '"^  ^m^    ^2  5^2  •  •  ^"*  ym 

als   Funktionen   von   x^,  c^.  .  c^y^-  -ym  und  substituire    die   erhaltenen 
1     Werte  in  den  Ausdruck: 

dtp    ,  ,  dtp 

der  hierdurch  in  u(Xij  c^  .  .  Cm^  y2  -  -  ym,  c)  übergehe.     Hierauf  berechne 
man  das  Integral: 

I  udx^  =  a{x^,  C2  . .  Cm  y^  •  •  ym,  c) 
und  bezeichne  mit 

0(X^X^  ..Xm,    ^2  •  •  ym,c) 

diejenige  Funktion,  die  entsteht,  wenn  man  aus  dem  Ausdruck: 

—  ^{^U  liy  •  -Imjy^-  '  ym,  c)  +  TC^l^  H 1"  ^mlm 

die  Va/riabeln  p^  .  .pm  mittels  der  Gleichungen: 

(32)  jC2  =  y2-  ■  'Jtm  ==  yrn 

diminirt     Das  gesuchte  vollständige  Integral  hat  dann  die  Form: 

(33)  ^  =  n  +  ^(^1-^2  •  •  ^»*7  y^ ' '  ym,  c). 
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Der  Fall  y)  unterscheidet  sich  von  dem  Falle  ß)  nur  dadurch,  dafs 
ü  ^  0  wird. 

314.  Die  Funktion  0  hat  in  dem  zuletzt  genannten  Falle  die  Form: 

wobei  |t  aus  l^-  dadurch  entstellt,  dafs  man  darin  die  pk  durch  ihre  aus 
^i  ==  yi  entnommenen  Ausdrücke  ersetzt.  Nun  sind  aber  die  Funktionen 
1/  in  den  Variabein  P2  •  -  Pm  homogen  nuUter  Ordnung ;  die  jr,:  sind 
ferner  in  den  p  homogen  erster  Ordnung,  wie  man  leicht  aus  der 
Identität  (16)  des  Art.  308  erkennt.  Daraus  folgt  sofort,  dafs  die 
Funktionen  |/  nur  von    den  Verhältnissen   der   arbiträren  Konstanten 

y2  '  '  ym  abhängen.     Schreibt  man  also   statt   -^  -  -  -^  einfach  y2  •  •  ymf 

so  nimmt  das  Integral  (33)  im  Falle  y)  folgende  Gestalt  an: 

(34)  ^  =  y2(p{XiX2  .  .  Xm,  c,y^.  .  ym)  +  y^, 

was  mit  einer  Bemerkung  des  Art.  310  übereinstimmt.  Wenn  wir 
nun  im  Falle  y)  die  zweite  der  in  Art.  302  gegebenen  Definitionen  des 
Integralbegriffs  bevorzugen  wollen,  so  werden  wir  unter  einem  ^^voll- 
siändigen  Integral'^  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(1)  F[xi  -.Xm,^ ^)  =  c,     oder    p^  =  i){x^  . .  x^p^  •  -Pm,  c), 

\  J/rn  J^m    ^ 

jedes  m-gliedrige  Grieichungensystem: 

(35)  F=c,£l,(x,..x.n,^--^'^  =  7i    (i=l..«-l) 

verstehen,  welches  für  jedes  beliebige  Wertsystem  c,  yi  eine  Element- 
Mm—i  des  Raums  i?,^ (rr^  . .  Xrr^  definirt,  d.  h.  also  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

V'  ^p^dx^  -\ -|-  pmdXm  =  0 

befriedigt.     Aus  dieser  Definition  folgt  dann  ohne  weiteres: 
Sollen  die  Gleichungen: 

iiV^i  "^m,^'  '^-iF^y  ^  =  n         (*  =  2,  3,  .  .  m) 

mit  F  =  c  zusammen  ein  vollständiges  Integral  dieser  Gleichung  bilden, 
so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dafs   der  Pfaff'sche  Ausdruck: 

^dx^  -{-p^dX^  H \-PmdXm 

sich  in  der  Form: 

^2 ^^2  "f"  •  '  ~l~  ^md^m 

darstellen  lasse. 
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Soll  ein  vollständiges  Integral  (35)    aus   lauter   Flächen    des    i?^ 

p. 
bestellen,  so   mufs  die  Elimination   der  Verhältnisse  — ^  aus  (35)  eine 

und  nur  eine  Relation  in  x^  .  .  Xm  und  den  Konstanten  ergeben. 

Ist  dies  der  Fall,  und  denken  wir  uns  diese  eine  Relation  in  der 
Form: 

(36)  (p{x^..  Xm,  C,  73  .  .  ym)  +  ^2  =  ^ 

geschrieben,  so  können  die  m  —  1  übrigen  Relationen  (35)  auf  die 
Gestalt: 

gebracht  werden  (Art.  181),  und  die  partielle  Differentialgleichung 
F  =  c  ergiebt  sich,  indem  man  aus  den  m  —  1  Relationen  (37)  die 
m  —  2  Konstanten  y2  -  -  ym  eliminirt.  Umgekehrt,  liefert  diese  Elimi- 
nation nur  die  eine  Gleichung  F  =  c,  so  ist  (36)  ein  vollständiges 
Integral  von  (1)  in  der  gegenwärtigen  Bedeutung  dieses  Begriffs. 

Hat  man  im  Falle  y)  nach  der  Methode  der  vorigen  JSTr.  ein  voll- 
ständiges Integral  (34)  im  früheren  Sinne  bestimmt,  so  liefert  die  Re- 
lation (36)  ein  vollständiges  Integral  nach  der  zweiten  Definition.  In 
der  That  ergiebt  sich  ja  der  Annahme  nach  durch  Elimination  von 
y.^  .  .  ym  aus  den  Gleichungen: 

Pi  =  y2^^         (^  =  1,  2  . .  m), 

oder,  was  dasselbe  besagt,  durch  Elimination  von  y^  .  .  ym  aus  den  Re- 
lationen (37)  nur  die  eine  Gleichung  F  =  c.  Umgekehrt,  kennt  man 
ein  vollständiges  Integral  (36)  in  der  zweiten  Bedeutung  dieses  Be- 
griffs, so  ist  (34)  ein  vollständiges  Integral  im  ursprünglichen  Sinne, 
da  ja  der  Annahme  nach  g?  und  infolge  dessen  überhaupt  jede  Funktion 
f((p)  eine  Integralfunktion  der  partiellen  Differentialgleichung  F  =  c 
ist  (Art.  298,  310). 

§  3.     Variation  der  Konstanten. 

315.  Indem  wir  alle  Bezeichnungen  des  vorigen  §  beibehalten, 
denken  wir  uns  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck: 

Vo  -     dz  —  XI}{2,X^-'  XmP2  •  •  Pn^dX^  —  p^dx^ PmdXm 

nach  der  Methode  des  Art.  307  auf  die  Normalform: 

(1)  Vo  ~  q(dl  —  Tt^ßl^^ Ttmdl^ 

gebracht,  worin  die  Funktionen  g,  ;r,;,  |,  an  der  Stelle 
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(2)  0^xl..xlpo..pl 


[315] 


regulär  sind,  und  die  Hauptintegrale  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung: 


dx.   ^  ^'  dz  I  dp. 


^  dz 


\ 


hinsicMlicli  x^  =  x^  bedeuten.  Über  die  Stelle  (2)  wird  dabei  nur 
vorausgesetzt,  dafs  ^  an  derselben  regulär  ist.  . 

Um  jetzt  in  den  2  m  Yariabeln  z,x^  .  .  XmP^  -  •  Pm  alle  m-gliedrigen 
Gleicbungensysteme  zu  erhalten,  welche  die  Pfaff 'sehe  Gleichung  V^  =  0 
erfüllen,  verstehe  man  unter  r  eine  beliebige  Zahl  der  Reihe  1,  2,  .  .  m, 
wähle  die  Relationen: 

(4)  9>,(ej„  I3  .  .  |„)  ^  0         (i=l,2,..r). 

beliebig,  aber  so,  dafs  sie  nach  J  und  nach  r  —  1  von  den  Gröfsen  ^^ 
auflösbar  sind,  und  füge  die  m  —  r  Gleichungen  hinzu,  die  sich  durch 
Nullsetzen  aller  r  +  1-reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


(5) 


—  1 


TT 


7t  2  j  ^3 


ergeben.  Damit  dieses  m-gliedrige  Gleichungensystem  im  Sinne  von 
Art.  40  an  der  Stelle  (2)  regulär  sei,  wenn  man  darin  zx^.  .XmP^-  -Pm 
als  Variabein  betrachtet,  ist  nach  Art.  45  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  es,  als  System  mit  den  Variabein  J,  |,:,  it;,  aufgefafst,  an  der  Stelle 

regulär  sei.  Wir  haben  daher  den  Funktionen  tpi  folgende  Bedingungen 
aufzuerlegen:  sie  müssen  an  der  Stelle  ^  =  ^^  h  =  ^P  regulär  sein 
und  verschwinden,  ferner  dürfen  in  der  Matrix: 

dcp^      dcp^      d(p^  dcp^ 


(6) 


d^       dL       BL 


^9r       ^^r       ^^r 

WWW 


dL 


an  der  genannten  Stelle  nicht  alle  diejenigen  r-reihigen  Determinanten 
null  sein,  welche  die  erste  Kolonne  enthalten;  es  sei  z.  B.  die  aus  den 
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r  ersten  Spalten  von  (6)  bestehende  Determinante  daselbst  von  Null 
verschieden.  Endlich  müssen  alle  r  -\-  1 -reihigen  Determinanten  des 
Schemas  (5)  verschwinden,  wenn  man  die  J,  1^-,  Tti  bezw.  durch  z^, 
xP,  pP  ersetzt.  Unter  diesen  Voraussetzungen  läfst  sich  in  der  That 
unser  m-gliedriges  Gleichungensystem  auf  folgende  Form  bringen: 

f  i=Z{t  +  l..imy,il=Si{lr  +  l..lm)       (^  =  2,  3  .  .  r) 

\jtr+k  =  Aki  +  Ak^n^  + f-  AkrTtr    Qc  =1,2."  m  —  r), 

worin  die  Funktionen  Z,  Ä:,  Aki  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Grröfsen 

bedeuten.     Dafs  das  System  (7)  nun  seinerseits  die  Variabein 

Zj  X^  .  .  XrPr-\-l  •  •  Pm 

als  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Gröfsen: 

Po  Po'-P   —  p^y  X,  —  x^,  X   ,  ,  —  x^  ,  ,  .  .  Xm  —  x^ 

1^2  J^2        -^r  -^r?       1  1'       r-\-l  r+1  "*  m 

darzustellen  erlaubt,  folgt  aufs  Leichteste  aus  den  Eigenschaften  der 
Hauptintegrale  und  den  Sätzen  von  Art.  38  und  40. 

316.  Die  Konstante  p-^  werde  durch  die  Gleichung: 

(8j  P\  =  i^{^'x\..xlpl..pl,c) 

definirt.  Wir  behaupten  nun:  die  vorige  Methode  liefert  überhaupt  alle 
Integrale: 

(9)  F  =C,  Sli{z,  X^  .  .  Xrr,Pi  .,Pm)  =  0  (l  =  1,  2  .  .  m) 

der  gegebenen  Gleichung  F  ==  c,  welche  im  Sinne  von  Art.  40  an  der 
Stelle: 

(10)  ^^^?-.<i>;..Ä 

regulär  sind. 

In  der  That,  ist  das  System  (9)  an  der  Stelle  (10)  regulär,  und 
eliminirt  man  p^  mittels  F  =  c  oder  p^  =  il)  aus  den  letzten  m  Glei- 
chungen (9),  so  verwandeln  sich  diese  in  ein  Relationensystem: 

(11)  ^,-(0,  X^  .  .  X,nP2  .  .  Pm,  c)  =  0  {%  =  \   .  .  m), 

welches  an  der  Stelle  (2)  regulär  ist  und  die  Pfaff'sche  Gleichung 
Vq  =  0  befriedigt.  Bringen  wir  jetzt  V^  wie  vorhin  auf  die  Normal- 
form (1),  50  kann  die  FunMion  q  vermöge  (11)  nicht  null  sein;  denn 
man  hat: 
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und  aus   den  Eigenscliaften  der  Hauptintegrale  folgt^   dals  -^  vermöge 

x^  =  Xj^  den  Wert  1  annimmt,  wärend  die  Ableitungen  -—■ .  .  -^'  ver- 
möge dieser  Substitution  alle  verschwinden;  q  nimmt  also  für  x^  =  x^^ 
den  Wert  1  an,  ist  somit  an  der  Stelle  (10)  von  Null  verschieden. 
Darnach  mul's  das  Gleichungensystem  (11)  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

(12)  dt  —  Tt^d^^ TtrrMm  =  0 

befriedigen,  und  läfst  sich  daher  (Kap.  VII)  in  ein  Gleichungen  System 
zwischen  den  2m  —  1  Variabein  J,  Tti^i  umsetzen,  was  zu  zeigen  war. 
Bei  allen  unseren  Untersuchungen  ziehen  wir  natürlich  nur  solche 
Wertsysteme  (10)  in  Betracht,  in  deren  Umgebung  die  linke  Seite  der 
gegebenen  partiellen  Differentialgleichung: 

(13)  F(0,  X^  .  .  XmPi  .  .Pm)  =  C 

regulär  ist.  Ist  jetzt  (10)  ein  solches  Wertsystem,  welches  überdies 
die   Gleichung  (13)    für    einen    bestimmten    numerischen   Wert    von    c 

erfüllt,  und  sind  an  der  Stelle  (10)  nicht  alle  m  Ableitungen  >, —  gleich 

null,  so  dürfen  wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  annehmen, 

dafs  insbesondere  t^ —  daselbst  nicht  verschwinde.     Dann  läfst  sich  die 

Gleichung  (13)  in  der  Form  p^  =  il;  auflösen,  und  il^  ist  an  der  Stelle 
(2)  regulär.  Jedes  Integral  (9),  das  an  einer  solchen  Stelle  (10)  re- 
gulär ist,  kann  also  durch  die  Methode  der  vorigen  Nr.  ermittelt  wer- 
den.    Damit  ist  der  folgende  wichtige  Satz  gewonnen: 

Jedes  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (13),  welches  nicht  nach  der 
Methode  des  Art.  315  erhalten  werden  hann,  befriedigt  notwendig  die 
m  -\-  1  partiellen  Differentialgleichungen: 

Wenn  c  nicht  eine  arbiträre,  sondern  eine  bestimmte  numerische 
Konstante,  etwa  die  Null,  bedeutet,   so  wird  vorausgesetzt,  dafs  die  m 

Gleichungen  ^ —  =  0  nicht  eine  Folge   von  F  =  c   sind,   dafs   also  die 

gegebene  Gleichung  (13)  hinsichtlich  der  Variabein  pi  den  Anforderungen 
genügt,  die  wir  in  Art.  40  an  jedes  von  uns  zu  betrachtende  Relationen- 
system gestellt  haben. 

Eine  Integral- Jf^  der  Gleichung  (13),  welche  die  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen (14)  und  aufserdem  noch  die  folgenden: 
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(15)  ||  +  i''W  =  0        (»•  =  !..«), 


erfüllt,  heilst  j,singulär".  Ebenso  bezeichnen  wir  ein  Flächenelement 
^XiPi,  welches  die  Gleichungen  (14)  (15)  erfüllt,  als  ein  singuläres 
Flächenelement  der  partiellen  Differentialgleichung  F  =  c.  Eine  sin- 
gulare Integral -Mm  besteht  darnach  aus  lauter  singulären  Flächen- 
elementen. Es  braucht  nicht  notwendig  singulare  Integrale,  ja  nicht 
einmal  singulare  Flächenelemente  zu  geben,  wie  schon  die  Annahme 
F  7^  Pi  zeigt.     Allgemein  erkennt  man  folgendes: 

Es  sei  F  beliebig,  aber  so  gewählt,  dafs  die  hinsichtlich 
^y  Pi7  "  Pm  genommene  Funktionaldeterminante  der  linken  Seiten  von 
(14)  nicht  vermöge  F  =  c  verschwinde.  Dann  kann  man  0,  p^  .  .  p^ 
aus  (14)  als  Funktionen  von  x^  .  .  Xm  berechnen,  und  die  so  erhaltene 
Gleichung: 

B-=(p{x^.  .XmC) 

stellt  das  singulare  Integral  dar,  falls  ein  solches  überhaupt  existirt. 
Dieselbe  Gleichung  ergiebt  sich  aber  auch  durch  Elimination  der  pi 
aus  den  Relationen : 

dF^  cF^ 

worin 

i^l  =  F(^,  X^  .  .  Xrn,  Pi+  n-  .Pm  +  Tm) 

gesetzt  ist,  und  die  yi  arbiträre  Konstante  bedeuten.  Es  ist  aber  klar, 
dals  die  Fläche  0  =  cp  die  partielle  Differentialgleichung  F^  =  c  nicht 
für  beliebige  y  erfüllen  kann,  da  sonst  F  die  Variabein  jp,  überhaupt 
nicht  enthielte.  Mit  Hülfe  jeder  Gleichung  F  =  c,  welche  die  obigen 
Bedingungen  erfüllt,  lassen  sich  sonach  unbegrenzt  viele  partielle  Dif- 
ferentialgleichungen aufstellen,  die  kein  singuläres  Integral  besitzen. 

Die  etwa  vorhandenen  Integrale,  welche  die  Gleichungen  (14), 
nicht  aber  alle  Gleichungen  (15)  erfüllen,  werden  im  nächsten  §  ge- 
legentlich zur  Sprache  kommen.  Wir  bemerken  gleich  hier,  dafs  ein 
solches  Integral  sicher  keine  Fläche 

0  =  (p(Xj^  .  .  Xn) 

sein  kann;  denn  F  =  c  wird  zur  Identität,  wenn  darin  0  durch  9  und 
die  pi  durch  ^  ersetzt  werden,  und  durch  Differentiation  dieser  Iden- 
tität  folgen  die  Relationen: 
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dF    ,         dF    .     \r^  dF     d^(p  n  /•        1  \ 

dx^    ^    -^^  dz    '    ^  dpg  dx.dx^  ^  ^' 

also  bestehen  mit  Rücksicht  auf  (14)  in  der  That  die  Beziehungen 
(15),  was  zu  zeigen  war. 

317.  Unter  den  m-gliedrigen  Integraläquivalenten  der  Pfaff 'sehen 
Gleichung  (12)  betrachten  wir  insbesondere  das  folgende: 

(16)  i  =  q>{U,  ■  ■  I«);  «•■  =  ||.       (i  =  2,  3 . . «). 

Dabei  soll  (p  an  der  Stelle  ^^  =  ^2  •  •  1»  ^  ^  regulär  sein  und 
den  Wert   2^   annehmen;    ferner    sollen    die    Ableitungen   ~-    daselbst 

bezw.  die  Werte  p/^  besitzen.  Ersetzt  man  nunmehr  die  Gröfsen  flt^r» 
durch  ihre  Ausdrücke  in  den  Variabein: 

(2)  ZXj^  .  .  XmP2  .  •  Pmj 

SO    folgt    aus    der   Natur    der   Hauptintegrale    sofort,    dafs    die    nach 
^)P2  '  •  Pm  genommene  Funktionaldeterminante  der  m  Funktionen : 
^  d^  dtp 

sich  vermöge  x-^  =  %^  auf  die  Einheit  reduzirt.  Darnach  läfst  sich 
das  Gleichungensystem  (16)  folgendermafsen  auflösen: 

(17)  z  =  xi^i  • .  ^m);  Pi  =  ii{x^ . .  ^m)        (*  =  2,  3  . .  m). 

Die  ly  Xi  ^i^^  ^^  ^^^  Stelle  x^  . .  x^  regulär  und  besitzen  daselbst 
die  Werte  z^y  pP-^    %   reduzirt    sich  vermöge  x^  =  x^  auf  (p{x^, ,  Xm)f 

%i  auf  ^-     Die  Gleichungen  (17)  bilden  zusammen  mit  der  folgenden: 

(18)  Pl  =  Xl(^1^2  -  '  ^n\ 

die  aus  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  p^  =  jp  durch 
Elimination  von  ^p^  .  .  Pm  entsteht,  ein  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen 
Gleichung : 

V  ^d0  —  p^dx^ •  —  PmdXm  =  0, 

also  hat  man: 

Es  sei  jetzt  umgekehrt  von  der  partiellen  Differentialgleichung 
Pi  =  if  ein  Integral  (17)  (18)  bekannt,  das  die  soeben  aufgezählten 
Eigenschaften  besitzt.  Die  Gröfsen  0,  x^  .  .  XmP2  •  -  Pm  lassen  sich  nun 
folgendermafsen  durch  die  Hauptintegrale  von  (8)  darstellen: 
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^  =  ^  (^1,  ?,  ^2  •  •  im,  ^2  ■  ■  ^rr)  ', 
Xi  =  ^ii^X-^^y  5^  $2  •  •  §m?  ^2  •  •  ^m)' 

Die  ^,  ^/Q/  sind  gewöhnliclie  Potenzreihen  der  Grölsen : 

und  reduziren  sicli  vermöge  x^  =  x^^  bezw.  auf  J,  :jr,-,  §^•.  Substituirt 
man  diese  Ausdrücke  in  (17)  und  beachtet,  dafs  die  entstehenden  Glei- 
chungen ein  Integraläquivalent  der  Pf  äff 'sehen  Gleichung  (12)  bilden, 
also  von  x-^^  ganz  unabhängig  sein  müssen,  so  kann  man  in  dem  Resultat 
unserer  Substitution,  ohne  dasselbe  zu  ändern,  x-^  durch  x^^  ersetzen, 
und  erhält  so: 

also  wiederum  das  System  (16).  Damit  ist  der  nachstehende  funda- 
mentale Satz  bewiesen: 

Ist   9?(^2^3**^m)    ^^^^   arbiträre  y   an   der   Stelle   ^2  •  *  ^m    ^^W<^^^ 
FtmJction,  schreibt  man  ferner: 


z^  =  <p(xl..xiy,  p!^  =  "-^^^^',         (i  =  2y3y,.m)y 


und  ist  die  Funktion  ^(^,  x^  . .  XmPi  ■  -  Pm,  c)  an  der  Stelle: 
regulär j  so  besitzt  die  partielle  Differentialgleichung: 

eine  und  nur  eine  Integralfunhtion  2  =  %{x^  ■  -  Xm)y  die  an  der  Stelle 
x^  .  .  x^  regulär  ist  und  vermöge  x^  =  ^J  in  die  vorgeschriebene  Funktion 
(p(x^ .  .  Xm)  übergeht. 

Dafs  es  nur  ein  Integral  z  der  im  Satze  geforderten  Eigenschaft 
geben  kann,  erkennt  man  auch  durch  eine  ähnliche  Überlegung  wie 
am  Schlüsse  des  Art.  62.  Mit  Hülfe  dei-  Relationen  nämlich,  die  sich 
ergeben,  wenn  die  Gleichung  (19)  unbegrenzt  oft  nach  Xj^  .  .  Xm  dif- 
ferentirt  und  dabei  ^  und  seine  Ableitungen  als  Funktionen  der  x  be- 
trachtet, lassen  sich  die  Werte,  welche  die  Differentialquotienten: 

^«l  +  «2-| \-"mz 

(20)  — (a,  >  1) 

an  der  Stelle  ^J .  .  x^^^  annehmen,  der  Reihe  nach  berechnen,   wenn  0^ 
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und  die  Anfangswerte  aller  Ableitungen  (20),  für  die  «^  =  0  ist,  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden.  Darnacb  ist  die  nach  Potenzen  von 
^1  —  ^1  •  •  ^m  —  ^m  foi'tschreitende  Taylor'sche  Entwickelung  der  ge- 
suchten Integralfunktion  z  =  %  durch  die  aufgestellten  Bedingungen 
eindeutig  bestimmt.  Der  Beweis  für  die  Konvergenz  dieser  Reihe 
folgt  aus  obigem  Satze,  lälst  sich  aber  auch  direkt  führen,  und  liefert 
dann  eine  von  der  Theorie  des  Pf  äff 'sehen  Problems  unabhängige  Be- 
gründung unseres  Satzes. 

Aus  diesem  Satze  folgt  ferner  die  Thatsache: 

Wird  bei  der  Methode  des  Art.  315  die  Anzahl  der  willkürlichen 
Relationen  (4)  gr'öfser  als  eins  gewählt,  so  ist  das  so  gewonnene  In- 
tegral entweder  eine  Element- Jlf?^  ((>  <  m),  oder  eine  Integralfläche: 

wobei  aber  dann  %  an  der  Stelle  ^  .  .  ^^  sicher  nicht  regulär  ist.  Dies 
hindert  natürlich  nicht,  dafs  die  m  -\-  1  Definitionsgleichungen  der  be- 
treffenden Integral-itf^  an  der  Stelle  z^ x\.  .  x^^  1>?  •  •  1>^  i^  Sinne  von 
Art.  40  regulär  sind,  wie  in  Art.  315  gezeigt  wurde. 

Schliefslich  ergiebt  sich  aus  unserem  Satze  noch  folgendes  Korollar: 
Es   bedeute  (p{x,^ .  .  Xm c^c^  . .  Cm)   eine   gewöhnliche   Potenzreihe   der 
2  m  —  1   Gröfsen: 


^2  ~  ^h    •  •    ^m 

K„  0,  -  <, 

•  •  «„.  ■ 

-'t., 

und  die  Determinante: 

dx.dcj^ 

(i,  h  =  2,. 

.  ni) 

sei  an  der  Stelle 

x^ 

•<.«?••<„ 

nicht  null;  ferner  werde  gesetzt: 

^  =  w(x^...c 

?M:  19.0  = 

d 

-(-^-y  ,. 

=  *( 

Ä».«^ 

und  es  sei  die  Funktion  ifj  an  der  Stelle: 

z^x^  ..x^p^,..  p^ 

regulär.    Dann  besitzt  die  partielle  Differentialgleichung   (19)   ein   und 
nur  ein  vollständiges  Integral: 

0=  0(Xi  .  .X„,Ci  .  .  Cm)y 

worin  O  an  der  Stelle: 

x^,  ..x^  C%.(^ 

1  ml  m 

regulär  ist  und  vermöge  x^  =  x^  in  die  vcyrgeschriebene  Funktion  cp  übergeht. 


[318,  319]  §  3.     Variation  der  Konstanten.  429 

Setzt  man  z.  B.  q)  ^  y^  -}-  y^^-i  ~\~  '  '  ~h  Tm^m ,  so  kommt  man 
auf  das  in  Art.  313  bestimmte  vollständige  Integral  zurück. 

Unser  KoroUar  ergiebt  sieb  unmittelbar  aus  dem  vorigen  Satze, 
wenn  man  (19)  als  eine  partielle  Differentialgleicbung  mit  den  2  m 
Independenten 

X^  .  .  Xm  C-^C^  •  .  Cm 

betrachtet. 

318.  Ist  durch  das  Gleichungensystem: 

(21)  F(ZX^  .  .  XmPi  .  .Pm)  =  Cy    Sli{zX^  .  .  ^mi>i  •  •  i?m)  =  C;    {1=1,2..  m) 

ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  F  =  c  definirt,  und  werden 
mit  Zj  S^  .  .  Sm  diejenigen  Funktionen  von  z,  x.^^  .  .  XmP^  -  -  Pm^  bezeichnet, 
in  die  sich  ü^  .  .  ü^  vermöge  der  Substitution  p^  =  f  verwandeln,  so 
bilden  die  Gleichungen: 

(22)  Z  =  C^'^    fii2  ==  C^    .  .    Am  ==  Cvi 

für  beliebige  Ci  ein  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen  Gleichung  Vo  =  0, 
d.  h.  es  besteht  eine  Identität: 

(23)  Vo  =  6{dZ  —n,dS2 nmdSm) . 

Damach  sind  die  Z,  Silli  Funktionen  der  Gröfsen  Sl^-jr,;,  und  die 
Gleichungen : 

definiren  eine  Berührungstransformation  der  2m  —  1  Variabein  t,i,i%i. 
So  bilden  z.  B.  die  Gleichungen: 

eine  Berührungstransformation,  und  wir  gelangen  hierdurch  abermals 
zu  dem  in  Art.  313  bestimmten  vollständigen  Integral. 

Aus  dem  speziellen,  in  Art.  309  definirten  vollständigen  Integral 
erhält  man  demnach  das  allgemeinste  vollständige  Integral  dit/rch  hlofse 
Differentiationen  und  Eliminationen. 

Will  man,  dafs  in  der  Identität  (23)  die  Funktion  0  in  den  Fällen 
ß)  und  y)  den  Wert  1  besitze,  also  die  Funktionen  77/,  Ä  von  z  frei 
werden,  so  hat  man  im  Falle  ß)  auf  die  Variabein  Sä^I^  eine  Berüh- 
rungstransformation von  der  besondern,  in  Art.  201  besprochenen  Art, 
im  Falle  y)  dagegen  auf  die  2  m  —  2  Variabein  Tti^i  eine  homogene 
Berührungstransformation  anzuwenden. 

319.  Umgekehrt  läfst  sich  aber  auch  aus  einem  beliebigen  voll- 
ständigen Integral  (21)  das  spezielle  vollständige  Integral  des  Art.  309, 
also  das  System   der  Funktionen  JJ^jt,  gewinnen.     Zu   diesem   Zwecke 
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leiten  wir  aus  (21)  zunächst  die  Gleichungen  (22)  ab,  und  bestimmen 
sodann  mit  Hülfe  der  Identität  (23)  die  Funktionen  q^  U^  .  .  Um  durch 
Auflösung  eines  linearen  Gleichungensystems.     Die  Funktionen: 

Zy  A^  .  .  ^my  n^  .  .  Tim 

sind  dann  2  m  —  1  unabhängige  Integrale  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (3),  und  die  Hauptintegrale  dieser  Gleichung  hin- 
sichtlich x^  =  x^  ergeben  sich  jetzt  durch  Auflösung  der  Relationen: 

Z{Z,  X^  .  .  XmPi  .  .Pm,  C)  =    Z  (t,  X^^,  ^^  .  .  ^m^2  '  -  ^my  c) 

Si{z,  X^  .  .  X,nP^  .  .  Pm,  C)  =   Ä(&  ^/,  k  -'^^2'  •  ^m,  c) 

'  \^7  ^1  •  •  XmP2  '  •  Pmy  ^)  •^■*-t\^y  '^\    j  ^2   '  '  ^»1^2  '  '  ^mj  Cj 

nach  den  Unbekannten  ^,  |,:,  Tt;,. 

Um  aber  aus  einem  bestimmten  vollständigen  Integral  (21)  das 
allgemeinste  vollständige  Integral,  bezw.  die  allgemeinste  nicht  singulare 
Integral-itfw  zu  erhalten,  ist  es  nicht  nötig  die  Funktionen  ^^iiti  zu  be- 
stimmen. Denn  hat  man  aus  (21)  das  System  (22)  und  sodann  mittels 
(23)  die  Funktionen  /Z,:  bestimmt,  so  liefert  eine  beliebige  Berührungs- 
transformation der  2m  —  1  Variabeln  ZtElilli'. 

z  =  0{z,  Ä77,);  Ä-  =  ^i(z,  ^,n,y,  n;  =  w,(z,  s^n,) 

ohne  weiteres  das  allgemeinste  vollständige  Integral: 

J^   =  C,    Zj     =  Cj,    ^2    =  ^2?    •  •    ^w  ^^^  ^m^ 

und  die  allgemeinste  Integral -iltf^  wird  erhalten,  indem  man  in  den 
Relationen  des  Art.  315  die  SI/tt^-  durch  die  grofsen  griechischen  Buch- 
staben ersetzt. 

320.  Wenn  man  im  Falle  y)  die  zweite,  in  Art.  302  gegebene 
Definition  des  Integralbegriffs  anwendet,  und  unter  den  %i\i  wie  früher 
die  Hauptintegrale  hinsichtlich  x^  =  x-^  von  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung : 


versteht,  so  hat  man,  um  alle  Integrale  der  Gleichung  Pi  =  t  zu 
finden ,  alle  m  —  1  -  gliedrigen  Integraläquivalente  der  Pfaff 'sehen 
Gleichung: 

zu  bestimmen;  d.  h.  man  wähle  r  (<  m)  beliebige  Relationen: 

(Oii^2k"U)  =  0         (^=l,2..r) 
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und  füge  die  m  —  1  —  r  Gleichungen  hinzu,  die  sich  durch  Elimination 
der  ki  aus  dem  System: 

1  * 

ergeben;  es  ist  darnach  leicht,  alle  an  der  Stelle  x^  .  .  x^p^  .  .p^  re- 
gulären Integral- ilf^_i  zu  finden.     Da  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

singulare  Integraläquivalente  im  Sinne  von  Art.  190  überhaupt  nicht 
besitzt,  andererseits  die  Relationen  jTg  ==  0,  .  .  7Cm  =  0  auf  das  .  un- 
brauchbare Gleichungensystem  p^  =  0  .  .  pm  =  0  führen,  so  folgt,  dafs 
aulser  den  genannten  keine  andern  Integraläquivalente  der  Pfaff'schen 
Gleichung  V^'  =  0  existiren. 
Definiren  die  Gleichungen: 

ein  vollständiges  Integral  in  der  gegenwärtigen  Bedeutung  dieses  Wortes, 
und  bestimmt  man  mit  Hülfe  der  Identität: 

m 

i){Xi  .  .  XmP2  .  .  Pn^dx^  +  p^dx^  -\ 1-  PnidXm  Ei:  ^  üidSi 

2 

die  Funktionen  TJg  .  .  Um  durch  Auflösung  eines  linearen  Gleichungen- 
systems, so  erhält  man  die  allgemeinste  Integral-Jf^_i  der  gegebenen 
Gleichung  p^  =  ijj  durch  Elimination  der  li  aus  einem  Relationensystem 
der  Form: 

9,(^2  .  .  &,)  =  0,  77,  =  ^  A,  ^'^  (i  =  1  .  .  r;  Ä;  =  2  .  .  m). 


und  das  allgemeinste  vollständige  Integral  wird  gefunden,  indem  man 
auf  die  2  m  —  2  Variabein  Ä;77/  eine  beliebige  homogene  Berührungs- 
transformation ausübt. 

321.  Wenn  ein  aus  Flächen  bestehendes  vollständiges  Integral: 

(24)  ^  =  0(^1  .  .  ^^  C,  q  .  .  Crn) 

der  partiellen  Differentialgleichung: 

(25)  F(0,  X^  ..p„)  =  C'^       Pi=  t(^,  X^  .  .  Xn,P2  ■  'PmC) 

gegeben  ist,  so  nimmt  die  im  Vorigen  auseinandergesetzte  Methode 
zur  Herleitung  des  allgemeinsten  Integrals  folgende  Gestalt  an: 
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Damit  (24)  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  (25)  sei^  ist 
notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  sich  mittels  der  m  Relationen: 

(26)  ^  =  ®,  p,  =  ^..p„  =  ^ 

die  Gröfsen  c^,  .Cm  als  Funktionen  der  2  m  Yariabeln  zx^  .  .XmP^  -  ■  Pm 
ausdrücken  lassen,  und  dafs  sich  durch  Substitution  der  so  erhaltenen 
Werte  die  Gleichung: 

in  die  Gleichung  (25)  verwandelt.  Darnach  geht  durch  unsere  Sub- 
stitution der  Pf  äff' sehe  Ausdruck: 

(28)  dz  —  ö —  dx.  —  • X —  dxrn 

direU  in  dm  Ausdruck: 

V^^dZ  jI)  dX^  ^2  ^^^2  ■  *  ~~  PmdXm 

ühery  und  der  Ausdruck: 

(29)  j^  dc^  +  j^  de, -{ h  ^  äc^, 

verwandelt  sich  vermöge  derselben  Substitution  in  eine  Normalform  von  V^. 
In  der  That,  ersetzt  man  die  Ci  durch  ihre  aus  (26)  folgenden 
Ausdrücke,  so  wird  die  Gleichung  z  =  0  zu  einer  identischen  Relation 
in  den  Yariabeln  zx^  -  .  XmPi  *  .  Pm,  und  durch  totale  Differentiation  der- 
selben folgt: 

B  ^  3  ^  3  ^  3  ^ 

dz  —  -K*-  dx.  —  • K —  dXm  E^  -^—  de.  -\-  '  ■  4-  ^ —  dcm. 

dx^     1  dx^     »"      ac^     1  ^     ^  dc^ 

Auch  in  den  Fällen  ß)  und  y)  ist  der  Ausdruck  (29)  eine  Nor- 
malform von  Vq,  da  jetzt  0  die  Form: 

(p [X-^  .  .  Xm  C-^C^  •  '  Cm)  ~j~  ^i 

besitzt,  also  ^—  ^  1  wird. 
^  dc^ 

Ist  also  ein  vollständiges  Integral  (24)  gegeben,  so  erhält  man 
die  Definitionsgleichungen  der  allgemeinsten  Integral-ilfr«  in  folgender 
Weise : 

Man  verstehe  unter  r  eine  Zahl  der  Reihe  1,  2,  . .  w  und  füge  zu 
einem  beliebigen  r-gliedrigen  Gleichungensystem  der  Form: 

(30)  gp,(q ^2 . .  c^)  =  0         (i  =  1,  2, . .  r) 
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diejenigen  m  —  r  Relationen  hinzu,  die  durch  Elimination  der  k  aus 
den  Gleichungen: 

folgen.  Durch  Elimination  der  Gröfsen  c^  c^ .  .  Cm  aus  den  so  erhaltenen 
m  Gleichungen  und  den  m  -\-  1  Relationen  (26)  (27)  entsteht  ein  m  +  1- 
gliedriges  Gleichungensystem  in  zx^  . .  XmP^^  .  .  Pm  von  der  gesuchten 
Beschaffenheit. 

Die  Annahme  r  =  m  führt  auf  konstante  Ci,  d.  h.  auf  eine  in  dem 
vollständigen  Integral  (24)  enthaltenen  Integralfläche. 

322.  Das  soeben  geschilderte  Verfahren,  mit  Hülfe  eines  voll- 
ständigen Integrals  (24)  alle  übrigen  Integrale  zu  finden,  ist  von 
Lagrange  die  ^^Methode  der  Variation  der  Konstanten'^  genannt  worden. 
Dieser  Bezeichnung  liegt  folgende  Überlegung  zu  Grunde. 

Sind  die  Ci  Konstante,  so  ist  z  =  O  eine  Integralfunktion  der 
Gleichung  (25);  dasselbe  gilt  aber  auch,  wenn  man  die  C/  „variirtf^ 
d.  h.  als  Funktionen  von  XiX2  .  .  Xm  betrachtet,  vorausgesetzt,  dafs  die 
m  -\-  1  Relationen: 

(32)  $  =  ||         (^=1,2,...«) 

für  jedes  beliebige  Wertsystem  x^  .  .  Xm  erfüllt  sind,  wenn  rechts  die  C;, 
durch   ihre  Ausdrücke   in  den  Xi  ersetzt  werden,  und  z  die  Funktion: 

\OÖJ  W  \X^  X2  .  .  Xm  C,  Ci  [X-^^  .  .  Xm)  •  .  Cm  \Xi  •  •  ^m)] 

bedeutet.  Umgekehrt,  soll  z  eine  Integralfunktion  von  (25)  sein,  so 
müssen  sich  m  Funktionen  Ci^x^x^  .  .  Xm)  so  bestimmen  lassen,  dafs  die 
Relationen  (32)  für  jedes  Wertsystem  x^  .  .  Xm  erfüllt  sind  und  z  mit 
der  Funktion  (33)  identisch  wird.  Beide  Behauptungen  folgen  un- 
mittelbar aus  der  Thatsache,  dafs  die  Gleichung  (25)  das  Resultat  der 
Elimination  der  C/  aus  dem  System  (26)  (27)  ist.  Durch  totale 
Differentiation  der  Identität: 

(34)  Z  -=-  <^{Xi  .  .  Xrny  C,  q  (X^  .  .  Xm)  .  .CmiXi,.  X^)) 

findet  man  aber:  die  gesuchten  Funktionen  <2?,  q  .  .  c,„  müssen  so  be- 
schaffen sein,  dafs  die  beiden  Pfaff 'sehen  Ausdrücke  (28)  und  (29) 
identisch    werden.      Ersetzt    man    in    (28)    das    Differential    dz    durch 

seinen  Wert    "^  0 — dXiy   so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (32),  dafs  die 

Funktionen  c,,  in  (29)  substituirt,  diesen  Pfaff 'sehen  Ausdruck  zum 
Verschwinden  bringen  müssen;  die  Gleichungen: 

Ci  =  Ciix^x^  .  .  X,,,)         (/  =  1  .  .m) 

V.  Weber,  Das  Pfaffache  Problem.  28 
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bilden  also  ein  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen  Gleichung: 

(35)  -^  ^^1  H f-  1^  ^^-  =  ^^ 

wenn  darin  x^  , .  Xm  c^  .  .  Cm  als  Independente  betrachtet  werden,  und 
ergeben  sich  sonach  aus  einem  Gleichungensystem  der  Form  (30)  (31) 
durch  Elimination  der  A.  Sind  umgekehrt  die  Gröfsen  C;,  durch  ein 
derartiges  Gleichungensystem  als  Funktionen  der  x  definirt,  so  folgt  ^ 
aus  der  Identität  (34),  und  die  Identitäten  (32)  sind  jetzt  von  selbst 
erfüllt,  wenn  rechts  die  d  durch  ihre  Ausdrücke  ersetzt  werden,  da  ja 

der   Pfaff'sche   Ausdruck    (29),    also   auch    die   Ausdrücke    ^  -^  -^ 

nunmehr  identisch  verschwinden.  Damit  ist  dann  das  allgemeinste 
Funktionensystem  ^,  q  . .  Cm  der  verlangten  Beschaffenheit,  d.  h.  die 
allgemeinste  Integralfunktion  0  gefunden. 

323.  Der  Pfaff 'sehen  Gleichung  (35)  wird  auch  durch  die  Relationen: 

formal  genügt.  Zunächst  aber  braucht  es  überhaupt  kein  Funktionen- 
system qCg  .  .  Cm  zu  geben,  welches  diese  Relationen  identisch  befriedigt; 
ein  Beispiel  liefert  der  FaU,  dafs  O  eine  der  Konstanten  Ci  additiv 
enthält,  dafs  also  eine  partielle  Differentialgleichung  vom  Typus  ß) 
oder  y)  vorliegt.  Nehmen  wir  aber  an,  es  gebe  ein  Funktionensystem 
Ci(x^X2  . .  Xrn)  der  verlangten  Beschaffenheit;  es  braucht  dann  nicht 
notwendig  ein  Wertsystem  x^  .  .  oc^  zu  geben,  derart,  dafs  gleichzeitig 
die  c.  an  der  Stelle  x^  . ,  x^    und  die  Funktion  0  an  der  Stelle  x^,  .  .  x^ 

i  Im  Im 

cj  .  .  c^  regulär  sind,  wenn 

i  i\    1  mJ 

gesetzt  wird;  d.  h.  es  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  die  Funktion  ^ 
jede  Bedeutung  verliert,  wenn  man  darin  für  die  Ci  die  aus  (36)  be- 
rechneten Funktionen  der  Xi  substituirt  denkt. 

Es  möge  nun  ein  Wertsystem  x^  .  .  x^  der  soeben  genannten  Be- 
schaffenheit wirklich  existiren,  und  es  werde  überdies  angenommen, 
dafs  die  Determinante: 


(37) 


dx.dcj^ 


{ij  h  =\j2j  .  .  m) 


an  der  Stelle  ic?  .  .  ic°  c?  . .  c^  nicht  verschwinde.     Die  Funktion: 

1  ml  m 

(38)  z=  W(x^x,..Xm), 

welche  aus  0  entsteht,  wenn  man  darin  die  Ci  durch  die  aus  (36)  ent- 
nommenen Funktionen    c.(x^  .  .  x^j    ersetzt,    ist  an   der  Stelle  x^^  .  .  ./f^ 
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regulär^  und  ein  Integral  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung: 

F{Z,  X^  .  .  Xm:P^  .  ,p^)  =  C, 

Fem  er  genügt  die  Funktion   W  den  Identitäten: 

^EEE  0(Xj^  .  .X„,C^  .  .Cm) 

wenn  auf  den  rechten  Seiten  für  die  Ci  die  C/(%  .  .  Xm)  substituirt 
werden. 

Dieses  Integral  (38)  ist  singulär.  In  der  That,  für  jedes  Wert- 
system der  2m  Yariabeln  XiCi  hat  man  die  Identität: 

1^  i  9,  X.   .  .  Xmy     ö ö I  ^  C, 

und  durch  Differentiation  derselben  nach  Ci  folgt: 

/on\  cF  d^   .    ^  dF    a'^        n       /•      1        \ 

(39)  -^^  •  ö h  X'  ö —  -ö — ö—  ^^0         U=l  .  .m). 

^     ^  öz     de.    ^   j^md   öp^   ^x^cc.  ^  ^ 

In  den  Ausdrücken  -k-,  -. —  hat  man   die  Gröfsen  z  und  p  bezw. 

OZ  '     CPg  ^ 

durch  O  und  ^ —  zu   ersetzen.     Die   Identitäten   (39)   gelten  natürlich 

auch  noch,  wenn  man  für  die  c,  ihre  aus  (36)  entnommenen  Werte  in 
den  X  einsetzt.     Vermöge  dieser  Substitution  aber  verwandeln  sich  die 

Ableitungen  ^ —  in  ^ —  und  ^  in  ^,  ferner  die  Identitäten  (39)  in 
die  folgenden: 

m 

und  da  die  Determinante  (37)  infolge  unserer  Substitution  nicht  identisch 
null  ist,  so  genügt  die  Funktion  ?P'in  der  That  den  m  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

was  zu  zeigen  war  (vgl.  die  Schlufsbemerkung  des  Art.  316). 

Die  Annahme,  dafs  die  Determinante  (37)  vermöge  der  Gleichungen 
(36)  verschwindet,  führt  zu  sehr  verwickelten  Betrachtungen,  auf  die 
hier  nicht  eingegangen  werden  kann. 

324.  Die  Methode  der  Variation  der  Konstanten  gestattet  eine 
geometrische  Interpretation,  die  sich  auf  den  Begriff:  „Enveloppe  einer 

28* 
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Flächenschar"  gründet.     Ist  eine  r-gliedrige  Flächenscliar: 

(40)  Z  =  0(X^X2  .  .  XmCCiCC2  •  '  «r) 

gegeben,  worin  die  Gröfsen  cc^  .  .  ar  (r  -^  m)  willkürliclie  Konstante 
bedeuten,  so  verstellt  man  unter  ihrer  „Enveloppe'^  oder  „einhüllenden 
Fläche"  diejenige  Fläche,  deren  Gleichung: 

(41)  z  =  ^(x^x,  .  .  x„,) 

sich  ergiebt,  indem  man  die  «/  mittels  der  Relationen: 

(42)  1^  =  0,     1^  =  0     •■     1^  =  0 

als  Funktionen  von  x^^  .  .  Xm  berechnet  und  in  (40)  einsetzt.  Dabei 
wird  natürlich  eine  solche  Beschaffenheit  der  Funktion  Q  voraus- 
gesetzt, dafs  die  genannten  Operationen  einen  funktionentheoretischen 
Sinn  haben. 

Die  Gleichungen  (40)  (42)  definiren  für  jedes  Wertsystem  der 
Konstanten  «/  eine  gewisse  m  —  r-fach  ausgedehnte  Punktmannigfaltig- 
keit des  Raums  Rm^i(zXj^  .  .  Xm),  die  der  betreffenden  Fläche  (40)  und 
allen  dazu  unendlich  benachbarten  Flächen  der  Schar  gemeinsam  ist. 
Die  Enveloppe  (41)  enthält  alle  diese  r-fach  unendlich  vielen  Punkt- 
pm—rf  d.  h.  sie  wird  von  ihnen  „erzeugt^'.  Jede  einzelne  Fläche  (40) 
unserer  Schar  enthält  eine  solche  ^im—r  und  berührt  in  allen  Funhten 
der  letzteren  die  ümhüllungsfläche. 

In  der  That,  betrachtet  man  eine  bestimmte  Fläche  der  Schar  (40) : 

(43)  Z  =  ^{Xj^X^  ,  .  Xm  CC^^C(2^  .  .  «r^) 

und  ist  z^x^  .  .  x^^  ein  Punkt  der  auf  ihr  gelegenen  Punkt-ft^-r,  d.  h. 
befriedigen  die  Konstanten  z^x^  .  .  x^a^  .  .  a^  sämtliche  r  -{-  1  Glei- 
chungen (40)  (42),  so  reduziren  sich  die  r  Funktionen  ai(xi  .  .  Xm), 
welche  durch  die  Relationen  (42)  definirt  werden,  bezw.  auf  «/^,  wenn 
darin  die  Xk  durch  Xk^  ersetzt  werden.     Man  hat  nun: 

X{  —  xi  «j  —  X{  xi  —  xi  ,  aj^—  a^  xi  —  Xj 

_  /g^(^i-.^^V-.  ^,0)\ 


-(■ 


dxj^ 


_..o 


Demnach  besitzen  die  beiden  Flächen  (41)  und  (43)  in  ihrem  gemein- 
samen Punkte  z^x^^  .  .  x^  dieselbe  Tangentialebene,   was  zu  zeigen  war. 
Betrachten  wir  beispielsweise  im  Raum  R^(xyz)  eine  eingliedrige 
Flächenschar: 
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V{xyza)  =  0, 
so  definirt  diese  Gleichung  zusammen  mit  der  folgenden: 

|I  =  o 

Ca 

einfach  unendlich  viele  Raumkurven,  welche  die  ümhüUungsfläche  der 
Schar  erzeugen.     Jede   einzelne  Fläche   der  Schar  enthält    eine    dieser 
Raumkurven,  und  berührt  längs  derselben  die  einhüllende  Fläche. 
Ist  andererseits  eine  zweigliedrige  Flächenschar  gegeben: 

(44)  Vipcyzal)  =  0 

und  eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  die  a,  h  mittels  der  Relationen: 

so  entsteht  die  Gleichung  einer  Fläche,  und  diese  wird  von  jeder 
einzelnen  Fläche  (44)  in  denjenigen  Punkten  berührt,  die  auf  der 
letzteren  durch  die  Gleichungen  (45)  bestimmt  werden. 

Wir  interpretiren  nun  das  vollständige  Integral  (24)  der  gegebenen 
partiellen  Differentialgleichung  i^  ==  c  als  eine  w-gliedrige  Flächenschar 
mit  den  arbiträren  Konstanten  c^c^  .  .  Cm ,  und  greifen  aus  dieser 
Schar  diejenigen  m  —  r-fach  unendlich  vielen  Flächen  heraus,  deren 
Parameter  Ci  die  r  beliebig  gewählten  Relationen  (30)  erfüllen.  Als 
arbiträre  Parameter  dieser  Schar  können  die  Grölsen  Cr-\-i  .  .  Cm  ge- 
nommen werden,  wenn  die  Gleichungen  (30)  nach  q  .  .  c^  auflösbar 
sind.  Man  erhält  nun  offenbar  die  Enveloppe  dieser  m  —  r-gliedrigen 
Schar,  indem  man  die  Gröfsen  l  und  c  aus  den  Relationen  (24)  (30) 
(31j  eliminirt,  und  diese  Fläche  befriedigt  offenbar  die  gegebene  par- 
tielle Differentialgleichung  F  =  c,  wie  aus  der  vorhin  bewiesenen 
Eigenschaft  der  Umhüllungsfläche  unmittelbar  hervorgeht.  Umgekehrt, 
ist  eine  beliebige  Integralfläche  J  der  partiellen  Differentialgleichung 
F=c  gegeben,  und  betrachten  wir  ein  beliebiges  Flächenelement  E 
der  Fläche  «7,  so  giebt  es  im  allgemeinen  eine  und  nur  eine  Fläche 
der  Schar  (24),  welche  das  Element  E  enthält.  Denken  wir  uns 
solcherweise  zu  jedem  Flächenelement  von  J  die  zugehörige  Fläche  der 
Schar  (24)  bestimmt,  so  erscheint  J  als  Enveloppe  einer  aus  (24) 
herausgegriffenen  Flächenschar ;  mithin  kann  jede  '  Integralfläche  der 
Gleichung  F  =  c  auf  dem  vorhin  angegebenen  Wege  durch  Enveloppen- 
hildung  geivonnen  werden. 

Eine  beliebig  vorgeschriebene  Flächenschar  (24)  besitzt  natürlich 
im  Allgemeinen  selbst  eine  Enveloppe,  deren  Gleichung  durch  Elimination 


1  2       L 
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der  Ci  aus  (24)  (36)  entsteht,  und  die  jede  Fläche  der  Schar  (24)  in 
einem  oder  einigen  Punkten  berührt;  die  zugehörige  partielle  Differential- 
gleichung besitzt  dann  eine  (und  nur  eine)  singulare  Integralfläche. 
Ist  dagegen  die  partielle  Differentialgleichung  F  =  c  beliebig  gegeben, 
und  ermittelt  man  nach  dem  Verfahren  des  §  2  ein  vollständiges  In- 
tegral (24),  so  tritt  im  Allgemeinen  einer  der  beiden  in  Art.  323 
erwähnten  Umstände  ein,  welche  die  Enveloppentheorie  illusorisch 
machen. 

Ein  genaueres  Eingehen  auf  die  Theorie  der  singulären  Lösungen 
liegt  nicht  im  Plane  dieses  Werkes;  wir  müssen  in  dieser  Beziehung 
auf  die  Originalabhandlungen  verweisen.^) 

§  4.     Cauchy's  Methode;  die  Charakteristiken. 

325.  Wie  in  §  2  denken  wir  uns  mittels  der  Hauptintegrale  ÜiiCi 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

dip   df        (dtp    {^  ^^   I  (^f 
den  Pfaff 'sehen  Ausdruck: 

Vq  EE^  C?;S;  ll^  dx^  —  i?2^^2  *  '  Pmdx„t 

auf  die  Normalform: 

gebracht.  Ist  jetzt  z^x^  .  .  x^p^  .  .p^^  eine  Stelle,  an  der  die  Funktion 
^  und  infolge  dessen  auch  die  SS/tt»  regulär  sind,  so  definiren  die 
2  m—  1  Relationen: 

(2)  g  =  0^',  I,  =  xp;  7t,  =  pP        (i  =  2,  3,  .  .  m) 

ein  Integraläquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung  V^  =  0.  Setzen  wir 
wiederum : 

Pl  =  xl;(^'xl..xlp'^..plc\ 

und  beachten,  dafs  die  Funktionen  ÜiTti  für  x^  =  x^^  bezw.  in  z,  Xipi 
übergehen,  so  erkennen  wir,  dafs  die  Relationen  (2)  zusammen  mit  der 
gegebenen  partiellen  Differentialgleichung: 

(3)  F{ZX^  .  .  XmPi  .  .  Pm)  =  C    oder   p^  =  11){ZX^  .  .  Xr„P2  .  •  Prn  c) 

eine  Integral- Jtfi   dieser  Gleichung  definiren,  d.  h.  also   einen    Streifen 


1)  Insbesondere  auf  die  Abhandlung  Darboux  I. 


[326]  §  4.     Cauchy's  Methode;  die  Charakteristiken.  ,  439 

von  Flächenelementen,  die  alle  die  Gleichung  (3)  erfüllen,  ferner,  dafs 
dieser  Streifen  das  Flächenelement: 


(4)  ^a»..^^p[..tfi„ 

enthält  und  durch  Angabe  desselben  eindeutig  bestimmt  ist.  Wir  be- 
zeichnen einen  solchen  Streifen  als  einen  „charakteristischen  Streifen'^ 
oder  eine  j^CharaJcteristik"  der  partiellen  Differentialgleichung  (3).  Das 
Flächenelement  (4)  nennen  wir  das  „Äusgangselementf'  dieses  Streifens, 
und  sagen  wohl  auch:  der  durch  (2)  und  (3)  definirte  Streifen  „läuft 
von  dem  Flächenelement  (4)  aus"  oder  „geht  durch  dasselbe  hindurch"; 
jedes  von  den  oo^  Flächenelementen  einer  Charakteristik  kann  natürlich 
als  Ausgangselement  derselben  betrachtet  werden,  sofern  es  obigen  Be- 
dingungen genügt. 

Die  (X)^'"  Flächen elemente,  welche  die  Relation  (3)  für  einen  be- 
stimmten Wert  von  c  befriedigen,  lassen  sich  darnach  zu  oo^"*— i  cha- 
rakteristischen Streifen  derart  zusammenordnen,  dafs  durch  jedes 
Flächenelement,  dessen  Koordinaten  die  Relation  p^  =  ifj  befriedigen, 
ein  und  nur  ein  solcher  Streifen  hindurchgeht. 

326.  Ist  eine  beliebige  andere  Normalform: 

Vo  =  6(dZ  —  n^dS2 nrr4&) 

des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks  V^  gegeben,  so  stellen  die  Relationen: 

5)  Z=y,  Ä  =  Yi,  Ui  =  ri         (i  =  2,  3,  .  .  m) 

worin  die  j^,  /  arbiträre  Konstante  bedeuten,  mit  (3)  zusammen  eben- 
falls die  oo^'"""^  charakteristischen  Streifen  unserer  partiellen  Differen- 
tialgleichung dar. 

Denn  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (5)  bilden  ebenfalls  ein 
System  von  2  m  —  1  unabhängigen  Integralen  der  linearen  homo- 
genen Gleichung  (1);  m.  a.  W.  die  Relationen  (5)  sind,  ebenso  wie 
die  Gleichungen  (2),  die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  simul- 
tanen Systems: 

(*  =  2,  3,  .  .  m). 

Ist  nun  insbesondere  ein  aus  Flächen  bestehendes  vollständiges 
Integral: 

Z  =  9 [X-^^  .  .  Xfn  C,  Cj  C2  .  .  Cm) 

der  partiellen  Differentialgleichung  (3)  gegeben,  so  ist  nach  dem 
vorigen  §  der  Ausdruck: 
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d^ 

w. 


dc,+ 


eine  Normalform   von  Vq,  wenn  man  darin   die  Gröfsen  Ci  mittels  der 
Relationen : 


0) 


^;P2 


dx^ 


Pm  = 


dx^ 


als  Funktionen  von  z,  x^ 
Relationen: 


Xm  P2  '  'Pm  ausdrückt.      Mithin   bilden   die 


(8) 


de. 


+^.|!=o 


(*  =  2,  3  .  .  m) 


mit  (7)  zusammen  die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  simultanen 
Systems  (6),  wenn  h^  .  .  hmC-^  .  .  Cm  arbiträre  Konstante  bedeuten;  m.  a.  W., 
die  Relationen  (3)  (7)  (8)  stellen  ebenfalls  die  cjo^"^*""^  charakteristischen 
Streifen  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  dar. 

Indem  wir  obigen  Satz  für  die  Fälle  ß)  und  y)  besonders  for- 
muliren,  erhalten  wir  unmittelbar  folgendes  Theorem: 

Es  sei  gegeben  ein  simultanes  System  gewöhnlicher  Differentialglei 
chungen  von  folgender  Gestalt: 

^  ^  dx  dp{^     dx^        ox.         ^  '    '  ^' 

worin  x^  . .  Xmp^  .  .  pm.  die  unbekannten  Funktionen,  x^  die  unabhängige 
Variable   und  i^   eine  ganz   beliebige  Funktion  der  2  m — 1    Variabein 
x^x^  .  .  XmP2 '  -  Pm  bedeuten. 
Ist  dann: 

Z  =    *ir  yX^  X^  •  •  Xm  ^2  ^3  •  •  ^»»/      I     ^1 

ein  beliebiges  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung: 


(10) 


dx. 


-  =  ijj  (x. 


dz\ 


SO  erhält  man  die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems 
(9),  indem  man  die  2m  —  2  Relationen: 


Pi^ 


dx, 


h  = 


{i  =  2j?>, .  .  m) 


nach  den  arbiträren  Konstanten  b^  .  .  b,n  c^  . .  c,,^  auflöst. 


Die  beiden  Integrationsprobleme  (9)  und  (10)  sind  daher  voll- 
ständig äquivalent,  da  ja  auch  umgekehrt  die  Herstellung  des  all- 
gemeinsten, nicht  singulären  Integrals  von  (10)  auf  die  Integration 
des  simultanen  Systems  (9)  und  eine  Quadratur  zurückgeführt  werden 
kann  (vgl.  den  vorigen  §). 
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327.  Zu  einer  andern  analytischen  Darstellung  der  charakteristischen 
Streifen  der  Gleichung  (3)  gelangt  man  folgendermafsen.     Es  sei: 

(11)  Z  X^  .  .XmP^  .  .'p'n, 

ein  nwlit  singuläres  Flächenelement  der  partiellen  Differentialgleichung 
F=c  (Art.  316),  d.  h.  eine  Stelle,  an  der  F  regulär  ist  und  den 
Wert  c  annimmt,  und  an  der  nicht  alle  Ausdrücke: 

dF_    dF_   djB^  ,      a^a^,      a_F 

verschwinden.  Ferner  sei  q  eine  beliebige,  an  der  Stelle  (11)  reguläre 
und  nicht  verschwindende  Funktion  der  2  m  -{-  1  Variabein  sXiPi,  end- 
lich T  eine  beliebige  Konstante.  Dann  besitzt  die  partielle  Differen- 
tialgleichung: 

(12)  0  =  K+p[J'/-]  =  0') 

2m  -\-  1  Hauptintegrale: 

(13)  (p(t,0jX^..XmPi..Pm)]      (pi(t,Z,..prn)'-,       COi(t,  Z,  .  .  Pm) 

(i  =  1,  2, .  .  m) 

welche  als  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Grölsen: 

t  —  r,  z  —  /,  Xi  —  Xi\  pi  —  pi         (i  =  1  .  .  m) 

darstellbar  sind,  und  für  t  =  t  bezw.  in  ^,  Xi^  pi  übergehen.  Ist  jetzt: 

(14)  ^afi^..af>^pl.pl 

ebenfalls  ein  nicht  singuläres  Flächenelement  der  Gleichung  F  =  c^ 
für  welches  die  Funktion  q  von  Null  verschieden  ist,  und  für  welches 
die  Potenzreihen  (13)  konvergiren,  so  lassen  sich  die  Relationen: 

9  (^;  ^;  ^1  •  •  Pj  =  9>  (^,  A  K  •  'PD 
(p.(t,  ZyX^..  pJ  =  q).{t,  z\  x\  .  .  jO^) 


in  folgender  Weise  auflösen: 

x.^  =  L{t,  ^,  a^  . .  <;p;  . .  pl)        (»  =  1,  2, . .  m), 

p,  =  ii.it,  ^,K--K.Pi--pV 


(15) 


')  [-^^-|te(Ä  +  ^«g)-6|+-©gj- 
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worin  die  rechten  Seiten  gewöhnliche  Potenzreihen  der  2  m  -\-  2  Gröfsen: 

t  —  T,    Z^  —  Zj    XP  —  x!y  pP  —  p/ 

bedeuten,  also  nach  Art.  52  durch   eine  einfache  Änderung  der  Argu- 
mente aus  den  Potenzreihen  (13)  erhalten  werden  können. 

Die  Funktionen  X)  ^h  ^i  ^^^^  nach  Art.  52   diejenigen   Integral- 
funktionen des  simultanen  Systems: 

dz  'S!      dF 

^     ^       dx,  ^F     dp,  /dF  a2^\ 


die  vermöge  t  =  x  bezw.  die  Werte  s^xPpi^  annehmen. 

Die  Relationen  (15)  definiren  augenscheinlich  den  charakteristischen 
Streifen  von  (3)  mit  dem  Ausgangselement  z^xppP.  Diese  analytische 
Darstellung  ist  insofern  etwas  allgemeiner  als  diejenige  des  Art.  325, 
als  sie  auch  solche   Charakteristiken   umfafst,   deren  Ausgangselement 

(14)  zwar  nicht  sinsfulär  ist,  aber  alle  Relationen  75 —  =  0,  .  .  -?^ —  =  0 

befriedigt;  in  diesem  Falle  werden  aber  die  Funktionen  %,  A^  .  .  Xm,  die 
auf  den  rechten  Seiten  von  (15)  auftreten,  alle  von  t  ganz  unabhängig, 
reduziren  sich  also  auf  die  Konstanten  z^x^..x^^  resp.;  die  Punkt- 
mannigfaltigkeit, an  die  sich  unsere  Charakteristik  anschliefst,  ist  sonach 
in  diesem  Falle  keine  Raumkurve,  sondern  besteht  aus  dem  einzigen 
Punkte  z^'x^,  . ,  x^  . 

1  m 

Ist  das  Flächen  Clement  (14)  singulär,  so  stellen  die  Gleichungen 
(16)  überhaupt  keinen  Streifen  dar,  da  sich  ihre  rechten  Seiten  alle 
auf  Konstante  reduziren  (Art.  52,  Schlufsbemerkung). 

dF 
Wählt    man    in    der   Gleichung   (12)  für  q  die  Funktion    1  :  ^— , 

und  ist  dementsprechend  die  Ableitung  ^—    an    der  Stelle    (14)    nicht 

null,  so  erhält  die  Funktion  A^  die  Form  t  —  "p  +  ^1^;  ersetzt  man 
in  den  übrigen  Funktionen,  die  auf  den  rechten  Seiten  von  (15)  auf- 
treten, t  —  t  überall  durch  x-j^  —  x^^,  so  gewinnt  man  folgende  Dar- 
stellung der  Charakteristik  mit  dem  Ausgangselement  (14): 

z=^(x^,z^,x^^..xl,pl..pl) 
wo  die  rechten  Seiten  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Gröfsen: 
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^1    —  ^\1    ^^  —  ^1    ^^    —  ^A   P'-^  Vi  (^  =   1?  2?   •  •  ^) 

bedeuten.  Man  erhält  diese  Gleich ungen  auch^  wenn  man  unter  den 
Ausdrücken : 

(17)  Z{Z,  X^  .  .  Xm  Pi  .  .  Pm)j       &{0,  .  .  Pm),       Uki^,  .  .  p„) 

(i  =  2,  3, .  .  m;  h  =  1  .  .m) 
die  Hauptintegrale  der  partiellen  Differentialgleichung: 

[Ff]  =  0 
hinsichtlich  x^  =  x^  versteht,  und  die  Relationen: 

nach  zXiPi  auflöst.  Eliminirt  man  mittels  der  gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung  p^  =  tl)  die  Variabele  p^  aus  den  Funktionen: 

Z,  A2  '  '  Amy    n^  .  .  Tlmj 

so  erhält  man  die  Funktionen  J,  ^iiii  des  Art.  325  und  damit  die 
frühere  analytische  Darstellung  der  Charakteristiken  wieder. 

328.  Wir  lassen  im  Folgenden  diejenigen  Integrale  der  Gleichung 

F  =  c,  die  aufserdem   noch   die  Relation  ^ —  =  0  erfüllen,   aufser  Be- 

tracht.  Jede  andere  Integral-illf;;^  unserer  Gleichung  wird  dann  nach 
Art.  315  und  316  durch  ein  m-gliedriges  Gleichungensystem  der  Form: 

(18)  p,  =  r,  ^i{l,  S2  .  •  Sm,  fe  .  •  W  =  0         (i  =  1  . .  m) 

dargestellt  werden.  Jede  Integral-Mm  wird  also  von  m  —  1  -fach  un- 
endlich vielen  CharaUeristihen  erzeugt,  d.  h.  sie  entsteht  dadurch,  dafs 
man  aus  der  Gesamtheit  der  oo^^-i  charakteristischen  Streifen  m  —  1- 
fach  unendlich  viele  in  geeigneter  Weise  herausgreift.  Umgekehrt  ist 
jeder  Elementverein,  der  von  oo'"'-—'^  charakteristischen  Streifen  der  Glei- 
chung pi==  f  erzeugt  wird,  eine  Integral-Mm  dieser  Gleichung.  Derselbe 
Sachverhalt  lälst  sich  auch  so  ausdrücken: 

Enthält  eine  Integral- M^  der  gegebenen  partiellen  Differentialglei- 
chung ein  nicht  singuläres  Flächenelement: 

(19)  «»a^..  «.>;..  ^», 

dieser  Gleichung,  so  enthält  sie  den  ganzen,  von  diesem  Flächenelement 
auslaufenden  charakteristischen  Streifen. 

In  der  That,  wenn  die  Integral-ilf^  das  Flächenelement  (19)  ent- 
hält, und  wenn  die  Funktion  i)  an  der  Stelle  z^x^^  .  .  x^p?^  .  .  p^^  regulär 
ist,  so  kann  unsere  Integral- Jf^^^  durch  ein  Gleichungensystem  der  Form 
(18)    dargestellt    werden,    worin    die    ^ti^i    die    bisherige   Bedeutung 
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haben;  sie  enthält  also  thatsächlich  sämtliche  Flächenelemente  des 
Streifens: 

Pi  =  t,  S  =  ^^  ii  =  ^o  ^i  =  ^P         (}  =  2,  3,  .  .  m). 

Unser  Satz    ist  zunächst   nur  für  solche  nicht-singuläre  Flächen- 

elemente  (19)  bewiesen,  die  nicht  alle  m  Gleichungen  ^ —  =  0,  ^ —  =  0  .  . 

erfüllen;  später  wird  sich  zeigen,  dafs  diese  Einschränkung  nicht 
nötig  ist. 

Enthalten  demnach  zwei  verschiedene  Integral- Jf„,  der  partiellen 
Differentialgleichung  F  =  c  dasselbe  nicht  singulare  Flächenelement 
(19),  so  enthalten  sie  die  ganze,  von  ihm  auslaufende  Charakteristik; 
berühren  sich  insbesondere  zwei  Integralflächen  in  einem  Punkt 
z^x^^  .  .  ^^  und  sind  pj  .  .  j9jj^  die  übrigen  Koordinaten  ihres  gemeinsamen 
Flächenelements,  so  berühren  sie  sich  längs  der  ganzen  Charakteristik, 
die  durch  das  Flächenelement  (19)  hindurchgeht,  vorausgesetzt,  dafs 
letzteres  nicht  singulär  ist. 

329.  Das  Theorem  der  vorigen  Nr.  ist  auch  eine  unmittelbare 
Folge  des  Satzes,  den  wir  am  Schlüsse  des  Art.  245  ausgesprochen 
haben,  und  den  wir  für  den  vorliegenden  Zweck  so  formuliren  wollen: 

Befriedigt  ein  m  -\-  1-gliedriges  Relationensystem: 

(20)  ß,-(^,  Xj^  .  .XmP^-  .  PmC)  =  0  (*  =  1,  2, .  .  m  +  1) 

die  Ff  äff' sehe  Gleichung: 

dz  —  p^dx^  —  • PmdXm  =  0, 

und  umfafst  es  die  Relation: 

F(ZX^  .  .Xn,p^  .  .prt)  =  C, 

SO  gestattet  es  die  infinitesimale  Transformation  [Ff],  d.  h.  alle  Aus- 
drüche  [-F^ßJ  verschwinden  vermöge  (20)  identisch. 

o  jp 

Ist  nun  (19)  ein  Wertsystem,  für  welches  F  regulär  und  ^ —  von 

null  verschieden  ist,  und  bedeuten  die  Funktionen  (17)  die  Haupt- 
integrale hinsichtlich  x^  =  x-^^  der  linearen  homogenen  Gleichung 
[Ff]  =  0,  so  kann  man  diese  Funktionen  neben  x^  als  neue  Variable 
in  das  Relationensystem  (20)  einführen.  Enthielte  dann  das  trans- 
formirte  System  eine  Gleichung  der  Form: 

;ri  =  0(Z,  ^2..^^77i../7^) 

so  müfste  man  vermöge  (20)  identisch  haben: 
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Da  aber  auf  der  rechten  Seite  dieser  Identität  alle  Terme  bis  auf  den 
ersten  null  sind,   so  müfste  ö —  vermöge   (20)   verschwinden.     Ist   also 

letzteres  nicht  der  Fall,  so  verwandelt  sich  das  System  (20)  vermöge 
unserer  Yariabelntransformation  in  ein  Gleichungensystem,  das  nur  die 
Yariabeln  Z^  %JIk  enthält.  Ersetzt  man  eine  dieser  Relationen  durch 
die  gegebene  Gleichung  p^  =  tjj  und  eliminirt  mittels  derselben  die 
Gröfse  p^  aus  den  übrigen,  so  entsteht  ein  System  der  Form  (18). 

330.  Um  die  allgemeinste  nicht  singulare  Integral- Jf„j  der  Glei- 
chung F=c  zu  finden,  mufs  man  aus  der  Gesamtheit  der  oo^"^—^ 
charakteristischen  Streifen  eine  Schar  von  m  —  1-fach  unendlich  vielen 
derart  herausgreifen,  dafs  dieselben  einen  Elementverein  bilden.  Auf 
welche  Weise  dies  zu  geschehen  hat,  ergiebt  sich  aus  Art.  315  ohne 
weiteres.  Durch  eine  leichte  Modifikation  der  dort  gebrauchten  Be- 
zeichnungen erhält  man  folgende  Regel: 

Man  bestimme  das  allgemeinste  m-gliedrige  Gleichungensystem: 

(21)  Qi{s,  X^  .  .  Xrr,P^  •  .Pm)  =  0  (i  =  1,  2,  .  .  m) 

welches  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

d^  P2^^2  jPs^^S  •  •  PmdXm  =  0 

erfüllt,  und  ersetze  darin  die  zxipi  bezw.  durch  die  Funktionen  J^,:;?«. 
Die  so  entstehenden  m  Relationen  definiren  dann  mit  p-^  =  ip  zusammen 
die  allgemeinste  Integral- Jf^  dieser  Gleichung. 

Die  Relationen  (21)  müssen  also  zusammen  mit  den  Gleichungen 
x^  =  a?!^;  jPi  =  ^  eine  Integral-Mm-i  der  gegebenen  partiellen  Differen- 
tialgleichung p^  ■■=  tl)  definiren-,  mit  Rücksicht  darauf  können  wir  die 
vorige  Regel  auch  so  aussprechen: 

„Man  bestimme  eine  beliebige  Integral-Mm—i  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung p^  =  t}  deren  zugehörige  PunJämannigfaltigkeit  in  der 
Ebene  x^  =  x^  gelegen  ist.  Die  oo'^—'^  charahteristischen  Streifen,  die 
hezw.  von  den  Flächenelementen  dieser  Mm—i  auslaufen,  erzeugen  die 
allgemeinste  Integral-Mm  der  gegebenen  Gleichung;  und  es  giebt  auch  nur 
eine  Integral-M^,  welche  die  gegebene  Integral-Mm- 1  enthält/^ 

Der  Satz  gilt  zunächst  nur  unter  der  Annahme,  dafs  die  betrachtete 

Ausgangs- M„i-i'  nicht  alle  m  Relationen  =0    befriedigt;    später 

^  wird  er  unter  der  allgemeineren  Voraussetzung  bewiesen,  dafs  die  Aus- 
gangs-itf^^,_i  nicht  lauter  singulare  Flächenelemente  enthält. 

381.  Eine  Integral-ilf„,_i  von  der  im  vorigen  Satze  geforderten 
Beschaffenheit  wird  z.  B.  gebildet  von  allen  Flächenelementen,  welche 
sich  an  die  Punktmannigfaltigkeit: 


446  Kap.  XII.     Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  [331] 

anschliefsen.  Wir  kommen  so  auf  das  im  Artikel  317  genannte  In- 
tegral zurück. 

Eine  andere  Kategorie  von  Integral-ilf„,_i  der  vorhin  genannten 
Eigenschaft  wird  erhalten,  wenn  man  alle  diejenigen  oo^'—^  Flächen- 
elemente betrachtet,  welche  zu  einem  bestimmten  Punkt  P  mit  den 
Koordinaten  z^x\  .  .  x*^^  gehören  und  der  Gleichung  p^  =  il)  genügen. 
Die  m -\- 2  Definitionsgleichungen  einer  derartigen  Integral- il[f;^,_i 
lauten  daher: 

p.  =  ih:  0  =  s^:  X,  =  af!  .  .  X    =  xP  , 

-^1  ^  '  '1  1  m  m 

Wir  bezeichnen  ein  solches  Gebilde  als  einen  ^,ElementarJcegeV' 
der  partiellen  Differentialgleichung  p^  =  ^^  und  den  Punkt  F{z^x\ .  .x^^) 
als  dessen  „Spitze". 

Betrachten  wir  z.  B.  den  Fall  m  ==  2,  so  giebt  es  cx)^  Flächen- 
elemente xyzpq  des  B^{xyz)j  die  eine  partielle  Differentialgleichung: 

p=7p(xy0q) 

befriedigen  und  einen  bestimmten  Raumpunkt  F{xys)  enthalten.  Die 
Ebenen  dieser  oo^  Flächenelemente  umhüUen  im  allgemeinen  einen 
Kegel  mit  der  Spitze  F,  dessen  Gleichung,  in  laufenden  Koordinaten 
li^J  geschrieben,  durch  Elimination  der  Gröfse  g  aus  den  beiden 
Gleichungen: 

S  —  ^  =  ^(1  —  ^)  +  2(^  —  2/);  -^{i  —  ^)  +  n  —  y  =  ^^ 

in  der  Gestalt: 

t  —  z    V  —  y\ 


n-.^'^>K'I^I)=o 


erhalten  wird.     Der  Elementarkegel  kann  auch  in  einen  Ebenenbüschel 
ausarten,  wenn  nämlich  die  gegebene  Gleichung  die  Form: 

p  =  Ä(xy0)q  -f  B(xy0) 

besitzt,   also   linear  ist.     Eine  ähnliche   geometrische  Interpretation  ist 
auch  im  Fall  m  >  2  anwendbar.     (Vgl.  auch  Art.  178.) 

Die  charakteristischen  Streifen,  welche  bezw.  von  den  Flächen- 
elementen des  Elementarkegels  mit  der  Spitze  P  auslaufen,  erzeugen 
eine  Integral- Jf^ ,  deren  analytische  Darstellung  durch  die  m  -\-  1 
Gleichungen : 

(22)  p^  =  r,i  =  ^',k  =  4--L  =  <, 

gegeben   ist.     Dieser   Elementverein   wird  als  „das  zu  dem  Funkte  F 
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gehörige  Integralconoid"  oder  auch  als  „das  Integralconoid  mit  der 
Spitze  P"  bezeichnet,  und  zwar  deshalb,  weil  er  in  der  Umgebung  des 
Punktes  P  in  erster  Annäherung  mit  dem  zu  P  gehörigen  Elementar- 
kegel zusammenfällt.  Ist  dies  Integralconoid  eine  Fläche^  die  durch 
die  Gleichung: 

definirt  wird,  so  ist  die  Funktion  op  an  der  Stelle  x^  .  .  x^  offenbar 
nicht  regulär,   was  mit  einer  Bemerkung  des  Art.  317   übereinstimmt. 

Das  vollständige  Integral  (22\  das  durch  die  Methode  des  Art.  309 
in  erster  Linie  erhalten  wurde,  besteht  demnach  aus  den  oo^'  Integral- 
conoiden,  deren  Spitzen  in  der  Ebene  x^  =  x^^  gelegen  sind. 

Ist  ein  aus  Flächen  bestehendes  vollständiges  Integral: 

s=  0(rr^  .  ,x„,c^  .  .Cm) 

der  Gleichung  p^  =  tp  gegeben,  so  erhält  man  das  Integralconoid  mit 
der  Spitze  P  offenbar  auch  als  Enveloppe  aller  derjenigen  cx)"*— ^ 
Flächen  obiger  Schar,  die  den  Punkt  P  enthalten,  d.  h.  durch  Elimi- 
nation der  Gröfsen  q  .  .  Cm,  A  aus  den  Gleichungen: 

^  =  0;^„  =  O<,;  |^  +  A^»  =  0         {i=\,%..m), 

worin: 

Q^  ^  ^(icj  .  .  x^  c^  .  ,  c  ) 

0  VI  ml  m/ 

gesetzt  ist. 

Es  giebt  im  allgemeinen,  den  00"*+^  Punkten  des  Raums 
Iimj^x{Zj  x^  .  .  Xn^  entsprechend,  auch  m  +  1-fach  unendlich  viele  Inte- 
gralconoide  der  gegebenen  Gleichung  p-^  =  ^.  Ist  diese  aber  linear, 
so  stellen  die  Relationen: 

oo"*  Raumkurven  dar  (Art.  311);  die  Integralconoide  degeneriren  also 
in  diesem  Falle  in  die  Elementvereine,  welche  sich  bezw.  an  gewisse 
00"*  Kurven  anschliefsen.  Diese  Kurven  sind  nichts  anderes  als  die 
Charakteristiken  der  jetzt  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Pi  =  t 
(Art.  311  und  53). 

Umgekehrt  erkennt  man  leicht,  dafs  die  gegebene  partielle  Dif- 
^  ferentialgleichung  p^  =  ^  notwendig  linear  sein  mufs,  wenn  es  nur 
m-fach  unendlich  viele  Integralconoide  geben  soll.  In  diesem  Falle 
gehört  nämlich  immer  zu  je  00^  Punkten  des  iC+i  dasselbe  Integral- 
conoid; dadurch  ist  eine  „Zerlegung^'  des  P^-fi  in  w^-fach  unendlich 
viele  Raumkurven  gegeben,    derart,    dals  zu  allen  Punkten   derselben 
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Raumkurve  dasselbe  Integralconoid  gehört,  und  dafs  durch  jeden 
Punkt  eine  und  nur  eine  derartige  Kurve  C  hindurchgeht.  Es  sei  C 
eine  solche  Kurve,  P  ein  bestimmter,  P'  ein  beliebiger  Punkt  der- 
selben. Da  nun  die  zu  P,  bezw.  P'  gehörigen  Integralconoide  iden- 
tisch sind,  so  müssen  auch  alle  oo"*— ^  charakteristischen  Streifen,  die 
den  Punkt  P  enthalten,  identisch  sein  mit  den  c»'^'  — ^  Charakteristiken, 
vrelche  von  P'  (bezw.  von  den  Flächenelementen  des  zu  P'  gehörigen 
Elementarkegels)  auslaufen,  da  ja  das  genannte  Integralconoid  nur  von 
oo"*—^,  nicht  von  oo"^  Charakteristiken  erzeugt  sein  kann.  Zu  allen 
Charakteristiken  also,  deren  Ausgangselemente  den  Punkt  P  enthalten, 
gehört  dieselbe  eindimensionale  Punktmannigfaltigkeit  C,  und  die  Element- 
Mmy  die  sich  au  die  Kurve  C  anschliefst,  ist  also  nach  Art.  328  eine 
Integral-itf^  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung,  da  sie  von 
(3Qm— 1  charakteristischen  Streifen  erzeugt  wird.  Sind  also  die  Raum- 
kurven C  durch  die  Gleichungen: 


fi{z,  x^  .  .Xm)  =  Ci  {i 


1,2, 


m) 


definirt,    so    hat   nach  Kap.  VII  unsere  partielle  Differentialgleichung 
notwendig  die  Form: 


1, 

dz 


Vi 


d  X,      dx^ 


Pm 
IL 

dx^ 


Kr, 

dz 


Kn 

dx^ 


Kn 

dx^ 


iL 


CX^ 


=  0, 


was  zu  zeigen  war. 

Die  Integralconoide  können  auch  im  Falle  einer  nicht  linearen 
Gleichung  p^  =  ip  degeneriren,  d.  h.  die  zugehörigen  Punktmaunig- 
faltigkeiten  können  ()-fach  ausgedehnt  sein,  wo  q  eine  Zahl  der  Reihe 
2,  3,  . .  m  —  1  bedeutet.  So  hat  man  z.  B.  Q  ^"ni  —  1,  wenn  die 
gegebene  partielle  Differentialgleichung  dem  Typus  y)  angehört.  Auf 
eine  genauere  Diskussion  der  hier  auftretenden  Möglichkeiten  können 
wir  indessen  nicht  eingehen. 

332.  Hat  man  die  Pfaff 'sehe  Gleichung  V^  ^  0  auf  eine  reduzirte 
Form: 

(23)  dz-n.ds^ n^dSm  =  o, 

worin  die  Funktionen: 

(24)  Z,  Ui,  Ä        (»  =  2,  3, . .  to) 

von  den  Variabein  ZjX^..  x^p^  ■  -Pm  abhängen,  so  bestehen  die  m-{- 1 
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Definitionsgleichungen  für  die  allgemeinste  Integral-itf,,,  der  Gleichung 
p^  =  tf;  aus  dieser  Relation  selbst  und  einem  beliebigen  m-gliedrigen 
Gleicbungensystem : 

'SII(Z,  S2  .  .  &M2  . .  il«)  =  0        (i  =1,2,,.  m\ 

das  die  Pfaff'sche  Gleichung  (23)  befriedigt.  Interpretiren  wir  nun 
die  2  m  —  1  Gröfsen  (24)  als  die  Koordinaten  der  Flächenelemente 
eines  Raums  Bm  mit  den  Punktkoordinaten  Z,  ^^  .  .  Sm,  so  können 
wir  dieser  Thatsache  folgenden  Ausdruck  geben: 

Durch  die  2m — 1  Funktionen  (24)  wird  eine  „Abbildung'^  der 
partiellen  Differentialgleichung  p^  =  ifj  auf  den  Baum  Rm  vermittelt,  in 
dem  Sinne  f  dafs  jeder  Integral-Mm  der  partiellen  Differentialgleichung 
eine  ganz  bestimmte  Element-Mm—i  des  Rm,  und  umgehehrt  jeder  Ele- 
ment-Mm— 1  des  Rm  eine  ganz  bestimmte  Integral-Mm  der  Gleichung 
2\  =  ^  entspricht 

Setzen  wir  die  Funktionen  (24)  beliebigen  Konstanten  gleich,  so 
erhalten  wir  ein  Relationensystem,  das  mit  p^  =  il)  zusammen  eine 
Charakteristik  dieser  Gleichung  darstellt;  demnach  können  wir  hin- 
zufügen: 

Bei  der  genannten  Abbildung  entspricht  jedem  Flächenelemente  des 
Rm  eine  Gharahteristik  der  partiellen  Differentialgleichung  und  umgekehrt, 

333.  Benutzt  man  statt  der  Funktionen  (24)  die  in  Art.  325  ge- 
brauchten Hauptintegrale  f,  J/,  Tti  so  gewinnt  der  soeben  geschilderte 
Abbildungsprozefs  eine  besonders  einfache  Bedeutung. 

Den  Raum  Rm(Xf  I2  •  •  W;  ^^  welchem   wir   die  2m  —  1  Gröfsen: 

als  Elementkoordinaten  interpretiren,  können  wir  jetzt  mit  derjenigen 
w-dimensionalen  ebenen  Punktmannigfaltigkeit  identifiziren ,  welche 
durch  die  Relation  x^  =  x^  aus  dem  Raum  Rm-\-\  izx^  . .  Xm)  aus- 
geschnitten wird.     Durch  jedes  Flächenelement  des  Raums  Rm^\'- 

(25)  ^»^j..^>;..p«. 

dessen  Koordinaten  durch  die  Relation: 

(26)  f^^^(/x\..^^f\..t,c) 
aneinander  geknüpft  sind,  ist  dann  ein  Flächenelement: 

(27)  i>^^..a^^f^..'pl 

des  Rm  bestimmt,  in  dem  Sinne,  dafs  die  zu  dem  Element  (25)  ge- 
hörige Ebene  des  Rm^x- 

V.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  29 
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den  Raum  jR,„  nach  einer  „Ebene"  dieses  Raums  schneidet,  die  durch 
die  Gleichung: 

definirt  wird.  Umgekehrt  ist  durch  jedes  Flächenelement  (27)  des  B^^ 
ein  ganz  bestimmtes  Flächenelement  (25)  des  -R^+i  festgelegt,  wenn 
man  p^  aus  der  Gleichung  (26)  berechnet. 

Wir  drücken  diese  Beziehung  kurz  dadurch  aus,  dafs  wir  sagen: 
das  Flächenelement  (25)  schneidet  aus  dem  Raum  'R^  das  Flächen- 
element (27)  aus,  und  umgekehrt  geht  durch  jedes  Flächenelement  (27) 
dieses  Raums  ein  und  nur  ein  der  Gleichung  p^  =  ^  genügendes 
Flächenelement  des  Rm-j-i  hindurch. 

Die  Relationen: 

(28)        ^^  =  v^;  J  =  ^0,  I,  =  xP,  7Ci  =  pP        (i  =  2,  3, . .  m) 

definiren  nun  den  charakteristischen  Streifen,  der  das  Ausgangselement 
(25)  enthält;  wir  können  daher  sagen:  die  Charakteristik  (28)  schneidet 
aus  dem  Rm  das  Flächen  dement  (27)  aus,  und  ist  durch  Angabe  des 
letzteren  eindeutig  festgelegt. 

Eine  beliebige  Integral- J/;^,  der  Gleichung  Pi  =  t  wird  erzeugt 
von  oo"*—^  Charakteristiken,  von  denen  jede  aus  dem  Rm  ein  Flächen- 
element  dieses  Raums  ausschneidet;  alle  so  erhaltenen  Flächenelemente 
bilden  eine  Element-ill/^_i  des  i?^,  welche,  wie  wir  sagen  können,  von 
der  betrachteten  Integral-iHf^  aus  dem  R^  ausgeschnitten  wird. 

Bedeuten  also  5,  ^/,  tti  die  2  m  —  1  Hauptintegrale  der  linearen 
homogenen  Gleichung  (1)  hinsichtlich  x^  =  x^^,  und  deuten  wir  diese 
Gröfsen  als  Koordinaten  der  Flächenelemente  desjenigen  Raums  Rm,  der 
innerhalb  des  Raums  Rm^iizx^  .  .  Xm)  durch  die  Relation  x^  =  x^  de- 
finirt ist,  so  erhalten  wir  eine  Abbildung  der  Gleichung  p^  =  il^>,  bei  der 
jeder  Charakteristik  dasjenige  Flächenelement,  nach,  dem  sie  den  Rm 
schneidet,  ferner  jeder  Integral-Mm  diejenige  Element-Mm—i  entspricht,  die 
sie  aus  dem  Rm  ausschneidet. 

Umgekehrt  entspricht  bei  dieser  Abbildung  jedem  Flächenelement, 
bezw.  jeder  Element-Mm—i  des  Rm  eine  und  nur  eine  Charakteristik, 
bezw.  Integral-Mm  der  partiellen  Differentialgleichung  p^  =  ip. 

Insbesondere  entspricht  bei  dieser  Abbildung  jedem  Integralconoid 
der  Gleichung  p^=:  f,  dessen  Spitze  P  im  Rm  gelegen  ist,  diejenige 
Element-illfm_i  dieses  Raums,  welche  von  allen  durch  P  gehenden 
Flächenelementen  des  Rm  gebildet  wird,  und  umgekehrt. 

Ist  z.  B.  die  partielle  Differentialgleichung: 
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(29)  p  =  rl^{xyzq) 

gegeben,  und  ist  i/;  an  der  Stelle  x^y^B^q^  regulär,  bezeichnet  man 
ferner  mit: 

t,{xyzq),  ri{xy2q),  x^xyzq) 

diejenigen  Integrale  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

~rx'^  dqdy~^  Vdq~~V  dz~  \d^  '^  ^J^)  W^"^^^ 

die  sich  für  x  =  Xq  bezw.  auf  0,  y,  q  reduziren,  und  deuten  wir  f,  rij  tc 
als  Koordinaten  der  Linienelemente  in  der  Ebene  x^  =  X-^^  (Art.  179), 
so  entspricht  jedem  Verein  von  00^  Linienelementen  dieser  Ebene,  d.  h. 
jedem  zweigliedrigen  Gleichungensystem  in  g,  ^,  x,  das  die  Pfaff'sche 
Gleichung: 

dt,  —  Tcdr^  ==  0 

erfüllt,  eine  Integral-Jfg  ^^^  Gleichung  (29).  So  giebt  es  z.  B.  eine 
und  nur  eine  Integralfläche  von  (29),  welche  aus  unserer  Ebene  die 
durch  die  Gleichung: 

^  =  9^(2/)  • 

definirte  Kurve  ausschneidet;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich  durch  Eli- 
mination von  q  aus  den  Relationen: 

nachdem  man  darin  die  ^^  rj,  oc  durch  ihre  Ausdrücke  in  xyzq  ersetzt 
hat.  Das  Integralconoid  mit  der  Spitze  x^y^z^  erhält  man  durch  Eli- 
mination der  Yariabeln  q  aus  den  zwei  Gleichungen: 

5  =  ^0;  v  =  2/0; 

eine  Elimination,  die  immer  ausführbar  ist,  wenn  1/;  nicht  die  Form 
A{xy3)q  -\-  B{xyz)  besitzt. 

Ist  (23)  eine  beliebige  reduzirte  Form  der  Pfaff'schen  Gleichung 
Vq  ^  0,  so  sind  die  ZSiüi  Funktionen  der  2m —  1  Variabein  t,i,i%i 
allein,  und  zwar  die  rechten  Seiten  einer  Berührungstransformation 
dieser  Gröfsen.     Darnach  können  wir  sagen: 

Aus  der  vorhin  definirten  speziellen  Abbildung  erhalten  wir  die 
allgemeinste,  in  Art.  332  charakterisirte  Abbildung,  indem  wir  auf  die 
2m  —  1  Veränderlichen  ^,  |^,  iti  eine  beliebige  Berührungstransformation 
ausüben;  ebenso  gewinnen  wir  aus  irgend  einer  bestimmten  Abbildung 
ier  genannten  Art  die  allgemeinste  durch  Ausübung  einer  Berührun^s- 
transformation. 

29* 
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334.  Unter  den  mehr  als  m-gliedrigen  Relationensystemen,  welche 
die  Pfaff'sche  Gleichung  V^  =  0  oder: 

befriedigen,  befinden  sich  nach  Kap.  VII  auch  solche,  die  sich  nicht 
durch  die  Variabein  5^,;r,-  allein  ausdrücken  lassen.  Ist  demnach  v 
eine  Zahl  <  m,  so  bilden  diejenigen  Integral- J/,,  der  Gleichung  j\  =  t/;, 
die  sich  durch  ein  Gleichungensystem  der  Form: 

darstellen  lassen,  eine  besondere  Kategorie  von  v-fach  ausgedehnten 
Integralmannigfaltigkeiten;  wir  wollen  dieselben  als  ^charakteristische M^^ 
der  Gleichung  i?i  ==  i^  bezeichnen;  eine  charakteristische  M^  ist  dar- 
nach nichts  anderes  als  ein  charakteristischer  Streifen.  Bei  der  Ab- 
bildung der  vorigen  Nr.  entspricht  jeder  charakteristischen  M^  die 
Element- ifcfv_i,  die  sie  aus  dem  Räume  jR^  ausschneidet,  und  umgekehrt 
geht  durch  jede  Element-3ft,_i  dieses  Raums  eine  ganz  bestimmte 
charakteristische  My  der  partiellen  Differentialgleichung  hindurch. 

Eine  charakteristische  My  ist  offenbar  dadurch  gekennzeichnet, 
dafs  sie  von  oo^~"^  Charakteristiken  erzeugt  wird. 

335.  Wir  betrachten  ein  Flächenelement  E^  mit  den  Koordinaten: 

(30)  ^3«afi^..^^f^p\..pl, 

das  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  p^  =  ip  erfüllt;  ferner 
bedeute  Eq  ein  benachbartes  Flächen  dement,  dessen  Koordinaten  die 
Werte: 

besitzen.     Wir  nehmen  an,  dafs  die  Relationen: 

bestehen,  wenn  mit  ^q  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (26)  bezeichnet 
wird,  dafs  also  Eq  mit  Eq  vereinigt  liegt  und  ebenfalls  die  gegebene 
Gleichung  p^  =  tl^  befriedigt. 

Durch  die  Ausgangselemente  Eq  und  Eq  sind  zwei  unendlich  be- 
nachbarte charakteristische  Streifen  C  bezw.  C  festgelegt.  Ist  E  ein 
bestimmtes  Flächenelement  des  von  Eq  auslaufenden  Streifens  C,  und 
sind  zXiPi  dessen  Koordinaten,  so  sind  die  Gröfsen: 

z  -\-  dz,  Xi  +  dXi,  pi  -f  dpi 
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die  Koordinaten  eines  zu  E  benachbarten  Flächenelements  E'  des 
Nachbarstreifens  C\  falls   die  Inkremente  dz^  dXidpi  den   Relationen: 

(32)  dp^  =  df-,  dt,  =  dsf^',  dli  =  dx^^',  diti  =  dpp     (t  =  2,  3  .  .  m) 

genügen ;  die  Differentiationssymbole  auf  den  linken  Seiten  dieser 
Gleichungen,  sowie  das  Symbol  dtl)  beziehen  sich  auf  alle  2  m  Variabein 
zx^ . .  x,hP^  .  .pm-     Nun  hat  man  aber  die  Identität: 

dz  —  i^dx^  —p^dX^ PmdXm  =  Q{dt,  —  Tt^dl^ TtnMm) 

und  die  Koordinaten  von  E  genügen  den  Relationen: 

2?i  =  ^;  S  =  ^:  li  =  ^e^;  ^i  =  PP       (i  =  2,  3,  .  .  m); 

aus  diesen  Beziehungen  folgt  also  mit  Rücksicht  auf  (31)  und  (32): 

dz  —  Pidx^ •  —  PmdXm  =  0, 

d.  h.  die  beiden  Flächenelemente  E  und  E'  befinden  sich  in  ver- 
einigter Lage. 

Wenn  zwei  benachbarte  Streifen  0,  C  die  Eigenschaft  besitzen, 
dafs  ein  beliebiges  Element  E  von  C  mit  allen  benachbarten,  auf  C 
gelegenen  Elementen  vereinigt  liegt,  so  sagen  wir:  j,die  beiden  Nachbar- 
Streifen  CC  liegen  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  vereinigt 

Demnach  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Genügen  zwei  hena>chba/rte  ^  vereinigt  liegende  Flächenehmente  Eq 
und  Eq  alle  beide  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  p^  ==  ^, 
und  besitzen  sie  dieselbe  Koordinate  x^  =  Xj^,  so  liegen  die  beiden  von 
ihnen  auslaufenden  charaJcteristischen  Streifen  ihrer  ganzen  Ausdehnu/ng 
nach  vereinigt. 

Dieser  Satz  ist,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  nur  eine  andere 
Ausdrucksform  für  die  Resultate  der  Nr.  330. 

336.  Indem  wir  die  in  Art  327  gegebene  analytische  Darstellung 
der  charakteristischen  Streifen  heranziehen,  gelangen  wir  zu  einer  nahe- 
liegenden Verallgemeinerung  des  soeben  formulirten  Satzes. 

Sind  %j  Xiy  ^i  die  in  Art.  327  definirten  Funktionen  der  2m  +  2 
Variabein: 

(33)  t,z'>,:^,..xl,p\..pl, 

SO  bezeichnen  wir  mit  (F)  diejenige  Funktion,  die  aus  der  linken 
Seite  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  F  =  c  entsteht, 
wenn  man  darin  die  Variabein  zxipi  bezw.  durch  x^  A,-,  iii  ersetzt.  Da 
F  eine  Lösung  der  homogenen  linearen  Gleichung  fl2)  oder  auch  des 
«imultanen  Systems  (16j  ist,  so  hat  man  identisch  für  jedes  beliebige 
Wertsystem  (33): 
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(34) 


dt  —^  ^  ^'  dfi, 


dh  d{F)      ^(^i 


dt 


=  9 


d[ii  '     dt 


^(d{F)  d{F)\ 


wenn  in  q  die  zxipi  durch  die  %,  ki,  ^i  ersetzt  werden. 
Wir  bezeichnen  nun  mit   U  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck: 

worin    das   Differentiationssymbol    d  sich    auf  alle   2  m -\- 2  Variabelu 
(33)  bezieht.     Dann  folgt  mit  Rücksicht  auf  (34): 


=  d 


(35) 


III 

'  1 

rn 


^  d{F) 
HF) 

dl: 


•  i^i 


+ 


+  i^i 


HF) 


dki 


^l^id 

1 

d{F) 


^d(F) 


d^i 


Nun  ist  F  ein  Integral  von  (12),  also  enthält  (F)  die  Variabele 
t  nur  scheinbar,  und  wird  somit  nicht  geändert,  wenn  man  t  durch  t 
ersetzt.  Durch  diese  Substitution  aber  verwandeln  sich  die  Funktionen 
%,  A,-,  ^i  bezw.  in  ^^  xPpPy  d.  h.  man  hat  für  jedes  beliebige  Wert- 
system (33)  identisch: 

Die    rechte    Seite    dieser    Gleichung   werde  F^    genannt;    durch    totale 
Differentiation  folgt  jetzt: 


Aus  (35)  erhalten  wir  nunmehr: 

d{F) 


dU_ 

dt 


Q\dF, 


(36) 


dx 


d{F) 


+  (>lf^-2'M^- 


d% 


U+QdF,. 


Diese    Relation    kann    als    eine    gewöhnliche    lineare    Differential- 
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gleichung  1.  Ordnung  mit   der  Unbekannten   ü  und  der  unabhängigen 
Variabein  t  gedeutet  werden. 
Wir  schreiben  nun: 


X 

e 


wobei  Q  als  Funkton  der  2m  -\-  2  Gröfsen  (33)  auszudrücken,  und  bei 
den  Quadraturen  die  Gröfsen  z^xPpP  als  Konstante  zu  behandeln  sind. 
Verstehen  wir  daher  unter  Uq  den  Ausdruck,  in  den  ü  vermöge  t  =  t 
übergeht,  so  folgt  aus  (36): 

d.  h.  also: 


m 


1  \  1 


(37)  dx  —  '2iiidX,  =  6[dz^—  ^pP dxP  )  +  (j'c^Fo, 


worin  dF^  für: 


geschrieben  wurde,  und  ^,  a  gewisse  Funktionen  der  2m  -\-  2  Variabein 
(33)  bedeuten. 

Sind  nun  ^^,  Xi^,  pP  die  Koordinaten  eines  nicht  singulären  Flächen- 
elements Eq^  so  sind  Xj  ^h  f^o  wenn  t  beliebig  gewählt  wird,  die  Ko- 
ordinaten irgend  eines  Flächenelements  E  der  von  Eq  ausgehenden 
Charakteristik.  Ist  dann  Eq  irgend  ein  zu  Eq  benachbartes  Flächen- 
element mit  den  Koordinaten 

und  setzt  man  beispielsweise: 

so  sind  X  +  dx,  A/  +  ^A,;,  ^i;  +  c^A»,  wenn  dt  willkürlich  gewählt  wird, 
die  Koordinaten  des  allgemeinsten,  zu  E  benachbarten  Flächenelements, 
das  auf  der  durch  Eq  gehenden  Nachbarcharakteristik  gelegen  ist.  Aus 
der  Identität  (37)  folgt  jetzt  sofort: 

Genügen  zwei  henachha/rte,  vereinigt  liegende  Flächenelem£nte  z^  .  .  ^^JJ 
und  z^  +  dz^^ '  'Ppf^-\-  dp^^  alle  beide  der  gegebenen  partiellen  Differential- 
gleichung F  =  c,  d.  h.  sind  die  Relationen: 

Fq  =  c,dFQ  =  0 
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erfüllt,  so  liegen  die  von  ihnen  auslaufenden  benachbarten  charakteristischen 
Streifen  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  vereinigt. 

337.  Wir  ersetzen  in  den  vorhin  gebrauchten  Funktionen  %,  A/,  fi» 
die  Variabein  z^xP  pP  bezw.  durch  z,  Xi,  pi^  ferner  r  durch  null  und 
t  durch  —  t,  und  betrachten  das  Gleichungensystem : 

[   /  =  %  (—  t,  Z,X^.  .  Xmy  Pi  .  .  Pm) 
(38)  X/  =  Xi{—  t,  0,X^..  X,n,  p^..Pn?)\  ,.  .     „  . 

\Pl    =  i"'-(—  i>  ^,^1"  Xm,  Pl  •  •  Pm)  I 

das  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Transformationen  der  2  m  +  1  Ver- 
änderlichen zxp  darstellt,  diejenige  nämlich,  die  von  der  infinitesimalen 
Transformation: 


(3^)  [^^-^^(ä+^^K) 


erzeugt  wird  (Art.  54). 

Übt  man  auf  ein  beliebiges  Flächenelement  (30),   das  nicht  sämt- 
liche 2m  Relationen: 

(40)  ?-==0,     |-l'  +  p,4^  =  0     (s=\,2,..m) 

befriedigt,  alle  oo^  Transformationen  (38)  aus,  so  durchläuft  es  die 
von  ihm  ausgehende  Charakteristik  der  partiellen  Differentialgleichung 
F  =  Fq.  Die  oo^"*  charakteristischen  Streifen  der  Gleichung  F=c 
(worin  c  eine  arbiträre  Konstante  bedeutet),  können  aus  diesem  Grunde 
auch  als  die  „Bahnstreif en*^  der  infinitesimalen  Transformation  [Ff] 
bezeichnet  werden. 

Bezeichnet  c  eine  bestimmte  numerische  Konstante,  so  ordnet  die 
infinitesimale  Berührungstransformation : 

(39a)  iFf]-(F-c)l^^ 

jedem  Flächen  dement,  das  die  Relation  F  =  c  erfüllt,  genau  dasselbe 
unendlich  benachbarte  (mit  ihm  vereinigt  liegende)  Flächenelement  zu, 
wie  die  infinitesimale  Transformation  [i^/*];  übt  man  also  auf  ein  be- 
liebiges nicht  singuläres  Flächenelement  F^  der  partiellen  Differential- 
gleichung I  =  c  die  von  der  infinitesimalen  Transformation  (39  a)  er- 
zeugte eingliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen  aus,  so 
durchläuft  es  gleichfalls  die  von  ihm  ausgehende  Charakteristik  dieser 
Gleichung. 

Nach    Art.   245    und    329    gestattet    nun    jedes    m  -f-  1-gliedrige 
Gleichungensystem: 
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(41)  F=  C'^  ^i{zx^  .  .  Xn,p^  . .  Pm)  =  0         (^  =  1  .  .  m), 

das  eine  Integral- Jf;„  von  F  =  c  darstellt,  die  infinitesimale  Trans- 
formation [-F/"];  sind  also  die  Relationen  (40)  vermöge  (41)  nicht  alle 
erfüllt,  so  wird  unsere  Integral-illf;;»  von  m — l-fach  unendlich  vielen 
Charakteristiken  erzeugt,  d.  h.  ist  E^  ein  nicht  singuläres  Flächen- 
element dieser  Mm,  so  ist  die  ganze  Charakteristik  mit  dem  Ausgangs- 
element Eq  auf  der  M^  enthalten. 

Der  Satz  der  vorigen  Nr.  läfst  sich  jetzt  so  aussprechen: 
Zwei    beliebige    benachbarte   Flächenelemente   zxipi   und    ^  +  ^^i 
Xi  -\-  dXiy   pi  -\-  dpiy    die    sich   in    vereinigter  Lage    befinden    und  den 
Gleichungen : 

F^c,  dF  =  0 

genügen,  werden   durch  jede  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe 
(38)  wiederum  in  zwei  benachbarte,  vereinigt  liegende  Elemente  z  xlpl 
und  /  -|-  dz ^  xl  -j-  dxl^  pl  ■\-  dpi  übergeführt,  die  den  Relationen: 
dF(z'  .  .p'\  dFfz'  .  .  p'') 

F(Z    ..Pm)  =  C',      ^, '-  dz    -\ 1 ^^^7^ '-  dprr,  =  0 

genügen. 

338.  Um  darnach  die  allgemeinste  Integral-Mm  der  gegebenen  Glei- 
chung F  =  c  zu  finden,  wähle  man  eine  Integral-Mm— i  derselben  be- 
liebig ^  doch  sOj  dafs  sie  keine  charakteristische  Mm—i  ist,  und  nicht  aus 
lauter  singulären  Flächenelementen  besteht,  und  bestimme  zu  jedem 
Flächenelemsnt  dieser  M^  —  i  die  von  ihm  auslaufende  Charakteristik; 
die  so  erhaltenen  cx)"*~^  Streifen  erzeugen  dann  eine  Integral-Mm',  oder 
etwas  anders  ausgedrückt:  Unterwirft  man  die  gewählte  Integral-Mm— i 
den  oo^  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  (38)  {oder  auch: 
der  von  der  infinitesimalen  Transformation  (39  a)  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe  von  Berührungstransformationen),  so  nimmt  sie  oo^  Lagen  an^ 
die  zusammengenommen  eine  Integral-Mm  der  partiellen  Differential- 
gleichung F  =  c  bilden. 

Gleichzeitig  erkennt  man,  dafs  eine  beliebig  gewählte  Integral-Mm— i, 
die  nicht  alle  Belationen  (40)  erfüllt,  auch  nur  auf  einer  Integral-Mm 
enthalten  ist. 

Dafs  jede  nicht  singulare  Integral -Jf^  auf  diese  Weise  erhalten 
werden  kann,  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Thatsache,  dafs  eine 
solche  Mm  von  oo"*— ^  Charakteristiken  erzeugt  wird.  Um  zu  zeigen, 
dafs  man  durch  den  genannten  Prozefs  auch  wirklich  immer  eine  In- 
tegral-ilf;;^  erhält,  genügt  es  offenbar  nachzuweisen,  dafs  auf  dem  an- 
gegebenen Wege  überhaupt  eine  Element- illf„,  zu  stände  kommt. 

Es  werde  mit  S^  die  willkürlich  gewählte  Ausgangs  -  illf„t  _  i  be- 
zeichnet:  dann  bilden  die  c»"*— ^  Charakteristiken,   die  bezw.  von  den 
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Flächenelementen  des  Elementvereins  Sq  auslaufen,  notwendig  eine 
Schar  S  von  oo^  Flächenelementen;  denn  enthielte  S  nur  oo"*— ^ 
Flächenelemente,  so  wäre  es  mit  Sq  identisch,  und  Sq  wäre  sonach  von 
QQm—2  Charakteristiken  erzeugt,  also  eine  charakteristische  Mm—i^  was 
ausgeschlossen  wurde. 

Es  sei  nun  Eq  ein  Flächenelement  von  Sq  ,  und  E  ein  beliebiges 
Flächenelement  der  von  E^  auslaufenden  Charakteristik  C.  Man  er- 
hält dann  alle  der  Schar  S  angehörenden,  zu  E  benachbarten  Flächen- 
elemente, wenn  man  alle  zu  G  benachbarten  Charakteristiken  der  Schar 
S  und  auf  jeder  die  zu  E  benachbarten  Flächenelemente  aufsucht.  Da 
aber  alle  in  Sq  enthaltenen,  zu  E^  benachbarten  Flächenelemente  mit 
Eq  vereinigt  liegen,  so  sind  die  erwähnten  Nachbarcharakteristiken 
nach  Nr.  336  alle  mit  C  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  vereinigt;  die 
Schar  S  besitzt  also  die  Eigenschaft,  dafs  ein  beliebiges  Element  E 
derselben  mit  allen  Nachbarelementen  derselben  Schar  vereinigt  liegt, 
und  dies  ist  nach  Kap.  VII  die  charakteristische  Eigenschaft  eines 
Elementvereins;  w.  z.  b.  w. 

Die  partielle  Differentialgleichung  F  =  c  besitzt  also  eine  und  nur 
eine  Integral- Mm ,  die  eine  willkürlich  vorgeschriebene  Integral- Mm -i 
enthält,  vorausgesetzt,  dafs  die  letztere  weder  singulär,  noch  charakteri- 
stisch ist 

Eine  charakteristische  Integral- illf^_i  ist  demgegenüber  offenbar 
dadurch  ausgezeichnet,  dafs  sie  auf  unbegrenzt  vielen  Integral- Jf^  der 
gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  enthalten  ist. 

339.  Der  vorhin  geschilderte  Integrationsprozefs  läfst  sich  ana- 
lytisch folgendermafsen  formuliren: 

Auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen: 

(42)  ^,  =  ^,(t,A     .     .     .     .   i^y  1  (i  =  l..m) 

p,  =  ^,(t,z%     ....   pl) 


denken   wir   uns   die   Gröfsen   z^  xp  p/^    durch    ein   Gleichungensystem 
der  Form: 


(43)  z^  =  liu^u^  .  .  ^t„^_l);  xP  =  i(Ui  .  .  Um-i)'-,  pP  =  p(u^  .  .  Um-l) 

als  Funktionen    der  Parameter   u^  .  .  u„t—i    derart   bestimmt,    dafs    die 
Relationen: 

(44)  F(zr.pl)  =  c', 

dz^  —p^dx^ Plß^l  =  ö 

identisch  für  alle  Werte  der  Ui  und  ihrer  Differentiale  bestehen,  d.  h. 


1 
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also,  dafs  durch  die  Gleichungen  (43)  eine  Integral-i)!f^_i  der  ge- 
gebenen partiellen  Differentialgleichung  dargestellt  wird.  Durch  (42) 
werden  dann  die  zxtpi  als  Funktionen  der  m  unabhängigen  Parameter 
t,u^..Um—\  dargestellt,  und  die  Elimination  der  letzteren  liefert  die 
m  -\-  \  Definitionsgleichungen  derjenigen  Integral- Jf^,  welche  die  will- 
kürlich angenommene  Integral-J/,/j_i  (43)  enthält;  jede  nicht  singulare 
Integral- Jl[f^,  kann  auf  diesem  Wege  erhalten  werden. 

Wie  man  die  allgemeinste  Integral-il!fOT_i  erhält,  haben  wir  in 
Art.  300  gesehen.  Darnach  braucht  man  nur  zu  den  in  den  Variabein 
0^Xi^pP  geschriebenen  m-{- 1  Definitionsgleichungen  einer  ganz  beliebigen 
Element  Mm  die  Relation  (44)  hinzuzufügen  und  mittels  der  so  er- 
haltenen Gleichungen  m  -\-  2  von  den  Gröfsen  z^xPpP  als  Funktionen 
der  m  —  1  übrigen  auszudrücken,  welch'  letztere  dann  mit  den  Para- 
metern Ui  identifizirt  werden  können. 

So  liefern  beispielsweise  die  Relationen: 

(45)  «»=9.(x»..at);*»  =  a,(a^..O 

(^^)  ^--P'°§-^'"  =  ^         (i  =  2,3,..«) 

mit  (44)  zusammen  eine  Integral-J[f;^_i;  die  Elimination  der  2m +  2 
Gröfsen  t,  z^'xP^p.f'  aus  den  3m  +  3  Gleichungen  (42)  (44)  (45)  (46)  er- 
giebt  die  m  +  1  Definitionsgleichungen  derjenigen  Integral-ilf^ ,  welche 
die  willkürlich  gewählte  Punktmannigfaltigkeit  (45)  enthält. 

Die  soeben  geschilderte  Methode  zur  Herstellung  der  allgemeinsten, 
nicht  singulären  Integral- Jf^^^  ist  insofern  etwas  allgemeiner  als  das 
Verfahren  des  Art.  315,  als  sie  eventuell  auch  solche  Integral-i[f^  zu 
liefern  imstande  ist,  welche  die  m  Relationen: 

nicht  aber  alle  Gleichungen  (40)  erfüllen.  Jede  der  c»^*-^  Charakteri- 
stiken, von  denen  eine  solche  M^  erzeugt  wird,  besteht  aus  oo^  Flächen- 
elementen, die  denselben  Punkt  enthalten  (Art.  327),  und  die  Punkt- 
mannigfaltigkeit, an  die  sich  eine  derartige  Integral- Jf„,  anschliefst,  ist 
daher  höchstens  m  —  1-fach  ausgedehnt.  Es  brauchen  nicht  notwendig 
Integral- Jf„t  dieser  Art  zu  existiren.  Alle  andern  nicht  singulären  In- 
tegral-Mra  dagegen  können  auch  durch  das  Verfahren  des  Art.  315  ge- 
wonnen werden. 

340.  Ist  ein  vollständiges,  aus  Flächen  bestehendes  Integral: 

(47)  Z  =  0{X^  .  .XrnC^..  Cm,  c) 
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der  Gleichung  F=c  gegeben,  so  sind  die  oo^"*—^  charakteristischen 
Streifen  durch  die  Relationen: 

(48)  ^  =  0,^,  =  !^;  g+6,|^  =  0      {i  =  \..m;l  =  2..m) 

definirt.  Um  diejenige  Charakteristik  zu  bestimmen,  die  das  nicht- 
singuläre  Flächenelement  z^xl^pP  enthält,  hat  man  in  diesen  Relationen 
für  die  d  und  hk  ihre  aus  den  2m  Gleichungen: 

(49)  ^«=0«;yo  =  ||;.  ||!  +  6,|£!_0     (i=l..m;  /c  =  2..«)i) 

t  k  1 

folgenden  Werte  einzusetzen.  Dafs  diese  2  m  Gleichungen  verträglich 
sind  und  für  die  Cibk  ein  und  nur  ein  Wertsystem  ergeben,  folgt  un- 
mittelbar daraus ,  dafs  das  Flächenelement  z^  Xi^  p/^  der  gegebenen 
Dilfferentialgleichung : 

(50)  F{z'x^'.,pl)  =  c 

genügt  und  nicht  singulär  ist.    Es  werde  jetzt  durch  die  Gleichungen: 

(51)  il.i^oafl  ..pl)  =  0         (i  =  l..m+l) 

und  durch  (50)  eine  beliebige  Integral-Jf;„_  i  dieser  Gleichung  dargestellt. 
Die  Relationen  (48)  (49)  (50)  (51)  reduziren  sich  auf  5m  +  1  un- 
abhängige; eliminirt  man  aus  ihnen  die  4  m  Gröfsen  z^xPpPcfhk,  so  er- 
geben sich  die  m  -\-  1  Definitionsgleichungen  der  Integral-Jf^^j ,  welche 
die  Mannigfaltigkeit  (50)  (51)  enthält.  Auch  wissen  wir,  dafs  die  ge- 
nannte Elimination  stets  möglich  ist  und  ein  m  -{-  1-gliedriges  Glei- 
chungensystem ergiebt,  vorausgesetzt,  dafs  die  durch  (50)  (51)  dar- 
gestellte Integral-illf^_i  weder  charakteristisch  noch  singulär  ist. 

Wollen  wir  z.  B.  diejenige  Integralfuntion  z  der  Gleichung  F=c 
finden,  welche  sich  vermöge  x-j^  ==  x-^^  auf  die  willkürlich  vorgeschriebene 
Funktion  (p(x^..Xrr)  reduzirt,  so  haben  wir  als  Ausgangs-Jf^—r  die 
folgende  zu  wählen: 

(  F{Z''X\  .  .  Pj,)  =  C;   ^0  =  g)^;   ^0  _  const. 

^^^V      K  =  fe         (^  =  2,3,..m)     i^^  =  ^{xl..xl)\ 

Die  Elimination  der  Gröfsen  ^^s-PL  ^^"K  ^"^  C^^)  C"^^)  (^^) 
liefert  die  Relationen: 

^  =  0;  9^0  =  ^^  -^  ==  P  •  ^         (^  =  1  .  .  m) 
1^^=^^  (^  =  2,3. .m) 

^^k  ^^k 


1)  ^«  -  <?  {xl  ..xlc. 
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und  durch  Elimination  der  2m  Gröfsen  c^  .  .  c^  x^  .  .  x^^^  q  aus  diesen 
2m  -\-  1  Gleichungen  gewinnt  man  die  gesuchte  Relation  in  den  Va- 
riabein ^Xj^  .  .  Xm  allein. 

Um  noch  ein  anderes  Beispiel   für   das  geschilderte  Verfahren  zu 
betrachten,  sei: 

(53)  0=0{xy,ah) 

irgend  ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(54)  p  =  i;(xy2q), 
und  es  seien: 

(55)         00  =  SW;  Vo  =  ^ W;  Po  =  ^W;  s'o  =  ^W 

die  Definitionsgleichungen  irgend  eines  Streifens,  dessen  cx)^  Flächen- 
elemente die  Relation  (54)  befriedigen,  und  der  weder  eine  Charak- 
teristik dieser  Gleichung  darstellt,  noch  auch  aus  lauter  singulären 
Flächenelementen  besteht.  Will  man  jetzt  diejenige  Integralfläche 
finden,  die  den  Streifen  (55)  enthält,  so  hat  man  die  acht  Gröfsen 
^o^oyoPo%>  ^y  h  ^  ^^^  ^^^  Relationen: 

g7  + « äF  =  0;  ä^  + «  T6  =  ^'  ^»  =  ^'  ^»  =  ^2'  ^»  =  '*'  2°  = '' ) 

ZU  eliminiren;  diese  12  Relationen  reduziren  sich  auf  11  unabhängige, 
da  ja  sowohl  aus  der  vierten,  fünften  und  sechsten  als  auch  aus  den 
letzten  vier  Gleichungen  die  Relation: 

Po  =  ^(^o2/o^o^o) 
hervorgeht.      Der    Streifen    (55)    bestimmt    unter    den   gemachten  An- 
nahmen im  allgemeinen  eine  durch  ihn  hindurchgehende  Integral/?äc/^; 

(56)  0  =  co(xy). 

Eine  Ausnahme  würde  nur  dann  eintreten,  wenn  alle  oo^  Flächen- 
elemente, die  sich  an  die  Raumkurve: 

anschliefsen,  die  Gleichung  (54)  erfüllten,  was  nur  unter  speziellen 
Annahmen  über  die  Funktion  xl)  der  Fall  ist.  Sehen  wir  von  dieser 
Möglichkeit  ab,  so  mufs  sich  die  gesuchte  Gleichung  (56)  offenbar 
auch  ergeben,  wenn  man  aus  den  Relationen: 


1)  ^0  ^  *(^o2/o«*)- 
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^  —  *'  aa  ^  ^  a&  —  ^^   da  ^^  dh  —^ 

die  5  Gröfsen  r^oi/o^  a,  &,  c  eliminirt.  Die  so  erhaltene  Fläche  (56) 
läfst  sich  augenscheinlich  auch  definiren  als  die  Enveloppe  derjenigen 
eingliedrigen  Flächenschar^  welche  erhalten  wird,  wenn  man  zu  jedem 
einzelnen  Flächenelement  E  des  Streifens  (55)  die  Fläche  der  Schar 
(53)  bestimmt,  auf  welcher  E  gelegen  ist. 

341.    Es    erübrigt  noch  mit  ein  paar  Worten  auf  den  Fall  ein- 
zugehen, dafs  eine  partielle  Differentialgleichung: 

(57)  f(x,  X,--Xrr.^^"  ^"^)  =  c 

vom  Typus  y)  vorgelegt  ist,  und  die  zweite  Definition  des  Integral- 
begriffs (Art.  302)  bevorzugt  wird.  Löst  man  die  Gleichung  (57) 
folgendermafsen  auf: 

Pl=t(^l"  ^mP2  •  •  Pm  C), 

und  bringt  man  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck: 

Vq  ^fdx^+p^dx2  + h  PmdXm 

nach  der  Methode  des  §  2  auf  die  Normalform: 

wobei  hinsichtlich  der  Variabein  p^  .  .  pm  die  iti  homogen  erster,  die  In- 
homogen nuUter  Ordnung  sind,  so  definiren  die  Relationen: 


^"  ^4  "m 


Pi  =  ^:  ~  =  y^  -;;r  =  n •  •  V  =  y^'^  k  =  c^--U 


'^a  ^'^  ^" 


ein  System  von  oo^^'— ^  Streifen,  d.  h.  Scharen  von  je  einfach  unend- 
lich vielen  Flächenelemente  x^  .  .  XmPi  .  •  Pm  des  Raums  Bm{x^x^  . .  Xm)'^ 
diese  Streifen  sind  nach  der  gegenwärtigen  Auffassung  als  die  „Cha- 
rakteristiken" oder  „charakteristischen  Streifen"  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung (57)  zu  bezeichnen,  während  nach  der  früheren  Auf- 
fassung, d.  h.  also  im  i^m  +  i(^^i  •  •  ^m)  die  Charakteristiken  durch  das 
System : 

z  =  q,  7ti  =  ^r,  li.  =  er,  Pi  =  t       (*  =  2,  3  . .  m) 

dargestellt  werden. 

Als   „singuläres    Flächenelement"    x^  .  .  Xm  p^  -  -  Pm   der    Gleichung 
(57)  werden  wir  jetzt  ein  solches  bezeichnen,  das  allen  Relationen: 
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dF    dF  cF 


'P2' 

' ' 

■■Pm  = 

d.^ 

■^s'-- 

■»*», 

F  = 

0; 

dF 

9P, 

0  • 

dF 

ePn>~ 

0 

genügt.  Eine  'Eiement-Mm—i  des  Raums  JRm{x^  .  .  Xn^  heilst  ein  sin- 
guläres  Integral  der  Gleichung  (57),  wenn  sie  die  obigen  2m  Relationen 
alle  befriedigt. 

In  Bezug  auf  die  Erzeugung  der  nicht  singulären  Integrale  durch 
die  Charakteristiken  und  die  Herstellung  der  allgemeinsten  Integral- 
Mm—i  gelten  nunmehr  ganz  analoge  Sätze  wie  früher.  Ein  genaueres 
Eingehen  auf  diese  Verhältnisse  erscheint  um  so  weniger  geboten,  als 
diese  Theorie  auf  die  frühere   einfach   dadurch  zurückgeführt    werden 

p. 
kann,   dafs  man  —  pi  statt  — ^ ,  und  0  statt  Xm  schreibt. 

342.  Die  in  den  letzten  beiden  §§  entwickelte  Methode,  durch 
welche  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(58)  F(ZX^  .  .  XmPi  .  .  Pm)  =  C 

auf  diejenige  der  linearen  homogenen  partiellen  Differentialgleichung 
[i^/]  =  0,  mithin  also  auf  die  Integration  des  simultanen  Systems: 

^^^^  dt  ~  dp,'     dt  ~        \dx.'^^^  dzj''>    dt~  2j^^'dp\ 

reduzirt  wird,  rührt  von  Cauchy^)  her,  und  wird  daher  als  die  Cauchy'sche 
Methode  bezeichnet.  Die  viel  später  veröffentlichte  sogenannte  „erste 
Jacobi'sche  Methode"^)  (vgl.  den  §  2  dieses  Kapitels)  ist  also  dem 
Wesen  der  Sache  nach  mit  der  Cauchy'schen  identisch,  und  unter- 
scheidet sich  von  der  letzteren  lediglich  durch  die  Art  der  Herleitung. 
Während  nämlich  Jacobi  an  die  Pfaff'sche  Formulirung  des  Integra- 
tionsproblems anknüpft  (Art.  305  und  307)  und  den  Nachweis  erbringt, 
dals  bereits  die  erste  der  nach  Pfaff  nötigen  Reduktionen  des  Ausdrucks 
Vq  zur  Lösung  des  Problems  hinreicht,  gelangt  Cauchy  zu  seiner  Methode 
ungefähr  durch  folgende  Überlegung: 
Es  werde  durch  die  Gleichungen: 

(60)  0  =  (p{XiX2  .  .  Xrn)'^  Pi  =  ^.  (i=l  .  .  m\ 

ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (58)  dargestellt.  Dann 
gelten  die  Identitäten: 

(61)  5 \-  Pi h  ^*  ^—  ^ — ?— -  =  ^     (^  =  1,  2, . .  m) 

1)  Cauchy  I,  II,  UI.        2)  Jacobi  IV. 
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für  jedes  beliebige  Wertsystem  der  Variabein  rr^  .  .  x^^  wenn  die  Gröfsen 
z  und  'pi  durch  ibre  Ausdrücke  (60)  ersetzt  werden.  Macben  wir  die- 
selbe Substitution  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen : 

(62)  -^  =  ä^.        (^  =  1.  2;  •  •  ^\ 

so  erhalten  wir  ein  simultanes  System  gewöhnlicher  Differentialglei- 
chungen mit  den  unbekannten  Funktionen  x-^x^  .  .  Xm  und  der  Indepen- 
denten  t.  Die  allgemeinsten  Integralfunktionen  dieses  Systems  seien 
durch  die  Gleichungen: 

(63)  ■  Xi  ==  ii{t,  u^u^. .  Um- 1)       (*  =  1,  2  . .  m) 

dargestellt,  worin  u^u^  .  .  Um—i  arbiträre  Konstante  bedeuten.  Vermöge 
(60)  lassen  sich  dann  auch  die  Zj  pi  in  der  Form: 

(64)  2  =  l{t,  U^  .  .  Um-l)]  Pi  =  )^i(t,  U^  .  .  Um-l) 

darstellen.     Nun  hat  man  aber  wegen  (61): 

^  =   ^     ^>     1^  -^  ^    g>     ^  =  _  [^    I        ^Jl\ 

dt  "  ^'  dx.dx^    dt    "=-  jLj  dx^dx^  dp^  ~         \dx.    •"  ^*  dz  J 

dz  __    ^SJ      ^^s    ^  ^sri      ^ 

-ät  =  2:^'  'dt  ^^-  2:^'  ^^^^ 

also  sind  die  durch  (63)  und  (64)  definirten  Funktionen  von  t  Integral- 
funktionen des  simultanen  Systems  (59).     Setzt  man  demnach: 

xP  E^  ii{r,  u^  .  .  u„,-i)'^  ^  ^  §(r,  u^  .  .  «^^-i);  p!"  =  p.:(r,  u^  .  .) 

unter  r  eine  beliebige  Konstante  verstanden,  und  werden  durch  die 
Relationen: 

^i  =  K^i,  ^, K)       (i  =  1  • . »») 

p,-  =  f».(«.  ^, Pl) 


(65) 


wie  früher  diejenigen  Integralfunktionen  des  simultanen  Systems  (59) 
definirt,  die  für  t  =  t  bezw.  die  Werte  z^xi^pi^  annehmen,  so  sind  die 
Relationen  (65)  mit  dem  Gleichungensystem  (63)  (64)  identisch,  und 
liefern  durch  Elimination  der  Variabein  t  und  Ui  wiederum  das  System  (60). 
Jedes  (nichtsinguläre)  Integral  (60)  der  vorgelegten  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung ergiebt  sich  also  aus  den  allgemeinen  Integralgleichungen 
(65)  des  simultanen  Systems  (59)  dadurch^  dafs  man  für  die  Gröfsen 
z^xPpP  geeignete  Funktionen  der  Parameter  u-^u^  .  .  Um—i  einsetzt  und 
sodann  die  Gröfsen  t  und  Ui  eliminirt. 
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Wie  man  sofort  erkennt^  ist  dieser  Satz  nur  eine  andere  Aus- 
drucksform des  in  Art.  245  erhaltenen  Resultats,  wonach  das  Glei- 
chungensystem (60),  falls  es  ein  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung F  =  c  darstellen  soll,  die  infinitesimale  Transformation  \Ff\ 
und  mithin  (Art.  55)  auch  alle  Transformationen  der  von  ihr  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe  gestatten  mufs. 

343.  Sind  jetzt  umgekehrt  die  »allgemeinen  Integralgleichungen 
(65)  des  simultanen  Systems  (59)  gefunden,  so  erhebt  sich  die  Frage, 
wie  man  die  Gröfsen  z^xPpP  als  Funktionen  der  U;.  zu  bestimmen  hat, 
damit  die  Gleichungen  (65)  durch  Elimination  der  t  und  Ui  wirklich 
ein  Integral  der  Gleichung  F  =^  c  ergeben. 

Es  ist  dazu  offenbar  notwendig  und  hinreichend,  dafs  für  jedes 
Wertsystem  tu^  .  .  Um—i  die  Identitäten: 

stattfinden,  wobei  sich  die  Differentiale  dxy  dXi  auf  alle  Yariabeln  t,  U/ 
beziehen.  Da  die  linke  Seite  von  (66)  die  Yariabele  t  nicht  enthält, 
so  genügt  es,  darin  i^  =  r  zu  setzen,  also  die  gesuchten  Funktionen 
2^Xi^pP  der  Bedingung: 

(67)  F(^:>fi^..xlpl..pD^.c 

ZU  unterwerfen.  Man  beweist  nunmehr  die  Identität  (37),  und  zeigt 
dadurch,  dafs  die  zweite  der  obigen  Bedingungen  darauf  hinauskommt, 
dafs  die  Funktionen  z^xPpP  der  Identität: 

ds^  —pUx^, p^  dx^  =  0 

-»^11  ■'-mm 

genügen  müssen.     Damit  'erhalten  wir  unsere  frühere  Methode  wieder. 
Cauchy    gebraucht    statt    der   Independenten    t   die    Variabele    x^'^ 
dadurch  werden  dann  alle  diejenigen  Integrale,  deren  Ausgangs-3i,„_i 
aufser  der  Gleichung  (67)  zufällig  auch  noch  die  Bedingung: 

dp\ 

befriedigt,  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen.  Auf  diese  einfache 
Bemerkung  reduzirt  sich  der  „Einwand",  den  J.  Bertrand  ^)  gegen  die 
Cauchy'sche  Methode  erhoben  hat. 

Der  Schlufssatz  der  vorigen  Nr.,  der  den  ersten  Teil  der  Cauchy'schen 
Überlegung  ausmacht,  läfst  sich  offenbar  auch  so  aussprechen: 


1)  Bertrand  II. 

V.  Weber,   Das  Pfaffache  Problem.  30 
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Es  seien  die  Funktionen: 

Oi(0Xj^  .  .  Xn4\  .  -Prr^         {i=  1,2,  .  .2m) 

irgend  2  m  unabliängige  Losgingen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung {Ff^  =  0.  Defmiren  dann  die  Relationen  (60)  ein  niclit  Sin- 
gular es  Integral  der  Gleichung  F  =  c,  so  lassen  sie  sich  durch  ein 
m  -\-  1-gliedriges  Gleichungensystem  in  den  Gröfsen  «^  . .  «2%  allein 
ersetzen  (vgl.  Art.  426). 

In  dieser  Form  ergiebt  sich  unser  Satz  aiicli  unmittelbar  aus  den 
Resultaten  des  Art.  50^  wenn  man  bedenkt,  dafs  die  durch  (60)  de- 
finirten  Funktionen  z,  p,-  dem  nachstehenden  System  linearer  nicht  ho- 
mogener partieller  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  genügen  müssen: 

dF^Pi  dF  ^Pi  dF  dF        ..        .    ^  , 

op^  cx^    '  '    öp^  ox^  ex.        ^    öz        ^  ^    ^  ' 

344.  Wir  wollen  die  Cauchy'sche  Methode  durch  einige  Beispiele 
erläutern. 

1.  Beispiel  (Cauchy): 

pq  =  xy. 

Das  simultane  System  (59)  wird  hier: 

dx  :  dy  :  dz  :  dp  :  dq  =  q  :  p  :  2pq  :  y  :  X 

oder  also  vermöge  der  gegebenen  Differentialgleichung: 

!^  =  ^.  ^  =  !^;  rf,  =  2pdx  =  2qdr, 

p  X   ^     q  2/  ^    ^7 

die  Charakteristik,  die  von  dem  Flächenelement  x^y^z^p^q  ausläuft, 
ist  demnach  durch  die  Gleichungen: 

definirt.     Als  Ausgangsstreifen  wählen  wir  den  folgenden: 

x  =  x^',  z  =  (p(y)',  q  =  (p\y);  p  =  ^y 

die  durch  ihn  gehende  Integralfläche,  d.  h.  diejenige  Integralfunktion  z, 
die  für  x  =  x^  in  (p  (y)  übergeht,  folgt  dann  durch  Elimination  von  j/q 
aus  den  Gleichungen: 

^  -  fivo)  =  /^)  i^'  -  <)  =  ^°-^  if  -  y<?)- 

Pas  Integralconoid  mit  der  Spitze  x^y^z^  ist  dargestellt  durch: 
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denn  diese  Gleichung  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  Gröfsen  2>o}  % 
aus  den   zwei   letzten  Relationen  (68)   und    der  Gleichung  p^q^  =  x^y^. 
Die  Gleichung  s  =  0  stellt  das  einzige  singulare  Integral  dar. 
2.  Beispiel: 

P1P2  '  •Pm  =  X^X,  .  .  X,n. 

Das  simultane  System  (59)  kann  hier  so  geschrieben  werden: 

p^dx^  =  •  •  =2^mdx,n  ==  -~  =  x^dp^  =  .  .  ==  x„,dp,a. 
Die  Charakteristik  mit  dem  Ausgangselement  'zx^p;  ist  definirt  durch: 

Pl  h'  Prn  Pm  ' 

(69)  2  '-^-^  =  ^  (x,'  —  X,')  =  .-  =  ^(x'^  —  ^2) 

und  die  Elimination  der  pi  aus  den  zuletzt  hingeschriebenen  Gleichungen 
liefert  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung: 

P^P2.  'Pm  =  ^l^2"^rn 

das  Integralconoid  mit  der  Spitze  zx^  .  .x^\ 

^{,-  i)»  =  (x\  -  *0  {x\  -  «D  .  ■  «  -  XI). 

Diejenige  Integralfunktion  z^  die  sich  vermöge  x^  =  x^^  auf  die  Funktion 
(p(x2  .  .  Xm)  reduzirt,  wird  erhalten^  indem  man  in  den  Relationen  (69) 
die  Gröfsen: 

bezw.  durch  die  nachstehenden  Ausdrücke  ersetzt: 


m     ,   d^  ^  d(p 


1  '  ^'  ^9   dcp         d(p  '   dx,^  '         ^^m' 

und  sodann  x,^  .  .  i^^«  eliminirt.   Das  einzige  singulare  Integral  ist  z  =  0. 
3.  Beispiel. 

20—px  +  qtj  -\-g^-  =  0 

dx    __      dy       dz       dp    — dq 

—  X        2/  +  2(Z         2*  —  20         —  j)  3gf     ' 

die  Charakteristik  mit  dem  Ausgangselement  x^y^z^Pi^q^  ist  die  folgende: 

30* 
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X  X 


y--f$  +  {%  +  f)^-, 
^  =  -¥S  +  (^o  +  ^^)S- 

Durch  Elimination  von   g^  aus   den    beiden  letzten  Gleichungen  erhält 
man  das  Integralconoid  mit  der  Spitze  a^o^/o-^o- 

und  hieraus  durch  Variation  der  Konstanten  die  allgemeinste  Integral- 
fläche. 


Kapitel  XIII 
Involutionssysteme. 

§   1.    Anwendung  der  Theorie  der  Berührungstransformationen  auf 
partielle    Differentialgleichungen    1.   Ordnung;    die    verallgemeinerte 

Cauchy'sche  Methode. 

345.  Die  im  vorigen  Kapitel   dargelegte  Cauchy'sche  Methode  zur 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(1)  F{ZX^  .  .  Xm^)^  .  .Pm)  =  Ci 

erfordert  im  Falle  «)   die  Integration   der   linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung : 


(.)  0. m^2|g(«+'-Ä)- (i|+'-lf)S 


also^    da    von    dieser    Gleichung    das    Integral  F  bekannt  ist,   je    eine 
Operation: 

2m—  1,  2m  — 2,  ..  3,  2,  1: 


sie  verlangt  ferner  im  Falle  ß)  die  Integration  der  Gleichung: 


»=(-«-|felC 


dx^  dp^ 


und  eine  Quadratur,  also  je  eine  Operation: 


[345]     §  1.     Part.  DiiFerentialgleichungen  und  Berührungstransformationen.      469 

2m  — 2,  2m  — 3,  . .  3,  2,  1,  0; 

im  Falle  y)  kommt  die  Quadratur  in  Wegfall.  Doch  ist  dieser  Fall 
noch  einer  weiteren  Vereinfachung  fähig;    er  läfst  sich  nämlich  durch 

p. 
die  Substitution  von  — ^j/  für  — ^  und  von  z  für  Xm  auf  eine  Gleichung 

vom  Typus  «)  mit  m — 1  Independenten  zurückführen,  deren  Inte- 
gration sonach  je  eine  Operation: 

2m  — 3,  2m  —  4,  . .  3,  2,  1 
verlangt. 

Eine  wesentliche  Vereinfachung  dieses  Verfahrens  wird  erzielt, 
wenn  wir  die  Resultate  des  Kap.  XI  heranziehen.  Darnach  lassen  sich 
durch  je  eine  Operation: 

2m  — 1,  2m  — 3,  ..  5,  3,  1, 

2m  +  1  unabhängige  Funktionen  Z,  X-,-,,  Pi  der  Variabein  0XiPi  so 
bestimmen,  dafs  eine  Identität  der  Form: 

(3)     dZ  —  P^dX^ PmdXm  '^EQ{dz  —  p^dx^ PmdXm) 

besteht,  und  zwar  kann  die  Funktion: 

X^  {b,  X^  .  .  XmP^  .  .  Pn) 

ivülkürlich  angenommen  werden.  Identifiziren  wir  daher  X^  mit  Fj 
so  erhalten  wir  durch  dieses  Verfahren  ein  vollständiges  Integral: 

(4")  Z  =  Cm+ 1,    Xi  =  q    .  .    Xm  =  Cm 

der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  X^  =  c^,  womit  nach 
Art.  319  das  Problem  der  Integration  dieser  Gleichung  vollkommen 
erledigt  ist.  Die  Funktionen  Z,  X^,  X^  .  .  Xm  werden  wie  in  Art.  287 
ermittelt,  indem  man  der  Reihe  nach  je  ein  Integral  gewisser  voll- 
ständiger Systeme  aufsucht;  die  Funktionen  P;  und  q  folgen  hinterher 
durch  Auflösung  eines   linearen  Gleichungensystems.     Die  Relationen: 

(5)  Z  =  Cm  +  i'^    Xj^=  C^.  .  Xm  =  Cnr-,    P^  =  y^j   ■  -   Pm  =  Ym 

stellen  die  cxj^"»— i  Charakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(6)  X^  {ZX^.  .  XrnPi  .  .  p„,)  =  Ci 

dar,  wenn  CgCg  .  .  c^^+i  ^g  •  •  Ym  arbiträre  Konstante  bedeuten;  denn  die 
linken  Seiten  der  Gleichungen  (5)  bilden  nach  Art.  283  ein  System 
von  2  m  unabhängigen  Integralen  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung: 

Die  Aufgabe,  alle   (nicht  singulären)  Integral- i^C^  der   Gleichung 
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(6)  zu  finden^  kommt  darauf  hinaus,  alle  m  +  1-gliedrigen  Gleichungen- 
systeme zu  ermitteln,  welche  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

dZ—  P,dX, Pn.äXru  =  0 

befriedigen  und  die  Relation]  X^  =  c^,  enthalten,  m.  a.  W.  alle  m- 
gliedrigen  Relationensysteme  aufzustellen,  welche  die  Gleichung: 

dZ—P,dX, Prr^Xn,  =  0 

erfüllen.     Jedes  derartige  Gleichungensystem  hat  die  Form: 

ß,(Z,  X,  .  .  X,n,    P,  .  .  Prn)  =  0  (^  =   1   .  .  m), 

und  wird  nach  den  Vorschriften  des  Kap.  VII  erhalten;  auf  diese 
Weise  werden,  wie  man  sofort  erkennt,  alle  Resultate  des  vorigen 
Kapitels,  insbesondere  auch  die  in  Art.  332  dargelegte  Abbildung  der 
partiellen  Differentialgleichung  (6)  wiedergewonnen. 

346.  Eine  neue  Auffassung  unserer  Theorie  fliefst  aus  folgender 
Überlegung:  Besteht  die  Identität  (3)  und  ist  q  nicht  identisch  null, 
so  definiren  die  Formeln: 

(7)  /  =  Z;  xi  =  Xr,  pi  =  Pi         (i  =  1,  2  . .  m) 

eine  Berührungstransformation  des  Raums  Bm-\-i{^x^  •  •  x„i),  vermöge 
deren  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  (6)    die  Form: 

(8)  x;  =  c^ 

erhält.  Deutet  man  diese  Relation  als  eine  partielle  Differentialgleichung 
in  den  Elementkoordinaten  zx!p[y  so  erhält  man  ihre  Integral  -  itf^^ 
durch  Aufsuchung  aller  M-gliedrigen  Integraläquivalente  der  Pfaff 'sehen 
Gleichung: 

dz    P2^X^  •  •  Pmdx'tn  =  0. 

Es  sind  dies  also  beliebige  m-fach  ausgedehnte  Elementvereine 
des  Raums  Iira-\-i{^' x^  .  .  x'-,,^,  deren  zugehörige  Punktmannigfaltigkeiten 
in  der  Ebene  x^  =  q  dieses  Raums  gelegen  sind.  Jeder  solchen  Ele- 
ment-Jlf„i  entspricht  vermöge  der  Berührungstransformation  (7)  eine 
(nicht  singulare)  Integral- Jf^^  der  gegebenen  partiellen  Differential- 
gleichung, und  umgekehrt. 

Die  Charakteristiken  der  Gleichung  (6),  welche  durch  die  Formeln 
(5)  dargestellt  werden,  verwandeln  sich  vermöge  (7)  in  die  nach- 
stehenden oo^"'~^  Streifen: 

(9)      /  =  Cm+i'-i  ^i  =  c,-;  Vk  =  yk         {i=  \  .  .  m-^  h  =  2, .  .  m). 

Es  sind  dies  nichts  anderes  als  die  Charakteristiken  der  partiellen 
Differentialgleichung  (8),  da  ja 
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L^l  )  t  b'x'p     -  o„  '  ; 


dp,' 


also  die  rechten  Seiten  von  (9)  ein  System  von  2  m  unabhängigen 
Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

bilden.  Man  erhält  sonach  die  allgemeinste  Charakteristik  der  Glei- 
chung (8),  wenn  man  alle  oo^  Flächenelemente  betrachtet,  welche 
^nen  Punkt  P  der  Ebene  x-^'  =  q  gemein  haben,  und  deren  Ebenen 
eine  durch  P  gehende,  in  der  Ebene  ^^^  ==  c^  gelegene  lineare  Punkt- 
ii,n—i  enthalten. 

347.  Kennt  man  eine  Berührungstransformation  (7),  so  ist  damit 
nicht  nur  die  Integration  der  Gleichung  X^  =  c^ ,  sondern  auch  die- 
jenige jeder  partiellen  Differentialgleichung  der  Form: 

(10)  o(z,x,..Xr,;)  =  o 

miterledigt;  denn  nach  Art.  301  kann  man  alle  Element-Jf^  des  Raums 

B^t^i(/  .  .  Xm)y  welche  die  Gleichung: 

0  (/,  X^  .  .  X'rr)  =  0 

erfüllen,  ohne  Integration  angeben,  und  jeder  solchen  M^  entspricht 
vermöge  der  Berührungstransformation  (7)  ein  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung  (10)  und  umgekehrt. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  sogenannte  „verallgemeinerte  Clairaut'sche 
Gleichung" : 

(11)  z=  2h^i  +  P2^2  -I h  Prn^m  +  ff^PiV^  '  '  Prn) 

und  unterwerfen  wir  sie  der  Berührungstransformation: 

/  =  ^  —  i^i^i PmX7n-',  x;  =  —  P/5  p/.=  Xi     (^  ==  1  .  .  m), 

so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

/  =  (p(x^X^  .  .X'm). 

Die  allgemeinste  Element- J/„,  des  Raums  lim-\-i,  welche  diese  Relation 
erfüllt,  wird  erhalten,  indem  man  zu  r  (^  m)  arbiträren  Relationen: 

oii{x^  .  .x'm)  =  0         (i  ===  1  . .  r), 

diejenigen  m  —  r  Gleichungen  hinzufügt,  die  sich  durch  Elimination 
der  ki  aus  den  Gleichungen: 
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ergeben.     Indem   wir    zu   den   ursprünglichen  Yariabeln  sxiPi  zurück- 
gehen, können  wir  das  erhaltene  Resultat  offenbar  auch  so  aussprechen: 
Man   erhält  die  allgemeinste  Integral- Jf„,  der   partiellen  Differen- 
tialgleichung (11);  indem  man  aus  der  Gesamtheit  der  oo'"  Ebenen: 

(12)  Z  =  C^X^  +  ^2^2  -) \-  CmX,a  +  (p{c^C^  '  '  Cm\ 

nach  irgend  einem  Gesetze  eine  m  —  r-gliedrige  Schar  herausgreift, 
und  die  Enveloppe  dieser  Schar  bildet. 

Die  cx)"'  Ebenen  (12)  bilden  ein  vollständiges  Integral;  die  Fläche, 
deren  Gleichung  durch  Elimination  der  Ci  aus  (12)  und  den  Relationen: 

entsteht,  ist  ein  singuläres  Integral. 

348.  Nach  Art.  196  ergeben  zwei  Berührungstransformationen, 
hintereinander  ausgeübt,  stets  wieder  eine  Berührungstransformation; 
auch  ist  die  zu  einer  Berührungstransformation  inverse  Transformation 
wiederum  eine  Berührungstransformation.  Da  andererseits  jede  be- 
liebige partielle  Differentialgleichung  (6)  nach  dem  oben  Gesagten 
mittels  einer  Berührungstransformation  die  Form  (8)  erhalten  kann, 
so  folgt: 

Jede  partielle  Differentialgleichung  (1)  läfst  sich  durch  eine  Be- 
rährungstransformation  in  eine  heliehig  vorgeschriebene  andere  partielle 
Differentialgleichung : 

(13)  r{^'x^  ..X'rr^p^  ..p'm)  =  C^ 

verwandeln,  m.  a.  W.  eine  partielle  Differentialgleichung  1.  Ordnung 
besitzt  gegenüber  allen  Berührungstransformationen  keine  invariante 
Eigenschaft. 

Führt  eine  Berührungstransformation  (7)  die  partielle  Differential- 
gleichung (1)  in  die  Gleichung  (13)  über,  so  verwandelt  sie  gleichseitig 
jede  nichtsinguläre  Integral-M^  {q  ^  m)  der  ersteren  in  eine  ebensolche 
Integral-M^  der  zweiten,  ebenso  jede  CJiarahteristik  der  ersten  in  eine 
Charakteristik  der  zweiten,  endlich  jede  charakteristische  M^  von  (1)  (vgl. 
Art  334)  in  eine  charakteristische  M^  von  (13). 

349.  Identifiziren  wir  im  Falle  ß)  die  rechte  Seite  der  gegebenen 
partiellen  Differentialgleichung  (1)  mit  der  in  der  Identität: 

m  in 

d  ü(Xi  .  .  X„,pj^  "Pm)  +  ^   Piix^  .  .  Prn)dXi{x^  .  .  p,,^  ^EE    ^ PidXj 

1  1 

auftretenden  Funktion  X^,  so  erhält  man  die  Funktionen  X2  .  .  X« 
nach  Art.  289  durch  je  eine  Integrationsoperation: 
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2m  — 2,  2m  — 4,  .  .  4,  2, 

worauf  ü  durch  eine  Quadratur,  und  die  P/  durch  Auflösung  eines 
linearen  Grleichungensystems  folgen.  Die  Charakteristiken  der  Gleichung: 

(14)  X^  (X^  .  .  X„,Pj^  .  .  Pn^  =  C^, 

werden  durch  die  Relationen: 

3  =    ü  +  C,/,  +  i;    X^  =  C^.  .Xm  =  Cm]    F^  =  y^  .  .  Pr,i  =  Tm 

dargestellt;  die  Formeln: 

2=   TJ  -\-  C]    Xj  =  q  .  .  Z„t  =  Cm 

definiren  ein  vollständiges  Integral-,  die  Bestimmung  aller  übrigen 
Integral-illf„,  kommt  darauf  hinaus,  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

d{3  —ü)  —  P^dX^ PmäXm  =  0, 

durch  7n  Relationen  zwischen  den  Gröfsen: 

Z  Uj    X^  .  .  Xm ,    Pg  .  .  Pm 

ZU  befriedigen.     Vermöge  der  Berührungstransformation: 

(15)  z'  =  z-  U]  xl  =  Xr,  p[  =  Pi        {i  =  l,2,..  m), 

nimmt  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  (14)  die  Gestalt 
(8)  an. 

Da  zwei  Berührungstransformationen  der  Form  (15),  hintereinander 
ausgeübt,  stets  wieder  eine  Berührungstransformation  dieser  Art  liefern, 
so  folgt  ganz  ähnlich  wie  vorhin: 

Jede  partielle  Differentialgleichung  der  Form: 

^{x^x^ . .  Xmp^p^  ,.p^)  =  c 

Jcann  durch  eine  Berührungstransformation  der  besonderen  Form  (15)  in 
eine  beliebig  vorgegebene  andere  Gleichung: 

^'{X^X^  .  .  x'mPiPi    "Pm)  ==C 

Übergeführt  werden.  Dabei  verwandelt  sich  gleichzeitig  jede  Integral-M^j 
Charakteristik  und  charakteristische  My  der  ersten  Gleichung  bezw.  in 
eine  Integral-Mgy  Cha/rakteristik,  charakteristische  My  der  zweiten. 

350.  Im  Falle  y)  endlich  können  wir  die  linke  Seite  von  (1)  mit 
der  in  der  Identität: 

P^dX^  -\ 1-  PmdXm  ^p^dX^  -\ \-p,ndXn, 

Torkommenden  Funktion  X^  identifiziren  und  die  Funktionen  X^  .  .  X^ 
nach  Art.  279  durch  je  eine  Operation: 
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2m  —  3,  2m  —  5,  . .  3,  1 

die  P,:  sodann  durch  Auflösung  linearer  Gleichungensysteme  ermitteln. 
Im  Sinne  von  Art.  341  liefern  dann  die  Gleichungen: 

ein  vollständiges  Integral,  ferner  die  Relationen: 

Xj  =  q   •  •   X,n  =  Cm'-,    P^:  P2''  •      :  Pm==  ri'  y2''-       '-  Tm 

die  cx)2'"— -  Charakteristiken  der  gegebenen  Gleichung: 

(16)  x,{x,x,..x^^---''-^)  =  c,. 

Die  Ermittelung  aller  Integral-Jfi„_i  dieser  Gleichung  kommt 
jetzt  darauf  hinaus,  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

P.dX,-] ]rPradXm^O 

in  allgemeinster  Weise  durch  m  —  1  Relationen  zwischen  den  Gröfsen : 

ZU  befriedigen,  was  nach  Kap.  VII  ausgeführt  wird.  Durch  die  homo- 
gene Berührungstransformation: 

x!  =  X:,  p!  =  P,         (i  =  1,  2,  .  .  m\ 

erhält  die  gegebene  Gleichung  (16)  die  Form  x^  =  q  und  es  gelten 
die  Schlufssätze  der  vorigen  Nr.,  wenn  man  darin  unter  0,  ^'  Funk- 
tionen versteht,  die  hinsichtlich  der  pi  bezw.  der  p-  homogen  nullter 
Ordnung  sind,  und  die  Worte:  „Berührungstransformation  der  be- 
sondern Form  (15)'^  durch  die  Worte:  „homogene  Berührungstrans- 
formation der  Variabein  x^  .  .pni''  ersetzt. 

351.  Der  Schlufssatz  des  Art.  245  läfst  sich  folgendermafsen  aus- 
sprechen : 

Wenn  eine  Element- M^  des  Baums  B,n  +  \{2,  x^  .  .  x,^  die  leiden 
Relationen: 

(17)  <P(^,  X^  .  .  X,nPi  .  .  Pm)  =  0,     W{Z,  X^  .  .  X,aPi  •  •  Pm)  =  0 

erfüllt^  so  befriedigt  sie  auch  die  Gleichung  [^W]  ==  0. 

In  dieser  Form  läfst  sich  unser  Theorem  auch  so  beweisen: 
Wir  nehmen  an,  dafs  eine  nicht  singulare  Integral- illf;^^  der  ersten 
Gleichung  (17)  auch  die  zweite  erfüllt.  Ist  dann  E  ein  belielfiges, 
auf  dieser  Integral-ilf^  gelegenes  Flächen  dement  mit  den  Koordinaten 
zXiPiy  SO  geht  durch  dasselbe  eine  und  nur  eine  Charakteristik  der 
Gleichung  0  =  0  hindurch.  Das  zu  E  benachbarte  Flächenelement 
E'  dieser  Charakteristik  hat  die  Koordinaten  z  +  dZy  Xi  -f-  dxi^  pi  +  dpi. 


(18) 
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wobei  die  Inkremente  d2,  dx/,  dpi  durch  die  Relationen: 
ds:  dx^  :  •  •  :  dx,n  =  dl\  :  •  •  :  dp^ 

definirt  sind.  Da  aber  E'  gleichfalls  auf  jener  gemeinsamen  Integral- 
M,n  der  beiden  Gleichungen  (17)  gelegen  ist,  so  mufs  es  der  Relation 
^=0  ebenfalls  genügen,  d.  h.  man  ranfs  haben: 

wenn  für  die  Verhältnisse   der  Differentiale  d^j  dXi,  dpi  ihre  Werte 

(18)  eingesetzt  werden.  Daraus  ergiebt  sich  der  obige  Satz  ohne 
weiteres.  Ist  die  gemeinsame  Integral-ilf„,  ein  singidäres  Integral  der 
Gleichung  0  =  0,  so  ist  unser  Satz  selbstverständlich. 

Um  darnach  zu  entscheiden,  oh  r  heliebig  vorgegebene  partielle 
Differentialgleichungen : 

(19)  Oi{zx^  .  .  Xn^p^  ..pm)  =  0         (i=l,2,..r) 

Integrale  gemein  haben ,  müssen  wir  folgendermafsen  verfahren. 

Unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Relationen  (19)  im  Sinne  von 
Art.  40  ein  r-gliedriges  Gleichungen  System  bilden,  können  sie  für 
/' >  w -f-  1  überhaupt  keine  Integral- Jf^  gemein  haben;  im  Falle 
r  =  m -{-  1   besitzen   sie    eine  und  nur- eine,    eben   durch   das   System 

(19)  definirte  gemeinsame  Integral- Jf,;,,  wenn  sämtliche  Klammerans- 
drücke [0i<^k}  vermöge  (19)  verschwinden  (Art.  243). 

Im  Falle  r  <  m  +  1  stellen  wir  alle  Relationen  [^/^J  =  0  auf; 
liefern  diese  zusammen  mit  (19)  ein  mehr  als  r-gliedriges  Gleichungen- 
system : 

(20)  0/  =  0,  . .  0;  =  0         (s  >  r), 

so  bilden  wir  alle  Relationen  [0/O^,]  =  O;  stellen  diese  dann  mit 
(20)  zusammen  ein  ^gliedriges  Gleichungensystem  dar,  wobei  ^  >  5,  so 
verfahren  wir  mit  dem  letzteren  ebenso.  In  allen  Fällen  gelangen 
wir  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  entweder  auf  ein  mehr 
als  m  -f-  1-gliedriges  Gleichungensystem,  und  die  gegebenen  Gleichungen 
(19)  besitzen  dann  keine  gemeinsamen  Integrale;  oder  zu  einem  Glei- 
chungensystem  der  Form: 

(21  j  0i(zXj^   .  .  X,nP^  .  .  Prn)  =  0  (^  =   1,  .  .  7^  ;    v  <m  +   1), 

von  der  Eigenschaft,  dafs  die  sämtlichen  Relationen: 

[a>,0,]  =  o      (i,k  =  i,2,..v), 
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eine  Folge  von  (21)  sind.  Ein  solches  Gleichungensystem  nennen  wir 
ein  „v-gliedriges  Involutionssystem". 

Die  Aufsuchung  etwaiger  gemeinsamer  Integrale  irgend  welcher 
partieller  Differentialgleichungen  (19)  kann  also  stets  darauf  zurück- 
geführt iverden,  die  gemeinsamen  Integrale  eines  Involutionssystems  zu 
ermitteln. 

Der  Fall  eines  m  -\-  1-gliedrigen  Involutionssystems  erledigt  sich 
durch  eine  oben  gemachte  Bemerkung  ohne  weiteres;  wir  können  uns 
also  auf  die  Annahme  v  <im  -\-  1  beschränken. 

352.  Nach  Art.  244  ist  jedes  mit  einem  Involutionssjstem  (21) 
äquivalente  Gleichungensystem  wiederum  ein  Involutionssystem.  Wir 
nehmen  zunächst  an,  dafs  eine  der  Gleichungen  (21)  nach  z  auflösbar 
sei;  dann  kann  das  System  (21)  auf  die  Form: 

Z  =   ^(x^X^  .  .  XmPiP2  •  'Pm) 

(22)  ,  yf,(x,X,..Xrr,p,p,..prr;)==0       (i  =  1,  2,  .  .  V   -  1) 

gebracht  werden.  Ist  keine  der  Relationen  (22)  nach  einer  der  Va- 
riabein pi  auflösbar,  so  kann  das  System  (22)  die  Form: 

Xi  =  tii^vf  a)r-{.i  ..Xm)  =  0  {i=lj2,  .  .V  —1) 

erhalten.  Allgemein  können  wir  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken 
annehmen,  dafs  die  Relationen  (22)  sich  in  der  Form: 

(23)  Pi  =  (pi(x^  ..XmPiu^l..  Pm)  (i  =  1,  2,  .  .  ^) 

(24)  G)h(x^X^  ..Xm)  =  0  {h==ii-\-l,^-\-2,..v—l) 

auflösen  lassen,  wobei  ^  eine  gewisse  Zahl  der  Reihe  0,  1,  . .  v  —  1 
ist,  und  im  Falle  ft  =  0  die  Relationen  (23)  natürlich  wegzulassen  sind. 
Wir  behaupten,  dafs  die  Gleichungen  (24)  nach  v  —  ^  —  1  von 
den  Variabein  rr^t  +  i,  ^,«+2  •  •  oOm  aufgelöst  werden  können;  andernfalls 
nämlich  ergäbe  sich  aus  dem  System  (24)  mindestens  eine  Relation  in 
x^  .  .  Xf^i  allein,  etwa  die  folgende: 

Man  hat  aber: 

VPi  —  9u  ^1  —  Xi]  ^  h 

und  dies  ist  unmöglich,  da  ja  die  linke  Seite  dieser  Identität  nach  der 
Bemerkung  zu  Anfang  dieser  Nr.  vermöge  des  gegebenen  Gleichungen- 
systems verschwinden  mufs.  Wir  können  demnach  annehmen,  dafs 
die  Gleichungen  (24)  nach  ^^^+1  •  .  ^^-i  auflösbar  seien,  und  haben  so 
den  Satz  gewonnen:  „Jedes  v-gliedrige  Involutionssystem: 

(21)  0^  =  0  .  .  0,  =  0, 
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welches   von   z  nicht  frei   ist,   kann   durch  Auflösung    folgende   Form 
erhalten : 


(26) 


Z  ==  Q*  [X-^X^  •  '  Xf^i,    XyXy^i  .  .  XmPf.i-\-\  •  •  Pm) 
Pi  ==^  9^?:  (^^1^2  •  •  "^z";    XpXy^i  .  .  XjnPju-\-l  •  •  Pm) 
^ju-\-h  =  X^'y^i^^  '  •  '^/o    X)yXy^i  .  .  Xm) 

(^  =  1^  2,  .  .  ^^  Ji  ==  1^2,  .  .  V  —  ^  —  1), 

wobei  ^  eine  gewisse  Zahl  der  Reihe  0,  1^  2,  .  .  v  —  1  bedeutet.     Im 
Falle  ft  =  0  sind  natürlich   die  in   der  zweiten  Zeile,  für  fi  =  v  —  1 
die  in  der  dritten  Zeile  stehenden  Gleichungen  des  Systems  (25)  weg- 
zulassen. > 
Schreiben  wir: 

SO  können  wir  die  Grleichungen  (25)  ersetzen  durch  die  folgenden: 
0  —  Sl  =  0,  Pi  —  cpi  =  0,  x^j^h  —  %h  =  0 
{i  =  1  .  .  ^'^  h  =  1,  2j . ,  V  —  |Lt  —  1). 
Jeder  eckige  Klammerausdruck,  der  aus  irgend  zweien  der  v  Funktionen 

Z  —   ßr,    Pi  —  (pi,     X^J^-h  —   Ih, 

gebildet  wird,  enthält  nun,  wie  die  Ausrechnung  lehrt,  ausschliefslich 
solche  Variabein,  die  nur  auf  den  rechten  Seiten  von  (25)  auftreten,  und 
ist  also,  da  er  vermöge  (25)  verschwinden  mufs,  überhaupt  identisch  null. 

Damit  ist  gezeigt: 

Jedes  v-gliedrige  Involutionssystem  hann  auf  eine  äquivalente  Form: 

gebracht  weiden,  derart  dafs  sämtliche  KlammerausdrücJce  [FiFk]  identisch 
verschwinden. 

Jetzt  stellen  die  Gleichungen: 

-^  l   ^i;    -^2  ^2    •  •         '^  ^v 

auch  dann  ein  Involutionssystem  dar,  wenn  unter  den  C/  arbiträre  Kon- 
stanten verstanden  werden,  und  solche  Involutionssysteme  wollen  wir 
fortan  ausschliefslich  betrachten. 

Haben  v  unabhängige  Funktionen  F^..Fv  der  Variabein  zx^  ..x^p^ . .pm 
die  Eigenschaft,  dafs  alle  Klammerausdrücke  \FiFk\  identisch  verschwin- 
den, so  sagen  wir:  „sie  sind  invqlutorisch"  oder  j,sie  befinden  sich  in 
Involution"  oder  endlich:    sie  bilden   ein  v-gliedriges  Involutionssystem. 

Sind  m  -\-  \  involutorische  Funktionen  I\  .  .  -F^+i  gegeben,  ist 
femer   i   ein  beliebiger  Iudex   der  Reihe   1 ,  .  .  m  -{-  1   und   verstehen 
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wir  unter  Ci  eine  numerische,  unter  q  .  .  C/_i  c,:4_i  .  .  Cm^i  dagegen  ar- 
biträre Konstante,  so  bilden  die  Grleichungen : 

ein    vollständiges  Integral    der  partiellen  Differentialgleichung  F,  =  C/. 
353.  Damit  ein  von  ^  freies  v-gliedriges  Relationensystem: 

(26)  <?>/(^l^2  •  •  ^mPiP2  •  •  Prn)  =  ^  {t  '=   1,  2,  .  .  v) 

ein  Involutionssystem  bilde,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  alle 
Ausdrücke  (Oi  Q^)  vermöge  (26)  null  sind.  Die  Gleichungen .  (26) 
mögen  z.  B.  die  Form  haben: 

(27)  0i  =  ^  aaPk  =  0         (f  =  1  .  .  v), 

1 

worin  die  Koeffizienten  üik  Funktionen  der  Variabein  x^  .  .  Xm  be- 
deuten. Betrachten  wir  dann  die  linearen  homogenen  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen : 

m 

(28)  ^.•/■=^«-^  =  0. 
so  gilt,  wie  man  leicht  sieht,  die  Identität: 

X,-(X,/-)  -  X,(X,/)  s;  (^,-^.), 

wenn   auf  der  rechten  Seite  die  ps  durch  v, —    ersetzt    werden;    daraus 

folgt:  bilden  die  Gleichungen  (27)  ein  Involutionssystem,  welches  nach 
V  von  den  Gröfsen  p^  .  .  pm  auflösbar  ist,  so  stellen  die  partiellen 
Differentialgleichungen  (28)  ein  i^-gliedriges  vollständiges  System  dar, 
und  umgekehrt. 

Ganz  ähnlich   wie    in  der  vorigen  Nr.  läfst  sich  zeigen,  dafs  jedes 
v-gliedrige  von  0  freie  Involutionssystem  auf  die  Form: 

.,^^.                         (          Pi  =  Cpi(Xi  .  .  ^^,,    Xr-^i    .  .  X,n,  p^.^i  .  .  2^m) 
[  ^jLi  -f-  /*  Xh  \'^i  '  •  ^f.t  j    "^v  -f- 1   •  •  ^m) 

(i  =l,2,..^i;h  =  l,2,..v-ii) 

gebracht  werden  kann,  worin  ^  eine  Zahl  der  Reihe  0,  1,  2,  .  .  1^  be- 
deutet; da  nun  jeder  Klammerausdruck,  der  aus  irgend  zweien  der 
Funktionen: 

Pi  —  g^i,  x^,j^n  —  lh 

gebildet  wird,  nur  solche  Variabein  enthält,  die  in  (29)  auf  der  rechten 
Seite  vorkommen,  und  vermöge  (29),  also  überhaupt  identisch  null  ist, 
so  hat  man  den  Satz: 
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Jedes  v-gliedrige  Involutionssystem  der  Form  (26)  läfst  sieh  auf 
eine  Gestalt: 

Fi{a\  .  .x„,pj^.  .  prr^  =  0         (i=l  .  .v) 

hringen,  von  der  Eigenschaft,  dafs  alle  -—  v  (v  —  1)    Klammer  ausdrücke 

{FiFx)  identisch  verschwinden. 
Die  Relationen: 

m)  F^  =  c^  •  •  Fr  =  Cr 

bilden  jetzt  für  jedes  beliebige  Konstantensystem  C/,  ein  r^-gliedriges 
Involutionssystem ;  wir  nennen  dann  auch  die  Funktionen  F^  .  .  F 
selbst  ein  i'-giiedriges  Involutionssystem. 

Aus  der  Definition  des  Involutionssystems  folgt  leicht: 

Bilden  die  m  Gleichungen: 

Pi  =  (pi{x^  .  .  Xyn)         (^  =  1  .  .  m) 

ein  Involutionssystem,  so  ist  der  Pfaff'sche  Ausdruck: 

2^(pidXi 

ein  exaktes  Differential,  und  umgekehrt. 

Ahnlich  wie  im  vorigen  Kapitel  bezeichnen  wir  die  Annahme, 
dafs  ein  gegebenes  Involutionssystem  (30)  von  z  nicht  unabhängig  ist, 
als  den  Fall  a);  ferner  die  Voraussetzung,  dafs  alle  Funktionen  F^  .  .  F^ 
von  z  unabhängig,  aber  in  den  Variabein  p/.  nicht  alle  homogen  nullter 
Ordnung  sind,  als  den  Fall  /3);  endlich  die  Annahme,  dafs  alle  Fi  von 
z  frei  und  in  den  pi  homogen  nullter  Ordnung  sind,  als  den  Fall  y). 
Im  letzteren  Falle  nennen  wir  das  Gleichungensystem  (30)  auch  kurz 
ein  homogenes  Involutionssystem-,  bevorzugt  man  dann  die  zweite  De- 
finition des  Integralbegriffs  (Art.  302),  so  erleidet  die  in  Art.  351 
durchgeführte  Betrachtung  keine  wesentliche  Modifikation.  In  der 
That,  jede  gemeinsame  Integral- Jfm_i  der  beiden  homogenen  Glei- 
chungen : 


0 


erfüllt,  wie  aus  Art.  241  leicht  erkannt  wird,  auch  die  Relation 
(O  W)  =  0,  und  diese  ist  in  den  pi  wiederum  homogen.  Wir  schliefsen 
daraus  ähnlich  wie  in  Nr.  351,  dafs  die  Aufsuchung  aller  gemeinsamen 
Integral- Mrn—i  irgend  welcher  homogenen  Gleichungen: 

«,(^. . .  a.,»  ^  •  •  %-')  =  0      (i  =  1,  2, . .) 
stets  auf  die  Ermittelung   aller   Integral-illf,„_i    eines   homogenen   In- 
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volutionssystems  zurückkommt;  ferner  ergiebt  sich  aucli,  dafs  jedes 
derartige  System  auf  eine  Form: 

Fl  ==  0,  .  .  F,  =  0 

gebracht  werden  kann,  worin  alle  F,  in  den  pi  homogen  nullter  Ord- 
nung  sind    und  alle  Klammerausdrücke  (FiF]^  identisch  verschwinden. 

354.  Wir  schreiben  das  gegebene  Involutionssystem  (30)  in  der 
Form: 

(31)  Xi(z,  X^  .  .  X,nPiP2  .  .  Pm)  =  Ci  {i  =  1,  2,  .  .  v). 

Im  Falle  a)  können   wir   dann  nach  Kap.  XI  durch  je  eine  Operation: 

2m  —  2v-\-  1,  2m  —  2v—l,.,^,l 
die  Funktionen  Z,  J^v-\-i  •  •  Xm  so  bestimmen^  dafs  die  Identität: 

(32)  dZ  —  PidX^  —  • PmdXm  ^  Q(d0  — p^dx^ PmdXm) 

besteht,  worin  q  ==  0. 

Unter  der  Annahme  ß)  lassen  sich  durch  die  Operationen: 

2m  —  2v,  2m  —  2v~2,  . .  4,  2,  0, 

die  Funktionen  X^+i,  .  .  X„,,   U  so  bestimmen,  dafs  identisch: 

m 

(33)  dü{x^  ..prrt)  +  ^Fl{x,p)dXi{x,p)  ^p^dx^  -\ \-prndXm, 

1 

endlich  kann  man  im  Falle  y)  mit  Hülfe  der  Operationen: 

2m  —  2v  —  1,  2w  —  2i;  —  3,  . .  3,  1 
die  Identität: 

.(34)  F^dX^  +  •  •  +  PmdXm  ^-p^dx^  -\ [- PmdXm 

herstellen;  die  Fi,  q  ergeben  sich  jedesmal  durch  Auflösung  eines 
linearen  Gleichungen  Systems. 

355.  Hat  man  im  Falle  a)  die  2m  -|-  1  Funktionen  Z,  X/P/  so 
bestimmt,  dafs  die  Identität  (32)  stattfindet,  und  versteht  man  unter 
Cj  . .  Cv  bestimmte  numerische  Werte,  unter  c,  Cv^\, . .  Cm  dagegen  arbi- 
träre Konstante,  so  stellen  die  Gleichungen: 

(35)  Xi  =  q,  Xg  =  C^,   .  .   Xm  =  C,ny  Z=c 

m  —  V  -{-  1-fach  unendlich  viele  Element- ilif^  dar,  und  zwar  lauter  ge- 
meinsame Integrale  der  v  partiellen  Differentialgleichungen  (31),  oder, 
wie  wir  auch  sagen  können,  Fitegrale  des  Involutionssystems  (31);  jedes 
gemeinsame  Flächenelement  z^xPpP  der  Gleichungen  (31)  ist  in  einer 
und  nur  einer  Element- Jf^^  der  Schar  (35)  enthalten,  in  derjenigen 
nämlich,  die  den  Kon  stauten  werten: 
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«..+,  =  X+„(.»..p»„);     c^Z{^..pl) 
entspricht. 

Eine  derartige  Schar  von  00'"  —  '+^  gemeinsamen  Integral- Jl„,  des 
Involutionssystems  (31)  wird  ein  ^^vollständiges  Integral'^  desselben  ge- 
nannt. Man  erkennt  auch  leicht  umgekehrt,  dafs  jedes  vollständige 
Integral  auf  die  Form  (35)  gebracht  werden  kann,  und  zu  einer  Iden- 
tität (32)  Anlafs  giebt. 

Um  das  allgemeinste  Integral  des  Involutionssystems  (31)  zu 
finden,  haben  wir  alle  m  +  1-gliedrigen  Gleichungensysteme  aufzustellen, 
welche  die  Relationen  (31)  umfassen  und  die  rechte  Seite  der  Identität 
(32)  zum  Verschwinden  bringen,  oder  was  dasselbe  ist,  wir  haben  zu 
den  V  Relationen  (31)  das  allgemeinste  m  —  v  -\-  1-gliedrige  Gleichungen- 
system hinzuzufügen,  das  die  Pfaif'sche  Gleichung: 

dZ —  Pr.^idXv-\-i  —  •  •  —  PmdXm  =  0 
befriedigt.     Jedes  Gleichungensystem  dieser  Art  hat  die  Form: 

^i(Z,  X,  +  i  .  .  Xm,    Pr  +  l  ..Pm)  =  0  {i  =  1,  2,  ,  .  M  -  V  +   1), 

und  ist  nach  Kap.  VII  zu  bilden.  Aus  einem  gegebenen  vollständigen 
Integral  des  Involutionssystems  (31)  läfst  sich  sonach  die  allgemeinste 
Integral-iH/^^t  ohne  weitere  Integration  finden. 

356.  Versteht  man  unter  q  .  .  Cv  wiederum  bestimmte  numerische 
Werte,  dagegen  unter: 

(36)  C,  Cr-\-l  .  .  Cm,    7r  +  l  -  -  ym 

willkürliche  Konstante,  so  definiren  die  2m  —  v  -\-  1  Gleichungen: 

(37)  Z=  c,  Xi  =  d'^  Pj^  =  yj^         {i  =  1  .  .  m]  Je  =  V  ~{-  1  . ,  m) 

für  jedes  Wertsystem  der  Konstanten  (36)  eine  Element- ilT^,  des  Raums 
i?,„_(_i,  und  zwar  eine  gemeinsame  Integral  .M^  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen (31);  diese  Integral- Jf,,  ist  überdies  für  jede  einzelne 
dieser  Gleichungen  eine  charaläeristische  M^  (Art.  334),  und  soll  des- 
halb eine  „CharaJderistik"  (oder  „charaläeristische  My")  des  Involutions- 
systems (31)  genannt  werden.  Ein  v-gliedriges  Involutionssystem  be- 
sitzt sonach  oo^"^'— 2^-1-1  Charakteristiken;  in  den  Definitionsgleichungen 
(37)  der  Charakteristiken  hat  man  unter  der  Annahme  ß)  die  Funktion 
Z  durch  z  —  U(Xj  p)  zu  ersetzen ,  wenn  U  die  in  (33)  auftretende 
Funktion  bedeutet. 

Ist  V  =  m,  so  werden  die  Charakteristiken  durch  (35)  dargestellt, 
sie  sind  also  mit  den  gemeinsamen  Integralen  der  m  involutorischen 
partiellen  Differentialgleichungen : 

V.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  31 
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(38)  Xi{Zj  X^  .  .  X,nl\   .  .prn)  =  C;  {%  =   \  .  .  TYl) 

identisch;  es  giebt  jetzt  überhaupt  nur  einfach  unendlich  viele  derartige 
Integral- ilf;„,  wenn  die  c-,  bestimmte  numerische  Werte  haben,  und  ein 
beliebiges  von  den  cx:>"*+i  gemeinsamen  Flächenelementen  der  Glei- 
chungen (38)  ist  auf  einem  und  nur  einem  dieser  gemeinsamen  Integrale 
enthalten. 

Beispielsweise  haben  zwei  partielle  Differentialgleichungen: 

F{xyzpq)  =  a,  0(xy0pq)  =  b 

dann  und  nur  dann  für  jedes  beliebige  Wertsystem  der  Konstanten 
a,  h  einfach  unendlich  viele  Integralflächen  gemein,  wenn  die  Bedingung: 

*-        -^       dp  \(Jx   '  ^  dz)       cp  \dx   '  ^  02 J    '   dq  \cy   '   ^  czj 

dq\dy~^^  dz) 

erfüllt  ist;  diese  oo^  Integralflächen  sind  dann  auch  die  Charakteristiken 
unseres  zweigliedrigen  Involutionssjstems. 

357.  Die  Sätze  der  Artikel  348 — 350  lassen  sich  nunmehr,  wie  man 
leicht  erkennt,  folgendermafsen  verallgemeinern: 

1.  Jedes  v-gliedrige  Involutionssystem: 

(31)  Xi{zX^  .  .  XmPi  .  .Prn)  =  Ci  (^  =  1  .  .  v) 

läfst  sich  mit  Hülfe  einer  Berührungstransformation: 

(39)  /  =  Z,  x;  =  Xi,  pl  =  Fi 
auf  die  spezielle  Form: 

bringen.  Im  Falle  ß)  kann  diese  Beduktion  stets  durch  eine  Berührungs- 
transformation der  Gestalt: 

(40)  /  =  ^  +  U(x,  |j);  x/  =  Xi{x,  p);  p/  =  Pi(x,  p), 

im  Falle  y)  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  der  2  m  Va- 
riabein XiPi  bewerkstelligt  tverden. 

2.  Zwei  v-gliedrige  Involutionssysteme  vom  Typus  a)  lassen  sich 
stets  durch  eine  Berührungstransformation  (39)  in  einander  überführen^ 
m.  a.  W.  ein  v-gliedriges  Involutionssystem  der  Kategorie  cc)  besitzt 
gegenüber  allen  Berührungstransformationen  der  2  m  -\-  1  Variabein  zxipi 
aufser  seiner  Gliederzahl  v  keine  weitere  Invariante. 

Analoges  gilt  im  FaUe  /3),  wenn  man  beliebige  Berührungstrans- 
formationen (40),  und  im  Falle  ;),  wenn  man  beliebige  homogene  Be- 
rührungstransformationen ins  Auge  fafst. 
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3.   Vertvandelt  sich  das  Involutionssystem  (31)  vermöge  irgend  einer 
Berührung stransformation  in  das  Gleichungensystem: 

(41)  Yiiz'x^  .  .  X'rrx'p^  .  .Pm)  =  Ci, 

so  bildet  dieses  ivieder  ein  v-gliedriges  Involutionssystem,  und  jeder 
Integral-Mrti  hezw.  Charalderistih  des  Systems  (31)  entspricht  vermöge  der 
genannten  Transformation  eine  Integral- Mm  hezw.  CharaUeristih  von  (41). 
358.  Hat  man  im  Falle  y)  die  2  m  Funktionen  X/P»  derart  be- 
stimmt, dafs  die  Identität  (34)  stattfindet,  und  macht  man  von  der 
zweiten  Definition  des  Integralbegriffs  Gebrauch  (Art.  302),  so  wird 
man  als  „charaMeristische-Mr^  oder  „Charakteristik"  des  gegebenen  In- 
volutionssystems diejenigen  Element -ilf^,  des  Raums  Rm(xi  .  .  x,r^  zu 
bezeichnen  haben,  welche  durch  die  Relationen: 


+  2 


Xi  =  C^  .  .  Xrn  =  C,n'^        p =  }^r  +  2 


definirt  werden;  die  allgemeinste  Integral- J^f,y<_i  unseres  Involutions- 
systems wird  erhalten,  indem  man  zu  den  gegebenen  v  Gleichungen 
das  allgemeinste  m  —  v-gliedrige  Integraläquivalent  der  Pfaff 'sehen 
Gleichung: 

hinzufügt.  Bezüglich  des  Verhaltens  der  Integrale  und  Charakteristiken 
bei  homogenen  Berührungstransformationen  gelten  ganz  analoge  Sätze 
wie  in  der  vorigen  Nummer. 

359.  Es  ist  nöthig,  auf  die  analytische  Darstellung  der  Charak- 
teristiken etwas  näher  einzugehen.  Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir 
vorab,  dafs  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (37)  ein  System  von 
2  m  -f-  1  —  V  unabhängigen  Lösungen  des  i^-gliedrigen  vollständigen 
Systems : 

(42)  [X,,  f]  =  0,  [X„  /•]  =  0,  . .  [X,.,  f]  =  0 

bilden.     Bedeuten  daher  die  Funktionen: 

5i/(^,  x^  .  .  Xn,2h  ■  ■  P>r)         (i  =  1,  2, .  .  2m  —  2i/  -f  1) 

irgend  2m  —  2v  -\-  1  von  einander  und  von  X^  .  .  X,,  unabhängige 
Lösungen  des  Systems  (42),  so  definiren  die  Relationen  :j 

Sl,  =  y;         (i  =  1,  2,  .  .  2m  —  2z^  +  1) 

mit  (31)  zusammen  ebenfalls  die  charakteristischen  Jf,,  dieses  Invo- 
lutionssystems. 

Aus  Art.  282  ist  bekannt,  dafs  in  der  Matrix: 

i  31* 
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[359] 


dx^         dx^ 

•  ax„  +  ^'"  a.- 

dx. 

dx,. 

9P,n' 

dx^     1   ■'i    dz  ' 

•   8x„  +  i'"'   dz 

(48) 


nicht  alle  v- reihigen  Determinanten  identisch  verschwinden  können^ 
wenn  die  Gleichungen  (31)  wirklich  ein  i^-gliedriges  Involutionssystem 
bilden  sollen. 

Bedeuten  nun  q  .  .  c»,  bestimmte  numerische  Werte,  so  wird  das 
Wertsystem: 

(44)  ^«^,--<,P\--Pl  , 

als  ein  ,,nicht  singuläres"  Flächen element  des  Involutionssystems  (31) 
bezeichnet,  wenn: 

1)  alle  Funktionen  X^  .  .  X.^  an  der  Stelle  (44)  regulär  sind, 

2)  die  Gleichungen  (31)  von  den  Konstanten  (44)  erfüllt  werden, 

3)  nicht  alle  v- reihigen  Determinanten  des  Schemas  (43)  an  der 
Stelle  (44)  verschwinden. 

Ein  Flächenelement ,  das  nur  die  zwei  ersten ,  nicht  aber  die 
dritte  dieser  Bedingungen  erfüllt,  heifst  ein  „singuläres  Flächenelement" 
des  Involutionssystems  (31). 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit: 

die  Yariabeln  zXiPi  in  irgend  einer  Reihenfolge,  und  mit: 

(45)  a;,  II  . .  A«„,^, 

die  Konstanten  (44)  in  derselben  Anordnung;  stellen  dann  die 
letzteren  ein  nicht  singuläres  Flächenelement  des  Involutionssystems 
(31)  vor,  so  können  wir  annehmen,  dafs  die  linearen  homogenen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  (42)  sich  in  der  Form: 

v-\-l 


(46) 


1/ 

dl 


-  =  ^aL 


df 


dl 


r  +  A- 


(^•=1,2,..!;) 


auflösen  lassen,  und  dafs  die  Funktionen  ai-kiX^  .  .  ^2^  +  1)  an  der  Stelle 
(45)  regulär  sind.  Die  Gleichungen  (46)  besitzen  dann  2m  -\-  1  —  v 
Hauptintegrale : 

^/.(A-tAg  .  .  X2m-{.i)         (h=l/2,..  2m  —  v+  1), 

welche  alle  in  der  Umgebung  der  Stelle  (45)  regulär  sind  und  sich 
vermöge : 
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(47)  Ai  ==  A/  .  .  K  =  A,«, 

bezw.  auf  Av_|_i  .  .  ^2^+1  reduziren,  und  die  Auflösung  der  Gleichungen: 

A-K+,         {h=l,2,..2m-v  +  l) 
liefert  ein  Gleichungensystem  der  Form: 

K+,  =  hiK  ■  ■  K,  ^;  •  •  ^L+i)    (Ä  =  1 . .  2m  -  r  +  1), 

worin  die  rechten  Seiten  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Gröfsen 
A^  —  AJ  .  .  A^  —  AJ  bedeuten  und  sich  vermöge  (47)  auf  AJ  ,  ^^ .  .  A^^  ,  ^ 
reduziren.  Diese  Gleichungen  stellen  jetzt  die  durch  das  Flächen- 
element (44)  hindurchgehende  Charakteristik  des  Involutionssystems  (31) 
dar.     Damit  ist  gezeigt: 

Jedes  nicht  singulare  FläeJienelement  ist  auf  einer  und  nur  einer 
charaMeristiscJien  M^  des  Involutionssystems  (31)  enthalten. 

Aus  den  Resultaten  der  Nr.  355  und  356  schliefsen  wir  jetzt  ganz 
ähnlich  wie  in  §  4  des  vorigen  Kapitels : 

Enthält  eine  Integral- M^^  des  v-gliedrigen  Involutionssystems  (31) 
das  nicht  singulare  Flächenelement  Eq,  so  enthält  sie  die  ganze  von  Eq 
auslaufende  Charakteristih^  m.  a.  W.  haben  zwei  Integrale  des  gegebenen 
Involutionssystems  ein  nicht  singuläres  Flächenelement  Eq  gemein,  so 
haben  sie  die  ganze  von  Eq  auslaufende  charakteristische  My  miteinander 
gem^ein. 

Nennen  wir  demnach  eine  Integral-ilf^  singulär,  wenn  sie  lauter 
singulare  Flächenelemente  des  Involutionssystems  enthält,  so  können 
wir  sagen: 

jjjede  nicht  singulare  Integral-Mm  des  v-gliedrigen  Involutionssystems 
(31)  ist  von  m  —  v-fach  unendlich  vielen  charaJcteristischen  M^  er  zeugt  J^ 

360.  Die  in  der  vorigen  Nr.  gegebene  analytische  Darstellung  der 
Charakteristiken  eines  Involutionssystems  läfst  sich  in  folgender  Weise 
verallgemeinern : 

Es  sei: 

(48)  ZXi  .  .x„,pi.  .p'rr, 

ein  nicht  singuläres  Flächenelement  des  gegebenen  Involutionssystems, 
und  es  mögen  die  Funktionen: 

(Pi{zx^  .  .  XmPi  .  .  Pm)         (*  =  1;  2      .  v) 

willkürlich,  aber  so  gewählt  werden,  dafs  sie  an  der  Stelle  (48)  regulär 
sind,  und  dafs  daselbst  die  Determinante: 

!  [X,,  g>,]  I       (i,h==l,2,..v) 

nicht  null  ist.     Dann  kann  man  die  Gleichungen: 
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V 

|X./JEE^*[X,.^JB*/-       ii=l..v) 

1 

nach  den  Unbekannten  B/f  auflösen: 

V 

1 
und   die   Qik   sind   Funktionen   der  Variabein  zXfPij    die   an    der   Stelle 

(48)  regulär  sind;    auch  ist   die  Determinante  |  Qik  \  an  der  genannten 
Stelle  nicht  null. 

Die  Gleichungen  Bjcf=  0  bilden  das  allgemeinste^  mit  (42)  äqui- 
valente Jacobi'sche  System  (Art.  65)-,    ebenso    stellen  die  Gleichungen: 

(49)  IL  +  B,f=0        ii=l..v) 

ein  v-gliedriges  Jacobi'sches  System  mit  den  Independenten: 

dar,  und  besitzen  ein  System  von  Hauptintegralen: 

ti{z,  x^  .  .  ^,);  c9/(^,  x^  .  .  U)         (i  =  1,  2,  .  .  m), 

die  in  der  Umgebung  der  Stelle: 

ff         I      f         I 

Z  X-^    .  .  XffiP-^    .  .  p„i  T^t^  •  '  Tv 

regulär  sind  und  vermöge  der  Substitution: 

(50)  t^     =    r^    .     .    ty,    =    ty, 

bezw.   in  Zy  Xt,  pt  übergehen;   die  r,  sind  dabei  beliebige  feste  Werte. 
Sind  jetzt  die  Funktionen  «,  i^»/,  üj,  auch  an  der  Stelle: 

^x\..plt,..t^ 
regulär,  so  lassen  sich  die  Relationen: 

G9  =  z^j  ti  =  oCi^,  coi  =  pP     (i  =  1  .  .  m) 
folgendermafsen  auflösen: 

(51)    {^,  =  A:(':   ■■■K,^" lO 


und  die  rechten   Seiten   dieser   Gleichungen   sind  gewöhnliche  Potenz- 
reihen der  2m  +  1  +  ^  Gröfsen: 
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ti  —  Tf,  Z^  —  /,  xP  —  Xi\  pP  —  i?/; 

sie  ergeben  sich  bezw.  aus  den  Funktionen  co,  t/;,;,  w,-  dadurch ,  dafs 
man  darin  die  Gröfsen  s,  Xi,  pi  bezw.  durch  z^j  xP,  pP  ersetzt  und  die 
t  mit  den  t  vertauscht. 

Die  Relationen  (51)  definiren  nun  nach  Kap.  II  §  5  diejenigen  In- 
tegralfunktionen 0XiPi  des  Mayer'schen  Systems: 


(52) 


die  sich  vermöge  (50)  bezw.  auf  z^xPpP  reduziren,  m.  a.  W.  die  Glei- 
chungen (52)  bestehen  identisch  für  alle  Werte  der  2m  -\-  1  -\-  v 
Variabein 

wenn  man  z,  Xipi  überall  durch  %,  X/,  ^i  ersetzt.  Bezeichnet  demnach 
allgemein  {f)  diejenige  Funktion  der  Variabein  (53) ,  in  die  f(z  .  .  p„^ 
vermöge  der  genannten  Substitution  übergeht,  so  hat  man  die  Iden- 
titäten : 


(54) 


Ist  nun  auch  das  Wertsystem: 
(55)  ««xj..  <;,;..  i>f„ 

ein  nicht  singuläres  Flächenelement  des  gegebenen  Involutionssystems 
(31),  und  legt  man  den  zu  Anfang  dieses  Art.  eingeführten  Funktionen 
(p^  .  .  (py  die  Bedingung  auf,  dafs  die  Determinante: 

I  [X,:,  9.]  I  (i,  fc  =  1  .  .  v) 

an  der  Stelle  (55)  nicht  null  sei,  so  gilt  dasselbe,  wie  man  leicht  er- 
kennt, auch  von  der  Determinante  |  Qik  |.  Wir  betrachten  nun  die 
v-zeilige  Matrix: 
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(55  a) 


dt,. 


äT, 


dt. 


dt^, 


dt^ 


Jede  2/-reihige  Unterdeterminante  dieser  Matrix  ist  mit  Rücksicht 
auf  die  Identitäten  (54)  gleich  dem  Produkt  der  Determinante  |  (^/aO  I 
und  einer  v-reihigen  Determinante  des  Schemas: 


„    ax.    ax. 


/dx.         ax.\  /dx.         dx.\ 


wenn  darin  die  0XiP;.  bezw.  durch  die  x,li^i  ersetzt  werden.  Aus  den 
Eigenschaften  dieser  letzteren  Funktionen,  und  aus  der  Annahme,  dafs 
das  Flächenelement  (55)  nicht  singulär  sei,  folgt  jetzt  sofort,  dafs  nicht 
alle  v-reihigen  Determinanten  des  Schemas  (55a)  an  der  Stelle: 

1        -'-ml  V 

verschwinden.   Die  Elimination  der  Gröfsen  t-^  .  .t^  aus  dem  System  (51) 
liefert    daher   genau    2  m  -\-  1  —  v    Relationen   in    sx/pr^    es    sind    dies 
augenscheinlich  die  Definitionsgleichungen  der  durch  das  Flächenelement 
(55)  festgelegten  charakteristischen  My  unseres  Involutionssystems. 
361.  Wie  im  vorigen  Kapitel  setzen  wir: 

wobei  jetzt  das  Differentiationssymbol  d  sich  auf  alle  2  m  -\-  v  -\-  1  Va- 
riabein (53)  bezieht.  Man  hat  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Identitäten  (54) : 

7  dx  NTl        J^i  VTT^^* 


du 

dt. 


dt^ 


^^''^di-^'dT/^' 


=  d 


2h(>^^)Ui¥^  + 


L    1 


a^i 


+  l^r 


■2,^ä  2^(,.)'(^^) 


8ft.- 


+ 


(56)=^(«'-*)U/'x^  +  -  + 


d^r, 


+  >/S(P"0 


1       1 


c^,. 


dh. 
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^  Nun   sind   die  Funktionen  X^  .  .  X,,  Integrale   des   zu   (49)   adjun- 

girten  unbeschränkt  integrablen  Systems  totaler  Differentialgleichungen; 
daraus  folgt  sofort,  dafs  die  Funktionen  (X^)  die  Variabein  t^  .  .  t^  nicht 
enthalten,  also  ungeändert  bleiben,  wenn  man  darin  die  ti  durch  die 
ti  ersetzt;  d.  h.  man  hat  identisch: 

und  durch  totale  Differentiation  folgt  hieraus: 

Die  Identität  (56)  verwandelt  sich  dadurch  in  die  folgende: 
oder  in  einfacherer  Schreibweise: 

V 

|£=ö,.tr+^(e,,).dx,». 

«  1 

Daraus  schliefst  man  leicht,  dafs   U  die  folgende  Form  haben  mufs: 

U=Q-  U.  +  ZQudXn^ 

wobei  (),  Qn  gewisse  Funktionen  der  Variabein  (53)  bedeuten.  Dem- 
nach haben  wir  die  Identität  bewiesen: 

(57)        dx  —  ^l^idh  —  gldz'^  —  ^pPdxP  ]  +  ^Q,dXn\ 

in  welcher  sich  das  Differentiationssymbol  d  auf  alle  Variabein  (53) 
erstreckt,  und  die  für  jedes  beliebige  Wertsystem  dieser  Variabein  und 
ihrer  Differentiale  Geltung  hat. 

Es  seien  jetzt   die   Ci   auf  den   rechten   Seiten   des  gegebenen  In- 
volutionssystems : 

(31)  XiizX^  .  .  XrnPi  •  •  Prn)  =  ^i  (*=!..  v) 

bestimmte  numerische  Werte ,  ferner  sei  E^  ein  nicht  singuläres 
Flächen  Clement  dieses  Involutionssystems  mit  den  Koordinaten  (55); 
dann  sind  die  Gröfsen  %,  X;  ^i  die  Koordinaten  irgend  eines  Flächen- 
elements E  der  von  E^  auslaufenden  charakteristischen  Jf,,.  Das  zu 
E^  benachbarte  Flächenelement ^Y  ^i^  ^^n  Koordinaten  z^-{-d0^..pl^  +  dp^^ 
liege  mit  Eq  vereinigt  und  genüge   gleichfalls   dem  Involutionssystem 
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(31),  d.  h.  also  den  Relationen: 

äXf!"  =  0         (/i  =  1,  2,  .  .  v). 

Dann  sind  die  Gröfsen  %  -\-  dx,  A/  -(-  <^/l,-,  ^tf  +  d^i  die  Koordinaten 
eines  beliebigen,  zu  E  benachbarten  Fläclienelements  E'  der  von  E^ 
auslaufenden  Nachbarcharakteristik,  wenn  z.  B.: 

gesetzt  wird,  und  unter  den  dti  willkürliche  Inkremente  verstanden 
werden. 

Wegen  (57)  liegt  dann  E'  mit  E  vereinigt,  und  wir  können  diese 
Thatsache  folgendermafsen  ausdrücken: 

„Genügen  zwei  nichtsinguläre,  'benachharte,  vereinigt  liegende  Flächen- 
elemente EqEq  alle  beide  dem  gegebenen  Involutionssystem  (31),  so  liegen 
die  hezw.  von  ihnen  auslaufenden  charalderistischen  My  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung nach  vereinigt.^' 

Wie  im  §  4  des  vorigen  Kapitels  schliefsen  wir  jetzt: 

Ist  eine  beliebige,  nicht  singulare  Integral- ilf„i  _,,  ^)  des  Involutions- 
systems (31)  gegeben,  und  bestimmt  man  zu  jedem  Flächenelement  E^ 
dieser  Mannigfaltigkeit  die  von  ihm  auslaufende  Charakteristik,  so  er- 
zeugen die  so  erhaltenen  m  —  iz-fach  unendlich  vielen  Mannigfaltig- 
keiten My  eine  Integral-il^f„i  des  Involutionssystems;  und  jede  nicht 
singulare  Integral-ilf„j  kann  auf  diese  Weise  erhalten  werden.  Setzt 
man  also  auf  den  rechten  Seiten  der  Relationen  (51)  für  die  Gröfsen 
z^Xi^pP  solche  Funktionen  von  m  —  v  unabhängigen  Variabein  u^ . .  Um—r, 
dafs  die  Bedingungen: 

d^  -  pld^^ pojcfi^  =  0,  X,X^«  •  •  Pl)  =  e,      Qi=\--v) 

identisch  erfüllt  sind,  so  liefern  die  Relationen  (51)  nach  Elimination 
der  m  Gröfsen  ti,  Uk  die  m  -\-  1  Definitionsgleichungen  einer  Integral- Jf,«. 

Die  allgemeinste  Integral-Jf„i_ ,  des  Involutionssystems  (31)  kann 
ohne  Integration  gefunden  werden,  und  zwar  einfach  dadurch,  dafs  man 
zu  den  m  -\-  1  Definitionsgleichungen  einer  ganz  beliebigen  Element- J^/^r« 
die  V  Relationen  (31)  hinzufügt. 

362.  Aufser  den  genannten  Integralen  kann  das  Involutionssystem 
(31)  nur  noch  singulare  Integrale  besitzen;  um  diese  zu  bestimmen, 
füge  man  zu   den  Gleichungen  (31)   diejenigen  hinzu,    die  sich   durch 


1)  Im  Falle  m  —  v  ^  v  wird  angenommen,   dafs  die  Integral-ilf^ _ ,,  nicht 
von  00"*  ~^*'  Charakteristiken  erzeugt  wird. 
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Nnllsetzen  aller  i/-reihigen  Determinanten  des  Schemas  (43)  ergeben; 
die  etwaigen  gemeinsamen  Integrale  der  so  erhaltenen  Gleichungen 
sind  die  singulären  Integrale  des  gegebenen  Involutionssystems;  zu 
ihrer  Ermittelung  dient  das  Verfahren  des  Art.  351.  Erhält  man  durch 
dasselbe  ein  mehr  als  m-gliedriges  Grleichungensystem  in  sx^  .  .pmy  so 
existirt  entweder  kein  oder  nur  ein  singuläres  Integral,  das  dann  durch 
blofse  Differentiationen  gefunden  wird;  im  entgegengesetzten  Falle  ge- 
langt man  zu  einem  gewissen  ()-gliedrigen  Involutionssystem  (v<Cq^  m), 
dessen  Integrale  mit  den  singulären  Integralen  des  gegebenen  Systems 
identisch  sind;  dabei  ist  zu  bemerken  dafs  dieses  ^-gliedrige  Involutions- 
system selbst  wiederum  singulare  Integrale  besitzen  kann  etc. 

Durch  die  vorstehende  Erörterung  erledigt  sich  gleichzeitig  die 
Frage  nach  den  etwaigen  singulären  Integralen  einer  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung (Art.  316). 

363.  Wenn  es  sich  nur  darum  handelt,  die  gemeinsamen  Integral- 
flächen  der  v  involutorischen  partiellen  Differentialgleichungen  (31)  zu 
bestimmen,  so  können  wir  uns  von  vorneherein  auf  die  Annahme  be- 
schränken, dafs  diese  Gleichungen  nach  v  von  den  Variabein  ^/,  etwa 
nach  Pi  .  .  Pv  auflösbar  seien.  Im  entgegengesetzten  Falle  nämlich  er- 
gäbe sich  durch  Elimination  der  pi  entweder  eine  einzige  nach  z  auf- 
lösbare Relation  in  zx-^^  .  .  x^c^  .  .  Cr,  und  das  gegebene  Involutions- 
system könnte  dann  für  jedes  bestimmte  Wertsystem  c^  .  .  Cv  nur  je 
eine  einzige  gemeinsame  Integralfläche  besitzen,  oder  man  erhielte  durch 
die  genannte  Elimination  mindestens  eine  Relation  in  x^  .  .  Xm  Cj^  .  .  c, , 
und  es  gäbe  dann  überhaupt  keine  gemeinsame  Integralfläche. 

Es  sei  demnach  ein  Involutionssystem  der  Form: 

(58)  pi  =  il)i{zx^  .  .  x„,p,j^i  . .  p,n  c^c^.  .  Cr)          (^  =  1,  2,  .  .  1^) 
vorgelegt;    dann   bestehen   nach  Art.  352   die  —-  v(v  —  \)    Identitäten: 

(59)  Ipi  —  ti,  pk  —  rpk\  :^  0. 

Wir  wollen  nun  das  Verfahren,  das  wir  im  vorigen  Kapitel  als 
Cauchy'sche  (oder  „erste  Jacobi'sche")  Methode  kennen  lernten,  auf 
den  gegenwärtigen  Fall  übertragen.^)  Zu  diesem  Zwecke  betrachten 
wir  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck: 

Vq  --.  dz  XJJ^dx^  • ^vfc  p^j^idXvJ^i  —  •  •  — PmdXm 

in  den  2m  -\-  1  —  v  unabhängigen  Variabein: 

(60)  Z^X^  .  .XmPr+l  .  'P,n- 


1)  Morera  II. 
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Um  die  Klasse  dieses  Ausdrucks  zu  bestimmen,  ziehen  wir  die 
Sätze  des  Art.  242  heran.  Darnach  ist  die  Klasse  Xq  des  Ausdrucks 
Vq  gegeben  durch: 

^0  =  ö  -f-  <?'  +  2m  -f-  1  —  2v'^ 

dabei  bezeichnet  26  den  Rang  der  v-zeiligen  Matrix,  die  aus  den  linken 
Seiten  der  Relationen  (59)  gebildet  wird,  ist  also  null;  2<?'  dagegen 
ist  der  Rang  der  Matrix,  die  aus  der  eben  genannten  durch  Ränderung 
mit  der  Zeile  und  Spalte: 

dz         dz  dz   ' 

entsteht^),  d.  h.  man  hat  ö'  =  1  oder  0,  je  nachdem  der  Fall  a)  oder 
einer  der  beiden  Fälle  /3),  y)  vorliegt.  Betrachten  wir  in  den  beiden 
letztgenannten  Fällen  den.  Ausdruck: 

in  den  2m  —  v  Variabein: 

und  wenden  wir  auf  Vq'  die  Resultate  des  Art.  240  an,  so  finden  wir 
für  die  Klasse  tc^    dieses  Pfaff'schen  Ausdrucks  den  Wert: 

hier  ist  2r  der  Rang  der  Matrix: 

II  {Pi  —  i^h  Pk  —  ti)  II         (i,  Je  =  1,2,..  v), 

also  der  Annahme  nach  gleich  null,  und  2r  der  Rang  desjenigen 
Schemas,  das  aus  dem  eben  genannten  durch  Ränderung  mit  der  Zeile 
und  Spalte: 

m  m 

v-\-l  -^^  r  +  1  ^^ 

hervorgeht;    in   der  That  ist  ja   der  in   Kap.  IX   mit    (f)Q  bezeichnete 

m 

Ausdruck    im    gegenwärtigen    Falle    gleich  ^^  pi  ~-  •     Darnach   ist  t 

gleich  null  oder  1,  je  nachdem  alle  oder  nicht  alle  Funktionen  il^i  in 
den  pk  homogen  erster  Ordnung  sind,  je  nachdem  also  ein  homogenes 


1)  In  der  That  ist  ja  der  in  Kap.  IX  mit  [f]^  bezeichnete  Ausdruck  gegeii| 

wärtig  gleich  ^  • 

dz 
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Involiitionssystem  vorliegt  oder  nicht;  darnach  können  wir  folgende 
Sätze  aussprechen: 

Die  Klasse  des  Pfaff' sehen  Äusdruelcs  V^  ist  im  Falle  a)  gleich 
2{ni  —  v)  +  2,  in  den  Fällen  ß)  und  y)  dagegen  gleich  2(ni  —  v)  -\-  1; 
der  Pfaff' scJie  Ausdruck  V^'  besitzt  im  Falle  ß)  die  Klasse  2{m  —  v)  -\-  1, 
im  Falle  y)  dagegen  die  Klasse  2  (m  —  v). 

Selbstverständlich  lassen  sich  diese  Resultate  auch  durch  direkte 
Untersuchung  der  zu  V^  und  V^'  gehörigen  Matrices  (B)  (C)  nachweisen. 

Durch  die  Betrachtung  dieser  Matrices  ergeben  sich  noch  folgende 
Thatsachen: 

Das  vollständige  System  V  mit  den  Independenten  (60),  das  im 
Sinne  von  Kap.  V  zu  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  V^^  gehört,  besteht  im 
Falle  a)  aus  den  v  Gleichungen: 


(61) 


gf     'V,   d-<p.   f  gf  gA 


m  —  V 


(i  =1,2,..  v\ 
diese  v  Gleichungen  nehmen  im  Falle  ß)  oder  y)  die  folgende  Form  an: 

(61a) 

und    stellen    dann    das    zu    V^    gehörige    vollständige    System    W  dar, 
während    das    System    V  hieraus    durch    Hinzufügung    der    Gleichung 

ö-  =  0  erhalten  wird. 

dz 

Die  partiellen  Differentialgleichungen: 

(62)    _|^  +  5^f^^---^^Vo(^==l...) 

liefern  im  Falle  ß)  das    zu  Vq    gehörige  System   F;    im  Falle   y)  be- 
steht  V  aus  den  Relationen  (62)  und  der  folgenden: 

(63)  ^^+'ä^  +  --+^»Ä:='^- 

364.  Es  seien  jetzt  sämtliche  Funktionen  ipi  an  der  Stelle: 
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(64)  ^afl..c^^p<;,^^..pl 

regulär.  Dann  besitzt  das  vollständige  System  (Gl)  2m -\- 1  —  2v 
Hauptintegrale: 

i{0  .  .  XmPr^l  .  -Pm)',    |v+,:(^  •  •  Pm)]    7tr  +  l  {z,  .  .  p„)      (i  =  1,  2,  .  .  OH  —  v), 

die  an  der  Stelle  (64)  regulär  sind  und  sich  vermöge  der  Substitution: 

bezw.  auf  ;^iCv+i  •  •  XmP,-\-i  .  . Pm  reduzireu,  und  es  besteht^  wie  man  nach 
Art.  135  leicht  erkennt,  eine  Identität  der  Form: 

(66)    dz  —  ^  tidXi  —  ^PhdXh  =^:  Q\dt  —  ^  ;r,,+,r?J,,+,  | ; 

1  r+l  Vi  / 

dabei  ist  q  eine  an  der  Stelle  (64)  reguläre  Funktion  der  Yariabeln 
(60),  die  vermöge  der  Substitution  (65)  den  Wert  1  annimmt.  Die 
rechte  Seite  von  (^^^)  stellt  nicht  nur  unter  der  Annahme  «),  sondern 
auch  in  den  FäUen  ß)  y)  eine  Normalform  von  V^  dar.  In  diesen 
Fällen  hat  man  nämlich  q   :z  1,  ^  erhält  die  Form: 

Z  +    U{X^X^  .  .  XmPv  +  l  .  .Pm), 

die  Tti  und  |,-  werden  von  z  unabhängig  und  mit  den  Hauptintegralen 
des  vollständigen  Systems  (62)  identisch;  im  Falle  y)  insbesondere  ist 
C/"eeO,  die  tci  sind  in  den  Variabein  Pv+i  -  -Pm  homogen  erster,  die  |/ 
homogen  nullter  Ordnung. 

365.  Die  Darstellung  (66)  ^  die  wir  für  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck 
Vq  gefunden  haben,  zeigt  ohne  weiteres,  dafs  sich  alle  Resultate  von 
Kap.  XII,  §  2  und  3  unmittelbar  auf  ein  Involutionssystem  der  Form 
(58)  übertragen  lassen.  So  erkennt  man  die  Möglichkeit,  das  ge- 
gebene Involutionssystem  auf  einen  Raum  Bm—v-^i  mit  den  Punkt- 
koordinaten J,  |,.+i  .  •  Ito  derart  abzubilden,  dafs  jeder  Charakteristik, 
bezw.  jeder  Integral- Jf;„  ein  Flächenelement,  bezw.  eine  Element-ilf;^—^ 
des  Raums  Rm—r+i  entspricht,  und  umgekehrt.  Auch  der  Begriff  „In- 
tegralconoid"  läfst  sich  in  leicht  ersichtlicher  Weise  auf  Involutions- 
systeme ausdehnen. 

Die  Relation  in  zx^  -  •  Xm  y,  yi  .  -  ym-v,  die  sich  durch  Elimination 
der  pi  aus  den  Gleichungen: 

m —  V 

5  —  ^  Iv+h'^v-^h  =  y'i  JTv+A  =  yh        (/^  =  1  . .  m  —  v) 
1 

ergiebt,  liefert  ein  aus  oo"^— ^+i  Flächen  bestehendes  vollständiges  In- 
tegral von  (58);  auch  die  Methode  der  Variation  der  Konstanten,  nebst 
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ihrer  geometrisclien  Interpretation  (Art.  321  f.)  läfst  sich  auf  den 
gegenwärtigen  Fall  übertragen;  der  Übergang  von  einem  bestimmten 
vollständigen  Integral  zu  einem  beliebigen  andern  vollzieht  sich  auf 
ganz  ähnliche  Weise  wie  in  Art.  318  mit  Hülfe  einer  Berührungs- 
transformation der  2m  —  2^  +  1  Gröfsen  J|/jr,:. 

Das  allgemeinste  m  ^  v  -\-  1-gliedrige  Gleichungensystem  in  diesen 
Yariabeln,  das  die  rechte  Seite  der  Identität  (66)  zum  Verschwinden 
bringt,  liefert  im  Verein  mit  (58)  die  allgemeinste  Integral- Jf,„  dieses 
Involutionssystems.  Es  sei  z.  B.  q){Xy^i  .  .  Xm)  eine  arbiträre  Funktion,  die 
an  der  Stelle  ^J  ,  ^  .  .  ^^  regulär  ist  und  aufserdem  noch  die  Bedingungen: 

^  =  9>  (<,^.,  ..xl);  pl^„  =  ^'^^<+J--<l     (k=X..m-v) 

erfüllt.     Die  Gleichungen: 

(67)  S  =  9(J,+i|,,-|_2..  l„) 

(b8)  :tr+h  =  — -^ -^         Qi  ==  1,2,  ..m  —  v) 

definiren  dann  ein  Integraläquivalent  der  Pfaff'schen  Gleichung 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Überlegung  wie  in  Art.  317  folgt  jetzt: 
Mittels    der    m  —  v    Relationen    (68)    lassen    sich    die    Variabein 
j>y^i..pni  als  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Gröfsen: 

3  —  0^,  x^  —  x^  ..  x„,  --  xl^ 

darstellen;  substituirt  man  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  in  (67),  so 
definirt  die  so  entstehende  Gleichung  eine  an  der  Stelle  rcj  .  .  x^^  regu- 
läre Integralfunktion  z  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichungen 
")8),  und  zwar  reduzirt  sich "  z  vermöge  der  Substitution  (65)  auf 
(f){Xv-\-i  .  .  Xr,)'^  umgekehrt  mufs  eine  Integralfunktion  z  mit  den  ge- 
nannten Eigenschaften  aus  dem  Gleichungensystem  (67)  (68)  durch 
Elimination  der  pi  erhalten  werden.  Damit  ist  folgender  Satz  bewiesen: 
Es  mögen  die  v  Funktionen: 

ti{0,  X^  .  .  XmPv^l  .  -Pv)  (i  =1,2,  ,.v) 

für  jedes  beliebige   Wertsystem  zx^  . .  XmPv+i  •  -Pm  die  Bedingungen: 


{i,  k=l,2,,.v) 
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identisch  erf allen,  und  an  der  Stelle: 

regulär  sein.  Ferner  sei  g)(^r+i  •  •  ^m)  irgend  eine  an  der  Stelle  xl_^^..  x^^ 
reguläre  Funldion,  die  daselbst  den  Wert  z^  liat,  während  ihre  Ableitungen 
an  dieser  Stelle  heziv.  die  Werte  pl^^  -  •  p^„^  annehmen.  Bann  besitzen 
die  partiellen  Differentialgleichungen: 

(69)  l|  =  *'(''^'--'^"'4^  ••^)    (^=1.2,..,,) 

eine  und  nur  eine  gemeinsame  IntegralfunMion  z  =  (o{x^  .  .  x^) ,  die  an 
der  Stelle  x^ . .  x^^  regulär  ist,  und  vermöge  x^  =  x^^  . .  x^  =  x^  in  die 
vorgeschriebene  Funktion  (p{xv-\-i  . .  x„t)  übergeht. 

Dieser  Satz  läfst  sicli  ähnlich  wie  derjenige  des  Art.  317  auch 
direkt  begründen.  In  der  nach  Potenzen  von  x^  —  x^  .  ,  x^^  —  x^^  fort- 
schreitenden Taylor'schen  Entwickelung  der  gesuchten  Integralfunktion 
z  sind  nämlich  alle  Koeffizienten  der  Form: 


(70)  (     ^"^-— ü^\ 


1         m  TO 


für  welche  die  Exponenten  a^a^  .  .  a^  verschwinden^  durch  die  gestellten 
Anfangsbedingungen  gegeben;  durch  unbegrenzt  wiederholte  Differen- 
tiationen der  Gleichungen  (69),  in  denen  z  und  seine  Ableitungen  als 
Funktionen  der  Xi  betrachtet  werden,  lassen  sich  alle  übrigen  Kon- 
stanten (70)  der  Reihe  nach  ermitteln,  wobei   allerdings  eine  und  die- 

selbe  Ableitung,  wie  z.  B.  (^ — ^— )  ,  auf  verschiedene  Arten   erhalten 

werden  kann.  Dafs  aber  alle  Werte,  die  man  solcherweise  für  irgend 
einen  der  Koeffizienten  (70)  erhält,  identisch  ausfallen,  erweist  sich 
als  eine  Folge  der  Involutionseigenschaft  der  gegebenen  Gleichungen  (69). 

Demnach  ist  also  die  Taylor'sche  Entwickelung  der  Integral- 
funktion z  durch  die  aufgestellten  Bedingungen  eindeutig  bestimmt, 
und  es  bleibt  hinterher  nur  noch  die  Konvergenz  der  so  gewonnenen 
Potenzreihe  nachzuweisen.^) 

366.  Das  soeben  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Bestimmung 
aller  Integrale  des  gegebenen  Involutionssystems  (58)  erfordert  im 
Falle  a)  die  Bestimmung  aller  Integrale  des  v-gliedrigen  vollständigen 
Systems  (61),  also  je  eine  Operation  der  Ordnung: 


2m  —  2v-\-  1,  2m  —  2v,..  3,  2,  1, 


1)  Delassus  I. 


] 
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in  den  Fällen  ß)  und  y)  dagegen  die  Integration  des  vollständigen 
Systems  (62)  d.  h.  die  Operationen: 

2m  —  2v,  2m  —  2v  —  l,..S,2,l 

und  eine  Quadratur,  die  im  Falle  y)  wegfällt.  Der  letztere  Fall  ge- 
stattet indes  noch  eine  weitere  Vereinfachung,  indem  man  ihn  durch 
die  bekannte  Substitution  (Art.  303)  auf  ein  System  partieller  Differen- 
tialgleichungen mit  m  —  1  Independenten  x-^^  .  .  Xm~i  und  vom  Typus 
a)  reduzirt;  dafs  hierdurch  wiederum  ein  v-gliedriges  Involutionssj stem 
erhalten  wird,  ist  leicht  ersichtlich.  Nach  dieser  Transformation  er- 
ledigt sich  der  Fall  y)  durch  je  eine  Operation: 

2m  — 2v  —  1,  2m  —  2i/  —  2,  . .  3,  2,  1. 

Über    den  Zusammenhang    dieses    Integrationsverfahrens    mit    den 
früheren  Methoden  ist  folgendes  zu  bemerken. 
L         Wenn  das  gegebene  Involutionssystem: 

(71)  Xi(0Xj^.  .X,nPi_.  .Pm)  =  Ci  (i=l..v) 

sich  in  der  Form  (58)  auflösen  läfst,  so  kann  man  mittels  der  Glei- 
chungen (71)  in  das  iz-gliedrige  vollständige  System: 

(72)  [X,,/-.1  =  0         (i=l,2,..v) 

die  Gröfsen  q  Cg  .  .  c^  statt  p^p^  .  .  p^  als  neue  Independente  einführen. 
Dadurch  erhält  aber  dieses  vollständige  System  die  Form  (61),  wie 
man  entweder  durch  direkte  Rechnung  bestätigt,  oder  auch  folgender- 
mafsen  erkennen  kann.  Es  sei  J  das  System  (72),  und  J'  das  System 
mit  den  Independenten: 

(73)  2X^  .  .  XmPv-i-l  .  .PmC^'  -Cy, 

das  aus  J  durch  die  vorhin  genannte  Variabeintransformation  entsteht. 
Sind  dann: 

X-^  .  .  Ay,    5ijiß(2  •  •  ^im  —  ^v  +  l 

die  2  m  —  v  -\-  \  unabhängigen  Lösungen  von  J",  und  versteht  man 
unter  *ß/  die  Funktion  der  2m -\-  1  Variabein  (73),  die  aus  ß^  ent- 
steht, wenn  man  darin  die  pi  vermöge  (58)  durch  die  jpi  ersetzt,  so 
bilden  die  Funktionen: 

ein  System  von  2m  —  v  -\-  1  unabhängigen  Lösungen  des  vollständigen 
Systems  J'.     Nun  stellen  die  v  -\-  1  Gleichungen : 

Xj  =  6'i  . .  X^,  ==  6v;  S^k  =  y 
für  jedes    beliebige    Konstantensystem    c^^  ,  .  c^y    ein    Involutionssystem 

V.  Weber,  Da»  Pfaffache  rroblem.  32 
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dar;   dasselbe   gilt   daher   auch   für  das  äquivalente  Gleichungensystem: 

Pi  =  ^1  .  ^Pv  =  i^v;  ^k  =  r, 
d.  h.   ^k    ist  für  jedes   beliebige   Wertsystem   der   in   ihm   enthaltenen 
Konstanten  c^  .  ,  c^  ein  Integral  des  vollständigen  Systems: 

Da  nun  die  Gleichungen  (61)  aus  den  vorstehenden  erhalten 
werden,  indem  man   darin  alle  Terme  fortläfst,    die  mit  einer  der  Ab- 

leitungen  ^-^  •  •  -^    multiplizirt    sind ,    und    da    die    Funktion   ii/    die 

Variabein  p^  .  .  Pv  nicht  enthält ,  so  befriedigen  sämtliche  Funktionen 
ß/  für  jedes  beliebige  Wertsystem  c^  .  .  Cy  die  partiellen  Differential- 
gleichungen (61).  Diese  letzteren  sind  also  mit  dem  vollständigen 
System  J'  identisch. 

Ist  demnach  f{zx^..XrnPv-\-i''PmCi..c,)  ein  Integral  der  Glei- 
chungen (61),  so  befriedigt  die  Funktion: 

das  vollständige  System  (72);  umgekehrt  erhält  man  aus  jedem  Inte- 
gral von  (72),  das  keine  Funktion  von  X^  .  .  X^  allein  ist,  ein  Integral 
von  (61),  indem  man  die  Gröfsen  Pi  .  .  Pv  durch  die  Funktionen  il^^  .  .  ip,, 
ersetzt.  Die  beiden  Integrationsprobleme  (61)  und  (72)  sind  also  voll- 
kommen gleichbedeutend.  In  ganz  analogem  Zusammenhange  stehen 
in  den  Fällen  ß)  und  y)  die  beiden  vollständigen  Systeme  (61a)  und: 

(X,,/)  =  0        {i  =  l,2..v). 

367.  Die  in  den  Artikeln  356 — Sßö  auseinandergesetzte  Methode, 
um  alle  nicht  singulären  Integral- Jf^  eines  gegebenen  v-gliedrigen 
Involutionssystems  zu  finden,  kommt  im  Wesentlichen  darauf  hinaus, 
alle  Charakteristiken  des  Involutionssystems  zu  ermitteln,  d.  h.  also 
ein  System  von  2m  —  v  -\-  1  unabhängigen  Integralen  des  ?^-gliedrigen 
vollständigen  Systems  (72)  zu  bestimmen,  und  ist  von  Lie  als  die 
jjVerallgemeinerte  Caucliy'sche  Methode^'  bezeichnet  worden. 

Kennt  man  ein  vollständiges  Integral  des  Involutionssystems  (71), 
so  kennt  man  nach  Art.  355  und  356  auch  alle  Integrale  des  voll- 
ständigen Systems  (72)  oder  (61) ;  insbesondere  lassen  sich  die  in 
Art.  364  gebrauchten  Hauptintegrale  JJ^jc»  des  Systems  (61)  durch 
blofse  Elimination  finden. 

Hat  man  bei  dem  Integrationsprozefs  des  Art.  354  zu  den  ge- 
gebenen, in  Involution  befindlichen  Funktionen  X^,  Xg,  .  .  Xr  weitere 
1/' Funktionen  X,.-f-i  . .  Xy^y'  hinzubestimmt,  derart,  dafs  die  Gleichungen: 
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(73)  Xj   =  q,    ^2=  ^2?    •  •    Xr+i-   =  Cr^v' 

für  beliebige  Ci  ein  v  -^-  v'-gliedriges  Involutionssystem  bilden,  so  kann 
man,  statt  das  Verfahren  des  Art.  354  weiter  fortzusetzen,  auf  das 
Involutionssystem  (73)  die  verallgemeinerte  Cauchy'sche  Methode  an- 
wenden, d.  h.  also  die  noch  fehlenden  2ni  -\-  1  —  2v  —  2v  Lösungen 
des  vollständigen  Systems: 

[Z,,/-]  =  0         (»-  =  1,2,...;  +  ^') 

ermitteln.  Sind  diese  Lösungen  bekannt,  so  läfst  sich  nach  dem  oben 
Gesagten  durch  Differentiationen  und  Eliminationen  ein  vollständiges 
Integral  des  Involutionssystems  (73),  also  auch  ein  solches  des  ge- 
gebenen Systems  (71)  ohne  weiteres  ermitteln. 

§  2.  Die  Integrationsmethodeii  von  Lagrange,  Jacobi,  Mayer  und  Lie. 
368.  Ist  ein  i^-gliedriges  Involutionssystem: 

(1)  Xi{0X^  .  .XrnPi.  .Pm)  =  Ci  (^'  =  1?  2,  .  .  v) 

gegeben,  so  erlaubt  die  Methode  des  Art.  354  mit  Hülfe  der  dort  an- 
gegebenen Integrationsoperationen  ein  vollständiges  Integral: 

(2)  Z=c-  X,  =  c,  ..  Xm  =  c..         (^  =  1,  2,  . .  v) 

des  Involutionssystems  (1),  oder,  was  dasselbe  besagt,  jeder  einzelnen 
der  partiellen  Differentialgleichungen  (1),  zu  ermitteln.  Dieses  voll- 
ständige Integral  braucht  keineswegs  aus  Flächen  des  Raums  jR^+i  (^^i  •  •  Xm) 
zu  bestehen,  d.  h.  die  Elimination  der  pi  aus  (2)  kann  mehr  als  eine 
Relation  in  zx-i^  .  .  Xm  liefern.  Sind  aber  die  gegebenen  Gleichungen 
(1)  in  der  Form: 

(3)  Pi  =  ti(0X^    .  .  Xrr,Pr-^l  .  .  P„,  C^  .  .  Cr)  {%  =1,2,  .  ,v) 

auflösbar,  so  zeigen  die  am  Schlufs  des  vorigen  §  angestellten  Über- 
legungen, dafs  sich  aus  jedem  beliebigen  vollständigen  Integral  (2) 
durch  gewisse  Eliminationen  ein  aus  Flächen  bestehendes  vollständiges 
Integral  gewinnen  läfst.  In  dem  genannten  Falle  kann  man  aber  auch 
das  Integrationsverfahren  des  Art.  354  von  vorneherein  so  einrichten, 
dafs  das  zunächst  erhaltene  vollständige  Integral  (2)  aus  Flächen  besteht. 
Für  Xy_^i  kann  nämlich  ein  beliebiges,  von  X^  .  .  X»,  unabhängiges 
Integral  des  vollständigen  Systems: 

(4)  i:X,-,/1  =  0        {i^\,2,..v) 

gewählt  werden,  und  die  Integration  des  letzteren  kommt  nach  Art.  36G 
auf  diejenige  des  vollständigen  Systems: 

32* 
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hinaus.  Dieses  System  besitzt  nun  2m  —  2v  -{-  1  Integrale,  die  hin- 
sichtlich der  Variabein  0^  ^v+i  •  •  Xm2h-\-i  •  -  Pm  unabhängig  sind,  also 
auch  wenigstens  eine  Lösung: 

welche  von  der  Yariabeln  Pv-\-i  nicht  frei  ist.  Löst  man  jetzt  die 
Gleichung  ^  =  c,,+i  in  der  Form: 

auf,  und  bezeichnet  man  mit  li  die  Funktion,  die  aus  il);  entsteht, 
wenn  man  darin  Pv-\-\  durch  %i+i  ersetzt,  so  bilden  die  Relationen: 

Pi  =  Xi(^y  ^1  .  .  OC,r>Pv-{-  2'  -PmCiC^..  6^4.  l)  (i  =   1,  2,  .  .  7'   +   1) 

für  jedes  beliebige  Konstantensystem  C/.  ein  Involutionssystem,  das  auch 
in  der  Form: 

(6)  Xi  =  c^]  X^  =  c^. .  Xy  =  Cy\  Xv+i  =  Cv+i 
geschrieben  werden  kann,  wenn  mit  Xyj^i  die  Funktion: 

S(^,  %  .  .  XmPr  +  l  .  .  Pmy  X^,  Xg  .  .  Xy) 

bezeichnet  wird.  Indem  wir  auf  das  Involutionssystem  (6)  dieselbe 
Schlufs weise  anwenden  wie  auf  (1)  etc.,  gelangen  wir  schliefslich  zu 
einem  Involutionssystem: 

(7)  Xj^  =  C^.  .Xm  =  Cmy 

welches  in  der  Form: 

(8)  Pi  =  Oiißx^  . .  Xn,  Cj^c^,  .  c„,)       (i  =  1,  2,  .  .  m) 

aufgelöst  werden  kann;  das  zugehörige  vollständige  System  (5)  nimmt 
hier  folgende  Gestalt  an: 

(9)  ^  +  „,.g=0        (i=.l,2,..m), 
besitzt  also  ein  von  0  nicht  unabhängiges  Integral: 

und  die  Gleichung  (p  =  c  stellt  das  gesuchte,  aus  Flächen  bestehende 
vollständige  Integral  des  gegebenen  Involutionssystems  (1)  dar,  wenn 
die  Gröfsen  c,,_|_i,  . .  c,„,  c  als  arbiträre  Konstante  betrachtet  werden. 


I 
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Da  das  vollständige  System  (9)  zu  der  Pfaff 'sehen  Gleichung: 

dz  —  (o^dx^  —  • COmdXm  =  0 

adjungirt  ist,  so  können  wir  die  erhaltenen  Resultate  in  folgende  beiden 
Sätze  zusammenfassen: 

1)  Kennt  man  m  Funktionen  X^,  X^,  . .  X^  der  2  m  -\-  1  Variahein 
sxipi  von  der  Beschaffenheit,  dafs  die  Gleichungen: 

-Aj  C^  .  .  -Ä.7ji  Cm 

in  der  Form: 

p.  ==  (Oi{zX^  .  .XmC^  . .  Cm)  (^  =  1,  2, .  .  m) 

aufgelöst  werden  können,  und  sind  die  Bedingungen: 
[X,X,]  ^0         {i,h=l,.m) 
erfüllt,  so  ist  die  Pfaff' sehe  Gleichung: 

(10)  dz  CO^dx^  •  •  COmdXrn  ==  0 

für  jedes  heliehige  Wertsystem  der  Konstanten  c^  .  .  Cm  exakt,  und  ihre 
allgemeine  Integralgleichung : 

(p  (ZX-^   .  .  Xjn  e^  .  .  Cm)  =  C 

liefert  für  jeden  Index  i  der  Reihe  1  .  .m  ein  aus  Flächen  bestehendes 
vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung: 

Xi{zX^  .  .  XrnPi  .  .Pm)  =  Ci, 

wenn  d  als  numerische,  die  übrigen  Gröfsen  c^ . .  CmC  als  arbiträre  Kon- 
stante gelten. 

2)  Kennt  man  v  Funktionen  X^Xg  .  .  X„,   welche  die  -^  v  {y  —  1) 

Bedingungen  [X^XJ  e£  0  erfüllen  und  hinsichtlich  der  Variabein p^p^..pv 
unabhängig  sind,  so  lassen  sich  durch  je  eine  Operation: 
2m  —  2v  +  l,2m  —  2v—l,  .  .  5,  3 

m  —  V  weitere  Funktionen  X^+i,  Xv+2  •  •  X^„  so  bestimmen,  dafs  die 
Voraussetzungen  des  vorigen  Satzes  erfüllt  sind. 

Der  Satz  1)  ist  augenscheinlich  eine  einfache  Konsequenz  der  Re- 
sultate von  Art.  242  und  243;  ferner  erkennt  man  leicht,  dafs  die  Be- 
dingungen des  Satzes  1)  auch  notwendig  sind,  damit  die  Pfaff'sche 
Gleichung  (10)  für  jedes  Wertsystem  c^  .  .  Cm  exakt  sei. 

369.  Als  Korollar  folgt  aus  dem  Vorhergehenden: 

Es  seien  m  Relationen  der  Form: 

X{(Xi  X^  .  .  XmPi  .  .  Pm)  =  Ci 

gegeben,  welche  sich  in  der  Form: 
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Pf  =  COiix^X^  .  .  X,n  q  .  .  C,n)  (i  ==  1,  2  .  .  m) 

auflösen  lassen.     Damit  dann  der  Pfaff'sche  Äusdruch: 

(D^dX^  +  O^dX^  +  •  •  +  G)mdXm 

für  heliehige  c,-.  das  exakte  Differential  einer  Funktion   ü(x^  . .  x^  q  . .  c,„) 
seiy  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  die  Bedingungen: 

(X:X*)  E-  0         (i,  k=\,2,..m) 
erfüllt  seien. 

Kennt  man  v  Funktionen  X^  .  .  Xy  der  2  m  Variabein  X/pi,  tvelche 

die  -7rv(v  —  1)    Relationen   (XiXk)  e^  0   befriedigen    und  hinsichtlich 

Pi '  *Pv  unabhängig  sind,   so   kann   man   mittels  je   einer   Integrations- 
operation: ^ 

2m  —  2v,  2m  —  2v  —  2,..4,2 

m  —  V  weitere  Funktionen  Xr^i  .  .  Xm  derart  bestimmen,  dafs  die  Vor- 
aussetzungen des  soeben  ausgesprochenen  Satzes  erfüllt  sind;  dann  ist: 

Z  =   U [X-^  .  .  XmC^  .  .  Cm)  ~f~  C 

ein  vollständiges  Integral  jeder  einzelnen  partiellen  Differentialgleichung: 

Xi{x^  .  .XmPi  .  .Pm)  =  Ci. 

Um  beispielsweise  Xv+i  zu  bestimmen,  hat   man  die  Relationen: 

(11)  Xi  =  q  .  .  X,  =  c, 
folgendermafsen  aufzulösen: 

(12)  Pi  =  tiiPl  .  •  XmPv  +  l  .  .PmC^"  Cr)  (^  =  1  .  .  v\ 

sodann  irgend  ein  von  i^v+i  nicht  unabhängiges  Integral: 

S(^l  .  .  XncPv-\-l  .  'PmCi  .  .  Cr) 

des  vollständigen  Systems: 

(1^)     -ä^.+  2^l,ä^ä^-ä^^j  =  ^     (^=1,2...) 

zu  ermitteln,  und  hinterher  in  S  die  d  durch  die  Funktionen  X^  .  .  X^ 
zu  ersetzen.     Auf  das  v  -f-  1-gliedrige  Involutionssystem: 

X^  =  c^    .  .   Xr-\.-i  =  Cr^i 

kann  man  dann  dieselbe  Schlufs weise  anwenden  u.  s.  w. 

Diese  Methode  führt  auch  dann  zum  Ziele,  wenn  das  gegebene 
Involutionssystem  (11)  oder  (12)  dem  Typus  y)  angehört,  d.  h.  wenn 
die  Xi   in   den  p   homogen  nuUter  Ordnung,    also   die   fi  hinsichtlich 
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p,._j_i  .  .  pm  homogen  erster  Ordnung  sind.  Doch  kann  man  in  diesem 
Falle  den  Funktionen  X^.+i,  Xj+o,  .  .  Xm—i  ebenfalls  die  Bedingung 
auferlegen,  in  den  pi  homogen  nullter  Ordnung  zu  sein;  in  der  That 
bilden  ja  jetzt  die  Gleichungen  (13)  zusammen  mit  der  folgenden: 

(14)  ^•■+'5]?^  +  --+^»'al  =  o 

ein  V  +  1-gliedriges  vollständiges  System,  wie  man  entweder  aus 
Art.  273,  Satz  6)  oder  auch  direkt  aus  dem  Umstände  erkennt,  dals 
die  Grleichungen  (13)  (14)  im  gegenwärtigen  Falle  das  zu  dem  PfafP'schen 
Ausdruck : 

Vo'  ^  il)^dx^  -\ 1-  iljydxr  +  Pv+ldXyJ^i  +  •  .  -\r  PmdXn, 

gehörige  vollständige  System  V  darstellen  (Art.  363).  Man  gelangt  so 
zu  einem  Involutionssystem:  • 

-^1  ^1     •  •     -^m  —  1   W/t  —  1 ; 

welches  sich  folgendermafsen  auflösen  läfst: 

Pi  Pm  '  G)i\X^  .  .  Xjn  C^  .  .  Cjn  —  jj, 

und  die  Eigenschaft  besitzt,  dafs  die  Pfaff'sche  Gleichung: 

(D^dXi  +  •  •  +  G)m-ldXm-l  +  dXm  =  0 

exakt  ist.     Die  allgemeine  Integralgleichung  der  letzteren: 

Sl{Xi  .  .XmC^  .  .Cm-l)  +  Cm  =  0 

liefert  dann  im  Sinne  der  zweiten  Definition  des  Art.  314  ein  voll- 
ständiges Integral  jeder  einzelnen  der  homogenen  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

X,  {x^--Xm^  "  ^^)  =  ci        (^  =  1  . .  m  —  1). 

Diese  Methode  erfordert,  wie  man  sieht,  je  eine  Operation: 
2m  —  2i;  —  1,  2m  —  2v  —  3,  . .  3,  1 ; 
setzt  man: 

Xm  '^-  Sl(Xi  .  .  Xrny    X^  .  .  X^-l), 

so  besteht  eine  Identität  der  Form: 

P^dXi  -\ 1-  PmdXm    ~  Pidx^  H \-PmdXm. 

Die  Integrations Vereinfachungen,  die  hiernach  der  Fall  y)  gegen- 
über dem  Fall  ß)  darbietet,  können  natürlich  auch  dadurch  erzielt 
werden,    dafs    man    das    homogene  Involujionssystem  (11)    mittels   der 
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bekannten  Substitution   yz  für  Xm  und  — p;,  für  — ^  )  auf  den  Typus  cc) 

reduzirt. 

370.  Unter  der  speziellen  Annahme  m  =  2^  v  =  1  erhalten  wir 
aus  den  Ergebnissen  der  letzten  beiden  Nummern  die  nachstehenden, 
schon  von  Lagrange ^)  bewiesenen  Sätze: 

Um  die  partielle  Differentialgleichung: 

(15)  F{xyzpq)  =  0 

zu    integriren,    bestimme    man    ein    Integral    ^{xyzpq)    der   linearen 
partiellen  Differentialgleichung: 

\dy    '    ^   dz)  öq 
von  der  Beschaffenheit,  dafs  die  beiden  Relationen: 

J^  =  0,  ^{xyzp  q)  =  a 
sich  in  der  Form: 

p  =  7t{xyzay^  q  =  it{xy0a) 
auflösen  lassen;  dann  ist  die  totale  Differentialgleichung: 

d0  —  7t{xyza)dx  —  x{xyza)dy  =  0, 

für  beliebige  konstante  Werte  von   a  exakt,  und   ihre  allgemeine  In- 
tegralgleichung: 

V{xyza)  =  & 

liefert   ein  vollständiges  Integral   der  gegebenen  partiellen  Differential- 
gleichung (15).     Hat  letztere  die  Form: 

F{xypq)  =  0, 

so   bestimme  man   ein  Integral   0(xypq)   der  linearen   partiellen   Dif- 
ferentialgleichung : 

^     ^  dp  dx        dx  dp    '     dq   dy        dy   dq 

derart,  dafs  die  Relationen: 

F=0,  ^==a 
sich  folgendermafsen  auflösen  lassen: 

P  =  li^yf^)'-,  Q.  =  G){xya)', 

1)  Lagrange  I.  , 
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dann  ist  der  Ausdruck  %dx  -f-  ady  ein  exaktes  Differential  dcpixyct), 
und  die  Relation: 

z  =  cp{xya)  +  l 

liefert  ein  vollständiges  Integral  von  F{xypq)  ==  0. 

Es  sei  z.  B.  die  folgende  partielle  Differentialgleichung  vorgelegt: 

(18)  *(äs)  =  0. 

Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  (17)  wird  hier: 

^  ^  4_  ^  f  /  =  0 
dp  dx  ~^  dq  dy  ^ 

eine  Lösung  derselben  ist  p;  aus  den  Relationen:  ' 

p  =  a,  t(Py  q)  =  o 

folgt  eine  Gleichung  der  Form: 

q  =  CO  (a). 

Der  Pfaff'sche  Ausdruck  adx  -f-  G)(a)dy  ist  in  der  That  ein 
exaktes  Differential,  und  die  Gleichung  (18)  besitzt  das  vollständige 
Integral: 

z  =  ax  -\-  (x)(a) '  y  -{-  h , 

welches  aus  oo^  Ebenen  des  Raums  R^(xys)  besteht;  die  allgemeinste 
Integralfläche  von  (18)  ist  eine  Developpable,  die  von  irgend  einfach 
unendlich  vielen  dieser  Ebenen  umhüllt  wird. 

Wir  betrachten  zweitens  eine  Gleichung  der  Form: 

(19)  cpi^pq)  =  0. 
Die  Gleichung  (16)  lautet  hier  so: 

^  /£/  j.  ^  LA    .    _^J?  /^  j.  ^  ^  _  ^  /^  K  4.o^\==0 
dp  \dx    '   ^  czj    '    cq  \dy    '    ^  dz)        cz^dp    '    ^  dq)  ' 

eine  Lösung  derselben  ist  — ;  aus  den  Gleichungen: 

p  =  qa',  (p(^,p,q)  =  0, 

folgen  Gleichungen  der  Form: 

q  =  xp(0,a);  p  =  a^{z,o). 

Die  totale  Differentialgleichung: 

dz  —  atpdx  —  ^dy  =  0 

ist  exakt,  und  ihre  allgemeine  Integralgleichung,  die  zugleich  ein  voll- 
. ständiges  Integral  von  (19)  darstellt,  lautet: 

^dz 


f 


^        ax  +  y  +  h. 
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Schliefslich  untersuchen  wir  noch  folgende  Gleichung: 

Die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

d(p  df ^'^  ^ ^9^  ^/    I    OTp  df ^ 

dpdx        dqdy       dxdp~^dydq 

hat  das  Integral  (p(xp)]  aus  den  Gleichungen: 

(p  =  üy  (p  =  ip 

folgt  ^  =  üj  also  durch  Auflösung  nach  p,  q: 

p  =  x{x,a)',  q  =  cü(y,a), 

und  man  erhält  das  vollständige  Integral: 


=  Jxdx+jcody  +  h. 


371.  Das  in  Art.  368  und  369  auseinandergesetzte  Verfahren  ist 
unter  dem  Namen  „zweite  Jacobi'sche  Methode^'  bekannt.  Zur  Be- 
stimmung je  eines  Integrals  der  dabei  auftretenden  successiven  voll- 
ständigen Systeme  hat  Jacobi  das  von  ihm  herrührende,  in  Art.  67  er- 
klärte Verfahren  benützt. 

Wir  wollen  die  zweite  Jacobi'sche  Methode  durch  eine  Reihe  von 
Beispielen  erläutern. 

1.  Beispiel: 

Jede  der  partiellen  Differentialgleichungen: 

Pl  =  ^1 ;   P2  ^^^  ^2    •  •  P^n  =  ^»j 

ist   mit  den  übrigen    und  mit  der  gegebenen  Gleichung  in  Involution. 
Unterwirft  man  daher  die  Ci  der  Bedingung: 

so  lautet  ein  vollständiges  Integral: 

2.  Beispiel. 

^  =  <P(PlP2"Pm)' 

Man  findet  nun: 

•-  Pm-^  Pm  Pm 

d.  h.  die  Gleichungen: 

Pi  =  Cip„,         (i  =1,2,..  m  —  1), 


[371]  §  2.     Beispiele  zur  zweiten  Jacobischen  Methode.  507 

bilden    mit    der   gegebenen  Gleichung   zusammen   ein   m-gliedriges   In- 
volutionssystem;    durch  Auflösung    desselben   nach    den  jh  erhält  man: 

Pm  =  Xi^y  ^1^2  •  •  ^m-i);  Pi  =  ci  ■  X,         {i  =  1;  2,  .  .  m  —  1). 

Die  totale  Differentialgleichung: 

*'  dz  —  %{c^dx^  H h  C„,-xdx,n-l  +  dXrr)  =  0 

ist  in  der  That  exakt  und  hat  zur  allgemeinen  Integralgleichung: 


f  ^1*^1  "l     *  *     l"  ^m  —  1  '^fn — 1     \     ^m     I     ^"1 


womit  ein  vollständiges  Integral  der  gegebenen  Gleichung  gewonnen  ist. 
3.  Beispiel.     Es  seien  beliebige  Funktionen  der  Form: 

fPl(^l7Pl)l    fP2(^2jP2)l    ••    (Pmi^myPm) 

gegeben;  dann  ist  jede  der  Gleichungen: 

(20)  (fi  (xi^pi)  =  d         {i  =  1, . .  m) 

mit  den  übrigen  und  mit  der  Gleichung: 

('21)  ^{(Pl(P2  •  •  ^>n)=  0 

involu torisch.    Löst  man  daher  die  Relationen  (20)  nach  den  pi  auf: 

pi  =  i;i(Xfy  Ci)j 

so    erhält   man    für    die    partielle  Differentialgleichung    (21)    das   voll- 
ständige Integral: 


=  c+  J  ilj^dx^  +  J  i^^dx^  +  -  +Jt, 


m  ^  ^m  '•) 


darin  sind  c  und  m  —  1  von  den  Gröfsen  d  die  arbiträren  Konstanten, 
während  die  m*®  der  Gröfsen  Ci  aus  der  Gleichung: 

i/;(qc2  •  •  ^m)  =  0 
zu  bestimmen  ist. 

So  findet  man  beispielsweise  für  die  partielle  Differentialgleichung: 

Pl  P2  '  •  P^  ^^^  X-^X^  »  .  Xfjfi 

das  vollständige  Integral: 

Z  =  C  -\-  C,X^,   +  '  '  -\-  c   x^ , 
'11'  '       m    ?«' 

worin  die  d  durch  die  Relation: 

^  ^1  ^2  •  •  ^"*  — ■  -'■ 
an  einander  geknüpft  sind. 
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4.  Beispiel. 

(22)  (x^2h  +  ^ilh)^3  +  PsiPi  —  P2)W  +  (ih  +  ^d(P^  +  ^6)lk\  =  Cv 
Die  partielle  Differentialgleichung: 

(23)  i^/  +  (2)5  +  x^)  {p,  +  x^)p^  =  C2 

bildet  mit  (22)  zusammen  offenbar  ein  Involutionssytem;  die  Gleichung 
(22)  kann  dabei  ersetzt  werden  durch  die  folgende: 

(24)  (x^p^  +  0CiP2)^3  +  ^tPi  (Pi  —  P2)  =  Cr 

Die  linke  Seite  von  (23)  bezeichnen  wir  mit  X^  und  suchen  ein  drei- 
gliedriges Involutionssystem  der  Form: 

X^{x^x^XeP^p^Pe)',  X^(x^..Pq);  X^{x^..Pq) 

zu  bestimmen;  ebenso  nennen  wir  X/  die  linke  Seite  von  (24*,  und 
ermitteln  ein  dreigliedriges  Involutionssystem  der  Gestalt: 

Xi(x^x^XsP^p^p^);  X^\x,x^x^p^p^ps\  X^'(x^..p,). 

Dann  bilden  offenbar  die  Funktionen  X^X^X^X^^  X^  X^'  ein  sechs- 
gliedriges  Involutionssystem,  und  das  Integrationsproblem  (22)  erledigt 
sich  durch  eine  Quadratur. 

Bilden    wir    die    zu    (23)    gehörige    lineare   partielle    Differential- 
gleichung, so  hat  das  adjungirte  simultane  System  derselben  die  Form: 


dx^                     dx^                                  dxQ                           —  dp^ 

-dp. 

2i?4          PA^Ps  +  ^4  +  ^e)  ~  {P5  4-  ^4){P6  +  ^e)  ~"  Pe  iP6  +  ^e)    ~ 
_        —dpe 

0 

Pe  {Pa  +  ^4) 

Ein  Integral  desselben  ist  p^  =  const.,  ein  zweites  ergiebt  sich  durch 
Gleichsetzung  des  dritten  und  sechsten  der  obigen  Quotienten;  man 
findet: 

PeiPo +  ^6)  =  ^onst., 

darnach  können  wir  X^  mit  p^  und  Xg  mit  Pq(p^  +  Xq)   identifiziren. 
Bilden  wir   ferner   die  zu  (24)  gehörige  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichung (Xif)  =  0,  so   lautet   das    adjungirte    simultane    System 
folgendermafsen : 


dx^                       dx^                      dx^                —  dp^ 

—  dp^ 

^t  ^S  +  Cj  P3        x^  x^  —  C2  jp,        C2  {p^  —  p,)           p^  X, 

Pl^Z 

Hieraus  folgt: 

d{p^-^-p,)   _-d(x,  -i-x,) 

Px  +Pt                     X^-^X^        ' 

also  können  wir  setzen: 

^2  =  {^1  +  ^2){Pi  +  P^)- 

—  dp, 


p,x^+p^x. 


l 
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Aus  dem  obigen  simultanen  System  findet  man  ferner: 

«8  iPl    —  Pi)  <?2  (Pl    —  Ps)  ' 

und  hieraus  das  Integral: 

^2  0^1  —1^2)  —  Y  ^3^  =  const. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  kann  für  X^  genommen  werden,  da 
sie,  wie  die  Ausrechnung  lehrt,  auch  mit  Xg'  involutorisch  ist.  Löst 
man  die  Gleichungen: 

^1  "^^  ^2  7    ^2  ^"^  ^3  5    ^3  "^^  ^4)    ^1     """^  ^l5    ^2     "^^  ^5?    ^3     ^"^  ^6 

nach  ^^j?2  •  •  P&  ^^^?  "^^  substituirt  die  erhaltenen  Werte  in  UpidXi, 
so  erhält  man  durch  Quadraturen  ein  vollständiges  Integral  der  ge- 
gebenen Gleichung  (22): 

^  +  C    =  log  ^^  ^  \  +  2^  (^1  ~  ^2)  (^6  +  i-) 

+  ^^   ^^^*^  '^  +   3T  (^2  —  ^3^4  —  ^4^4)'    +  ^3^5  • 

Die  obigen  Beispiele  1),  3),  4)  subsumiren  sich  unter  eine  all- 
gemeine Regel,  die  von  Imschenetzhy  als  ,,Methode  der  Trennung  der 
Variahein''  bezeichnet  worden  ist.  Es  seien  a,  h,  c  .  .  g  irgend  welche 
V  Indices  von  der  Beschaffenheit,  dafs: 

0  <a<b  <-  '  <g  <m; 

wir  betrachten  dann  eine  partielle  Differentialgleichung  vom  Typus  ß): 

F{X^X^  .  .  Xay  i?i  .  .Pay    (Pif    (P27    .  •    (Pv)  =  C. 

Dabei  ist  q)^  eine  Funktion,  die  nur  die  Variabein: 

Xa^lXa^2  •  .  Xb,  Pa+1  -  -  Pb  , 

ferner  cp2  eine  Funktion,  die  nur  die  Variabein: 

Xb-\-i  .  .  Xcj  Pö^l  .  .Pc 

enthält,  etc.  Dann  ist  jede  der  Gleichungen  cpi  ==  const.  mit  jeder 
andern  dieser  Gleichungen  und  mit  F  =  c  involutorisch,  und  die  Inte- 
gration der  letzteren  kommt  darauf  hinaus,  für  jede  einzelne  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen: 

je    ein    vollständiges    Integral    zu   ermitteln;     durch    einfache  Addition 
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dieser   vollständigen   Integrale    erhält  man  dann  ein  vollständiges  Inte- 
gral der  gegebenen  Gleichung. 
5.  Beispiel. 

Nach  dem  eben  Gesagten  bilden  die  Gleichungen: 

(25)  2^4^^4  ==  Cj-,  ^2^2  =  ^2 

ein  dreigliedriges  Involutionssystem;  die  letzte  dieser  Gleichungen  giebt 
wiederum  zu  dem  zweigliedrigen  Involutionssystem: 

(26)  ^  +  C2^^=c^]  c^^Ps  +  Cg^^s  —  q  +  C3  ==  0 

Anlafs.  Berechnet  man  aus  dem  viergliedrigen  Involutionssystem  (25) 
(26)  die  pi  als  Funktionen  der  Xk  und  substituirt  die  erhaltenen  Aus- 
drücke in  UpidXi,  so  erhält  man  durch  Quadraturen  ein  vollständiges 
Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

c  1  ^ 


+  ^2  log  X,  +  -'-^'  X,  —  -y^  +  2  yc,x,. 

6.    Beispiel.      Wir   betrachten    die    beiden    partiellen    Differential- 
gleichungen : 

X^=p^p^  —  x^x^  =  0, 

diese  bilden  kein  Involutionssystem,  denn  man  findet: 

Xg  ^  (X1X2)  E^  X^p^  —  X^p^  +  ^^3^93  —  X^p^. 

Die  Gleichungen  X^  =  0,  X2  =  0,  X3  =  0  bilden  aber  ein  Involutions- 
system, das  zwei  verschiedene  Auflösungen: 

(27)  ,,  =  -^';     ^,  =  -^;„3=^; 

(28)  ft=^;   A  =  -^';   i^a^^ 

gestattet.    Das  zu  (27)  gehörige  Jacobi'sche  System  (13)  hat  die  Form: 


of    1    ^2^8  IL  =0-     1/1  4_  ^J^s  It  =  0 
dx^        x^  dx^  "^  a?g   ^i)^ 


I 
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Die  ersten  beiden  dieser  Gleichungen  besitzen  das  gemeinschaftliche 
Integral  ^4-,  substituirt  man  dieses  Integral  anstatt  /'  in  die  linke  Seite 

der  dritten  Gleichunsj,  so  erhält  man  die  Funktion  — ,  die  nach  Art.  67 

die  beiden  ersten,  und  wie  die  Ausrechnung  lehrt,  auch  die  dritte 
Gleichung  unseres  Jacobi'schen  Systems  erfüllt;  aus  den  Gleichungen 
(27)  und  der  Relation  p^  =  ax^  kann  man  jetzt  die  x);  durch  die  Xi 
ausdrücken,  und  erhält  so  das  vollständige  Integral: 

z  =  —  x^x^  +  ax^x^  +  h 

des  Systems  (27);  ebenso  findet  man  für  das  System  (28)  das  voll- 
ständige Integral: 

Ü    XaXo    ~Y~    dX-tXi     "~}~    0. 

372.    Will    man    auf   das    v-gliedrige    Jacobi'sche  System    (5)   die 
Mayer'sche  Transformation  (Art.  85)  anwenden,  so  hat  man  unter: 

(29)  ^,  x\  . .  xl,  pl^^  .  .  Pl 

eine  Stelle  zu  verstehen,  an  der  alle  rechten  Seiten  des  gegebenen 
Involutionssystems : 

(3)  Pi  =  ^i{zX^  .  .  XmPv  +  l  '-Pmy    ^  •  •  Cy)  (^  =1,2,  .  .v)  ,. 

und  infolgedessen  auch  sämtliche  Koeffizienten  des  Jacobi'schen  Systems 
(5)  regulär  sind,  und  mittels  der  Formeln: 

(30)  x^  =  x^^  +  2/i;  x^  =  x.^  +  y^y^  ,.x,  =  x,?  +  y^y,, 

statt  x^  .  .  Xv  die  Gröfsen  y^y^  .  .  yv  als  neue  Independente  einzuführen. 
Bezeichnen  wir  dann  mit  [t^J  diejenige  Funktion,  die  aus  i^,  durch  die 
Substitution  (30)  entsteht,  und  schreiben  wir: 

^  ^  [^i]  +  2/2  [^2]  H Vvv  V^v\ 

so  enthält  das  vollständige  System,  das  aus  (5)  durch  unsere  Yariabeln- 
transformation  hervorgeht,  unter  andern  folgende  Gleichung: 


Q1^         '^f        ,^f  \     ^A^'^idf     ,         df\        (dtp 


Die  Integration  des  Jacobi'schen  Systems  (5)  kommt  nach  Kap.  II 
§  5  auf  diejenige  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (31) 
hinaus,  in  der  y^Xv-\.i  .  .  x^  als  Independente,  die  Gröfsen  y.^  -  ■  yv  da- 
gegen als  Konstante  zu  betrachten  sind.     Insbesondere  erhält  man  aus 
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jedem  nicht  konstanten  Integral  von  (31)  durch  blofse  Dijfferentiationen 

und  Eliminationen  mindestens  eine  Lösung  des  Jacobi'schen  Systems  (5). 

373.    Wir    wollen   nun  die    neuen   Variabein  y^  . .  «z^,   auch   in   das 

dz 
gegebene  Involutionssystem  (3)   einführen.     Da  nun  p/  =  t^-  ,    so  hat 

man  vermöge  (30)  die  Formeln : 

^1  =  Pi  +  y2P2  H h yvPv-,  qi+h  =  yiPi+h      {h  =  i^"V  —  i\ 

wenn 

dz 

gesetzt   wird.     Darnach   erhalten   die   partiellen   Differentialgleichungen 
(3)  durch  unsere  Variabein transformation  die  Gestalt: 

(32)  q^  =  [i/;J  +  2/2 [^2]  H h  VvVi^r]  =  t 

Qs=ydts\         (s  =  2,  8, ..!/). 

Die  Gleichung  (32)   ist  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung mit   den  Independenten  2/1 ,  ^r+i  .  •  ^m,   wenn  die  y^  -  ■  yv  als  Pa- 

dz 


rameter  betrachtet  und   die  Pv-\-h  auf  der  rechten    Seite   durch 


ersetzt  werden.  Man  erkennt  ohne  weiteres,  dafs  die  lineare  partielle 
Differentialgleichung,  auf  deren  Integration  diejenige  von  (32)  nach 
der  Cauchy'schen  Methode  zurückkommt,  mit  (31)  identisch  ist. 

Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  (31)  steht  also  zu  der 
partiellen  Differentialgleichung  (32)  in  derselben  Beziehung,  wie  das 
Jacobi'sche  System  (5)  zu  dem  gegebenen  Involutionssystem  (3). 

Es  sei  jetzt  ein  beliebiges  (von  m  —  v  -\-  1  arbiträren  Konstanten 
abhängendes)  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 
(32)  bekannt.  Nach  Kap.  XII,  §  3  und  4  lassen  sich  dann  durch 
blofse  Eliminationen  alle  2  m  —  2v  -\-  \  Integrale  der  zugehörigen 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  (31),  also  auch  ihre  Haupt- 
integrale hinsichtlich  yi  =  0  bestimmen.  Letztere  liefern  aber  nach 
Elimination  der  yi  mit  Hülfe  von  (30)  sofort  die  2w  —  2v  -\-  1  Haupt- 
integrale des  Jacobi'schen  Systems  (5)  hinsichtlich: 

I  OO  )  OC-i   CCi     .  .  OC-^f  —  CCy  , 

und  damit  ist  die  Integration  des  Involutionssystems  (3)  nach  der  ver- 
allgemeinerten Cauchy'schen  Methode  erledigt. 

Wir  haben  so  den  wichtigen,  von  Lie  herrührenden  Satz  ge- 
wonnen : 

Die  Integration  jedes  v-gliedrigen  Involutionssystems: 
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(3)  Pi  =  ll^iiz,  X^  .  .  Xm,   JPv  +  1  •  •  PmC^  ■  '  ^v)       («'  =  1,  2,  .  .  v) 

in  m  Independenten  kann  auf  die  Integration  einer  einigen  partiellen 
Differentialgleichung  mit  m  —  v  -\-  \  unabhängigen  Variahein  zurück- 
gefidwt  iverden. 

Im  Falle  y)  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (32)  ebenfalls  von 
z  unabhängig  und  in  den  Gröfsen  Pv-\-i  •  »Pm  homogen  erster  Ordnung^ 
und  der  vorstehende  Satz  bleibt  daher  in  diesem  Falle  auch  dann 
richtig,  wenn  man  die  zweite  der  in  Art.  302  gegebenen  Definitionen 
des  Integralbegriffs  bevorzugt. 

374.  Der  Lie'sche  Satz  läfst  sich  auch  folgendermafsen  beweisen. 
Man  habe  ein  Wertsystem  (29)  und  eine  arbiträre  Funktion 

den  Festsetzungen  des  Art.  365  gemäfs  gewählt;  dann  besitzt  das 
Involutionssystem  (3)  eine  und  nur  eine  Integralfunktion  z  =  %(x^.. Xm)^ 
die  an  der  Stelle  x^^  .  .  x^^  regulär  ist  und  vermöge  der  Substitution 
(33)  in  die  vorgeschriebene  Funktion  9  übergeht.  Diese  Integral- 
funktion verwandelt  sich  vermöge  der  Substitution  (30)  in  eine  Funktion: 

die  der  partiellen  Differentialgleichung  (32)  genügt,  nach  Potenzen 
der  Gröfsen: 

ai  r(>  /y>0  /y»        __^    /y>0 

^V       t'+l  v-\-\  m  m 

entwickelbar  ist,  und  sich  vermöge  «/i  ==  0  auf  ^{x^j^x  .  .  Xm)  reduzirt. 
Da  aber  die  partielle  Differentialgleichung  (32)  nach  Art.  317  nur  eine 
einzige  Integralfunktion  Q  mit  den  genannten  Eigenschaften  besitzt, 
so  kommen  wir  zu  dem  Schlüsse: 

Aus  derjenigen  IntegralfunJction  0  der  partiellen  Differentialgleichung 
(32),  welche  sich  vermöge  2/1  =  0  auf  die  von  y^  .  .  y^  nicht  abhängende 
arbiträre  Funktion  (p{xyj^i  .  .  Xm)  reduzirt^  erhält  man  durch  Elimination 
der  yi  vermöge  (30)  ohne  weiteres  die  Integralfunktion  unseres  Involutions- 
systemSf  die  vermöge  x^  =  x^^  . .  x^  =  xj^  in  tp  übergeht 

Man  wähle  z.  B.  für  q)  die  Funktion  c^^iX^^i  -\-  •  •  +  CmXm  -\-  c, 
worin  die  c  arbiträre  Konstanten  bedeuten;  die  zugehörige  Integral- 
funktion O  der  Gleichung  (32)  wird  nach  Art.  317  gefunden  und 
stellt  ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (32) 
dar.  Eliminirt  man  hieraus  die  y  mittels  (30),  so  gewinnt  man  ohne 
weiteres    ein  vollständiges  Integral  des    gegebenen  Involutionssystems. 

Nach  Art.  372  und  373  erscheint  das  Lie'sche  Theorem  als  Korollar 
des  Mayer'schen  Satzes.  Doch  kann  man  auch  umgekehrt  den  letzteren 
als    einen    einfachen   Spezialfall    des    ersteren  auffassen.     In    der  That 

V.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  33 
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erhalten  wir  die  Theorie  von  Kap.  II  §  5  ohne  weiteres  aus  dem  so- 
eben bewiesenen  Theorem^  wenn  wir  unter  den  i/;,:  ganze  lineare  ho- 
mogene, von  z  freie  Funktionen  der  m  —  v  Variabein  ^v+i  •  -'Pm  ver- 
stehen, so  dafs  also  die  Gleichungen  (3)  ein  o/gliedriges  Jacobi'sches 
System  linearer  homogener  partieller  Diiferentialgleichungen  1.  Ordnung 
darstellen  (vgl.  Art.  353). 

875.  Diesem  engen  Zusammenhang  entspricht  es  auch,  dafs  die 
genannten  beiden  Theoreme  ganz  analoge  geometrische  Deutungen 
zulassen  (vgl.  Art.  '^^). 

Die  Gleichungen: 

(34)  X,  —  x^  =  y^ix^  —  x^)         (s  ==  2,  3,  . .  v) 

definiren  nämlich,  wenn  y^  •  -Vv  als  variable  Parameter  betrachtet 
werden,  im  Räume  Iirn-{-x{3 ^i  -  •  ^m)  ein  System  von  oo*~^  linearen 
Punkt-/Lt^_v_l_2*,  diese  Punktmannigfaltigkeiten  enthalten  alle  die  durch 
(33)  definirte  m  —  v  -\-  1-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit, 
m.  a.  W.  die  oo^—^  ebenen  Punktmannigfaltigkeiten  (34)  bilden  einen 
„Büschel'  mit  der  „Axe"  (33)  (Art.  86).  Diese  Axe  wollen  wir  mit 
A  bezeichnen. 

Bedeutet  nun  E  eine  beliebige  unter  den  linearen  VMvikt-^m—v+% 
des  Büschels  (34),  so  stellt  E  einen  Raum  Rrn—v-\-2  dar,  innerhalb 
dessen  ein  beliebiger  Punkt  durch  Angabe  der  m  —  v  -\-  2  Koordinaten: 

(35)  z,y^,Xyj^t..Xm 

bestimmt  ist.  Diese  Gröfsen  können  also  als  Punktkoordinaten  des 
Raums  E  gedeutet  werden.  Ist  Q  ein  Punkt  von  E  mit  den  Koordi- 
naten (35),  so  sind  seine  Koordinaten  im  jB^+i  die  folgenden: 

Ferner  wollen  wir  die  Gröfsen: 

(36)  z,yi,Xy^i.,Xm,qiyPv-\-i"Pm 

als  Koordinaten  eines  Flächenelements  des  Raums  E  deuten;  wir  ver- 
stehen darunter,  wie  gewöhnlich,  den  Inbegriff  eines  Punktes  Q  von  E 
und  einer  durch  ihn  gehenden,  in  E  enthaltenen  linearen  m  —  v  -\-  1- 
fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.  Die  Bedingung  für  die  vereinigte 
Lage  zweier  benachbarter  Flächenelemente  des  Raums  E: 

Zy  i/i,  x^^i .  .  pm'^  z  +  dz,  yi  +  dyj^  .  .pm  +  dp„^ 
lautet  so: 

dz  —  q^dy^  —  pr-\-idx^^i —pmdxm  =  0 

und  die  partielle  Differentialgleichung  (32)  stellt  eine  Relation  zwischen 
den  Elementkoordinaten  unseres  Raums  E  dar. 
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Wir  betrachten  jetzt  im  Raum  i?m+i  ein  Fläclienelement  e  mit 
den  Koordinaten  zXiPi,  dessen  zugehöriger  Punkt  Q  m  E  gelegen  ist; 
dann  schneidet  die  Ebene  dieses  Flächenelements  den  Raum  E  nach 
einer  linearen  ^rn-v-\-\j  die  mit  Q  zusammen  ein  Flächenelement  mit 
den  Koordinaten: 

V 

^,  2/l ,  ^r  +  1  •  •  '^m';  Vi+^  ysPs]   2?r  +  l  .  .  Pm 

2 

liefert,  oder  kurz  ausgedrückt:  das  Flächenelement  zx^^  . .  Xm  p^  . ,  p,n 
schneidet  aus  dem  Raum  E  das  obige  Flächenelement  aus.  Ferner 
seien  ^^icj  . .  x^^  die  Koordinaten  eines  auf  der  Axe  Ä  gelegenen  Punktes 
P  des  Raums  i^,„4-i,  und  e^  ein  den  Punkt  P  enthaltendes  Flächen- 
element j  dessen  m  übrige  Koordinaten  wir  mit  p^ .  .  p^^  bezeichnen. 
Dabei  sollen  die  Konstanten  z^x^^  .  .  x^^^p^^.^  •  -Pm  ^^  gewählt  sein,  dafs 
die  Voraussetzungen  des  Art.  365  zutreffen,  während  p^  .  .  pj^  aus  den 
Gleichungen : 

zu  berechnen  sind.  Das  Flächenelement  e^^  das  von  e^  aus  dem  Raum 
E  ausgeschnitten  wird,  hat  dann  innerhalb  des  letzteren  die  Koordinaten: 

es  genügt  also  der  partiellen  Differentialgleichung  (32)  und  ist  über- 
dies nach  der  Terminologie  des  vorigen  Kapitels  ein  nicht  singuläres 
Flächenelement  dieser  Gleichung.  Darnach  ist  e^  auf  einem  und  nur 
einem  charakteristischen  Streifen  C  der  partiellen  Differentialgleichung 
(32)  enthalten.  Läfst  man  jetzt  E  alle  cx)'~^  Mannigfaltigkeiten  des 
Büschels  (34)  durchlaufen,  ohne  die  Koordinaten  0^Xi^  des  Punktes  P 
zu  ändern,  so  erzeugt  die  in  E  gelegene,  zu  e^'  gehörige  „Ebene''  die 
zu  dem  Flächenelement  e^  gehörige  Ebene  des  Raums  Pm+i,  und 
gleichzeitig  der  von  e^  auslaufende  charakteristische  Streifen  C  die 
durch  Bq  festgelegte  Charakteristik  C  des  gegebenen  Involutions- 
systems; umgekehrt  schneidet  die  v-fach  ausgedehnte  Charakteristik  C 
aus  dem  Räume  E  den  durch  e^  gehenden  charakteristischen  Streifen 
der  partiellen  Differentialgleichung  (32)  aus.  Es  ist  dies  der  geometrische 
Ausdruck  der  analytischen  Thatsache,  dafs  die  Hauptintegrale  hinsicht- 
lich 2/i  =  0  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (31)  in  die 
Hauptintegrale  des  Jacobi'schen  Systems  (5)  hinsichtlich  x^=x^^..Xv=xJ^ 
Übergehen,  wenn  man  die  yi  mittels  (30)  eliminirt,  und  dafs  umgekehrt 
die  zuletzt  genannten  Haiiptintegrale  sich  vermöge  der  Substitution 
(30)  in  die  ersteren  verwandeln. 

33* 
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Wir  betrachten  jetzt  diejenige  Integral-J/^_^  des  gegebenen  In- 
volutionssystems (3),  welche  durch  die  Relationen  (33)  und  die  folgenden : 

(37)  Z  =  ^{X^J^X  .  .  Xrr)',  p.j^j,  =  ^  J'         (h=l,2,,.  m  —  v) 

definirt  wird,  deren  zugehörige  Punktmannigfaltigkeit  also  ganz  auf 
der  Axe  A  gelegen  ist.  Wir  wollen  diese  Integral-ilf;„_y  mit  Sl^  be- 
zeichnen; sie  schneidet  den  Raum  E  nach  einer  Element-iHf^—»,,  die 
^Q  genannt  werde,  und  die  in  den  Elementkoordinaten  (36)  durch  die 
Gleichungen  (37)  und  durch  ^/j  =  0;  ^i  =  t  definirt  ist.  Die  Aus- 
gangsmannigfaltigkeit ^Q  ist  dann  auf  einer  und  nur  einer,  ganz  in  E 
enthaltenen,  w  —  v  +  1-fach  ausgedehnten  Integralmannigfaltigkeit  Sl' 
der  partiellen  Differentialgleichung  q^  =  ip  gelegen.  Aus  dem  vorhin 
erkannten  Zusammenhang  zwischen  den  Charakteristiken  des  gegebenen 
Involutionssystems  und  der  partiellen  Differentialgleichung  (32)  folgt 
jetzt  sofort:  Läfst  man  E  alle  ebenen  Mannigfaltigkeiten  des  Büschels 
(34)  durchlaufen,  so  erzeugt  ^'  die  durch  Üq  festgelegte  Integral-Jf^ 
des  gegebenen  Involutionssystems;  umgekehrt  schneidet  die  letztere 
aus  dem  Raum  E  die  durch  §1^  bestimmte  Integral-ilf„j_i,  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  q^  =  t  aus. 

Etwas  allgemeiner  können  wir  sagen:  Bestimmt  mfm  ein  Integral 
Sl'  der  Gleichung  Q'i  =  ^  mit  Hülfe  einer  Ausgangsmannigfaltigkeit 
SIq\  deren  zugehörige  Punktmannigfaltigkeit  ganz  auf  der  Axe  Ä  ge- 
legen ist,  und  deren  Definitionsgleichungen  von  den  Parametern  y^y^"  yv 
nicht  abhängen,  so  erzeugt  ^'  ein  Integral  des  gegebenen  Involutions- 
systems, wenn  man  E  um  die  Axe  A  sich  beliebig  drehen  läfst. 

376.  Aus  dem  Theorem  des  Art.  373  hat  Lie  folgende  Methode 
zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(38)  Pi  =  t  ißy  ^1  .  .  XmP^  .  .  Prr^ 

abgeleitet.  Man  bestimme  mittels  einer  Operation  2  m  —  1  eine  von 
^2  nicht  unabhängige  Funktion  f^^^  der  Variabein  zx^  .  .Xm,  p^  -  -  Pm 
die  der  Bedingung: 

genügt,  löse  die  Gleichungen: 

(39)  _  _p^  =  ^;/'a)  =  c, 

nach  ]p^  und  p,^  auf,  und  reduzire  das  so  erhaltene  zweigliedrige  In- 
volutionssystem nach  dem  Verfahren  des  Art.  373  auf  eine  einzige 
partielle  Differentialgleichung  in  m  —  1  Independenten : 

(40)  Pf  =  *(i)(^,  4«  . .  aß)_^,  pW  . .  pU)_^), 

wobei  wir  die  unabhängigen  Veränderlichen  der  Gleichmäfsigkeit  halber 
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mit  x^^K  .  ^J,^l_i  u^^  ^i^  Ableitungen  ;7-7^,    mit  pf^  bezeichnet  haben. 

Nach  dem  zitirten  Artikel  läfst  sich  dann  aus  einem  beliebigen  voll- 
ständigen Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (40j  durch  ge- 
wisse Eliminationen  ein  vollständiges  Integral  des  Involutionssystems 
(39)  und  mithin  auch  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung 
(38)  herstellen.  Wir  bestimmen  nun  mittels  einer  Operation  2m  —  3 
eine  Funktion: 

welche  der  Bedingung: 

[p(l)_^(l),    /'(2)]  =  0 

genügt  und  von  p^^^'^  nicht  unabhängig  ist,  und  reduziren  das  zwei- 
gliedrige Involutionssystem : 

wie  vorhin  auf  eine  partielle  Differentialgleichung: 
etc.     Schliefslich  gelangt  man  zu  einer  Gleichung: 

(41)  p^im-l)  =  ^(m-l)(^^  ^^("^-1)), 

die  als  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  durch  eine 
Operation  1  integrirt  wird.  Durch  gewisse  Eliminationen  kann  man 
dann  nach  Art.  373  ein  vollständiges  Integral  der  vorhergehenden 
Gleichung: 

^^(m-2)  ^^(m-2)(^^^^(m-2)^     ^^(m-2)^     p^ira-^T^^ 

sodann  ein  vollständiges  Integral  der  zweitvorhergehenden  Gleichung  etc., 
schliefslich  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  (38)  ermitteln. 

In  den  FäUen  ß)  und  y),  d.  h.  wenn  t^  von  3  frei  ist,  lassen  sich 
die  vorhin  mit  fWf(^^  .  .  bezeichneten  Funktionen  so  wählen,  dafs  sie 
die  Variabein  z  ebenfalls  nicht  enthalten;  dadurch  verringert  sich  die 
Ordnung  der  erforderlichen  Integrationsoperationen  um  je  eine  Einheit, 
insbesondere  wird  die  Gleichung  (41)  von  0  frei,  also  durch  eine 
Quadratur  integrirbar. 

Im  Falle  y)  endlich  kann  man  den  Funktionen  f^^\  /'(^^  .  .  aufser- 
dem  noch  die  Bedingung  auferlegen,  in  den  pk^^^  homogen  nullter 
Ordnung  zu  sein.  Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  p^^')  =  t^(')  wer- 
den dann  in  den  pk'^'-^  homogen  erster  Ordnung,  und  die  m  —  2*®  dieser 
Gleichungen  hat  die  Form: 
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(42)  p^i"^-^)  =  2)2("'-2)  .  ;t(^'/"*~^^  ^2^'''~^0; 

d.  h.  sie  ist  eine  lineare  homogene  partielle  Differentialgleichung  mit 
zwei  Independenten;  also  lälst  sich  ein  von  zwei  arbiträren  Konstanten 
abhängendes  vollständiges  Integral: 

dieser  Gleichung  mit  Hülfe  einer  einzigen  Operation  1  ermitteln, 
worauf  man  wie  oben  ein  vollständiges  Integral  der  gegebenen  par- 
tiellen Differentialgleichung  erhält.  Aus  diesem  vollständigen  Integral 
läfst  sich  dann  nach  Art.  314  ein  vollständiges  Integral  nach  der 
zweiten  Definition  des  Art.  302  ohne  weiteres  ableiten. 

In  allen  Fällen  kann  man  den  oben  geschilderten  Integrations- 
prozefs  nach  irgend  einem,  etwa  dem  ä;*^''  Schritte  abbrechen,  und  für 
die  partielle  Diff'erentialgleichung: 

ein  vollständiges  Integral  mit  Hülfe  der  Cauchy'schen  Methode  (Kap.  XII, 
§  4)  oder  auch  der  zweiten  Jacobi'schen  Methode  bestimmen,  worauf 
ein  vollständiges  Integral  der  gegebenen  Gleichung  wie  oben  er- 
halten wird. 

377.  Es  sei  noch  ausdrücklich  hervorgehoben,  dafs  die  soeben  ent- 
wickelte Lie'sche  Methode  zur  Integration  eines  i/-gliedrigen  Involutions- 
systems bezw.  einer  partiellen  Differentialgleichung  in  Lie's  allgemeiner 
Theorie  des  Pfaff 'sehen  Problems  (Kap.  VI,  §  4)  als  Spezialfall  ent- 
halten ist. 

In  der  That,  der  Ansatz  des  Art.  373  kommt  im  Falle  a)  darauf 
hinaus,  den  Pfaff 'sehen  Ausdruck  in  2  m  —  v  -^  1  Variabein: 

V^^^ds  —  t^  dx^  —  •  •  —  il^ydxv  —  pvj^idxv-{.i  —  •  •  —  Pmdx,,, 

vermöge  der  Substitution  (30) ,  in  der  y^Vs  -  -  V^  Konstante  bedeuten, 
auf  einen  nach  Art.  305  bedingungslosen  Pfaff*'schen  Ausdruck: 

[Vq]  — ^^— (M  +  2/2MH \-yv['^v\)dy^—prJ^idx^j^i pmdxm 

in  2m  —  2v  +  2  Variabein: 

S,y^,XrJ^l   •  'Xrn,  Pv  +  1  •  -  Pm 

zu  reduziren.  Nach  Art.  171  läfst  sich  dann  durch  gewisse  Elimina- 
tionen aus  jeder  Normalform  von  [V^]  eine  solche  von  V^  herstellen; 
es  ist  dies  offenbar  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  den  in  Art.  373 
aufgestellten  Lie'schen  Satz. 

Da  ferner  das  zu  [V^]  gehörige  vollständige  System  V  sich  auf 
die    einzige    lineare    homogene    partielle  Differentialgleichung  (31)  r< 
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diizirt,  so  erkennt  man  auch  das  weitere  Reduktionsverfahren  der 
vorigen  Nummer  als  einen  Spezialfall  der  allgemeinen  in  Kap.  VI,  §  4 
auseinandergesetzten  Methode. 

Im  Falle  ß)  verwandelt  sich  der  Pfaff'sche  Ausdruck: 

vermöge  der  Subsitution  (30)  in  einen  bedingungslosen  Ausdruck: 

[Vo']  =  ([^J   +  tj^[t2]  -\ h  yv[tv])dyi  +p,^idXr-\-l  -\ \-PmdXru 

mit  den  2  m  —  2v  -\-  1  Variabein : 

(43)  2/l?  ^^+1  •  •  ^mPv  +  l  .  •  Pm, 

und  das  Theorem  des  Art.  171  sagt  jetzt  aus,  dals  man  aus  jeder 
Normalform  von  [V^']  eine  Normalform  von  V^'  durch  gewisse  Eli- 
minationen und  eine  Quadratur  ermitteln  kann.  Diese  Quadratur  ist 
aber  im  gegenwärtigen  Falle  überflüssig.  In  der  That,  kennt  man 
eine  Normalform  des  Pfaff 'sehen  Ausdrucks  [V^'],  oder,  was  dasselbe 
bedeutet,  ein  beliebiges  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung: 

^  =  [^i]  +  ^2  [^2]  -\ h  2/f  M  =  ^, 

so  erhält  man  durch  gewisse  Eliminationen  alle  2  m  —  2v  -\-  1  Haupt- 
integrale hinsichtlich  2/1  =  0  von  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung (31),  und  aus  ihnen  die  Hauptintegrale  des  Jacobi'schen 
Systems  (5)  hinsichtlich  x^  =  x^  ,  .Xv  =  x^ ,  wenn  man  die  y  mit 
Hülfe  von  (30)  eliminirt;  mittels  dieser  Hauptintegrale  aber  läfst  sich 
nach  Art.  364  ohne  weiteres  eine  Normalform  von  V^'  herstellen. 

Das  vollständige  System  Y  mit  den  Independenten  (43),  das  zu 
dem  Pfaff 'sehen  Ausdruck  [^oT  gehört,  reduzirt  sich  auf  die  einzige 
Gleichung : 

_  iZ.  4.  ^  h-±  i/.  _  ll  ^  =  0 

und  man  schliefst  daraus  leicht,  dafs  auch  in  dem  vorliegendem  Falle  ß) 
die  Reduktionsmethode  der  vorigen  Nummer  als  Spezialfall  in  der  all- 
gemeinen Theorie  von  Kap.  VI,  §  4  enthalten  ist. 

Nur  im  Falle  y)  erweist  sich  das  Verfahren  des  vorigen  Artikels 
als  eine  leichte  Modifikation  der  allgemeinen  Lie 'sehen  Theorie,  da  ja 
in  diesem  Falle  der  Pfaff' 'sehe  Ausdruck  [V^'],  auf  den  sich  Vq'  ver- 
möge der  Substitution  (30)  reduzirt,  nicht  bedingungslos  ist,  sondern 
vielmehr  die  Klasse  2  m  —  2v  besitzt  (Art.  305). 

378.    Wir   haben    bisher    die    drei  Fälle   a),    ß)    und  y)  getrennt 
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behandelt,  und  aufserdem  noch  jedesmal  zwei  Möglichkeiten  unter- 
schieden, je  nachdem  das  gegebene  i/-gliedrige  Involutionssjstem  nach 
V  von  den  Variabein  p^  .  .  p,n  auflösbar  ist,  oder  nicht.  Es  ist  aber 
leicht  zu  sehen,  dafs  diese  Unterscheidungen  ganz  unwesentlich  sind. 

Es  sei    zunächst  ein  i/-gliedriges,  von  0  nicht  unabhängiges  Invo- 
lutionssystem: 

(44)  Fi(2,  x^  .  .  XmPi  . .  Pv)  =  Ol         (i  =  1,  2, .  .  v) 
vorgelegt.     Schreiben  wir  darin: 

q. 

(45)  Xrn^  1^^',      —  --^—  =  Pi        {i  ==1,2,..  m\ 
und  setzen  wir  ferner: 

0i(Xi  .  .  ^m+l,  Qi  •  .  qm+l)  ^  Fi[Xm+iy  X^  .  .  X^j  —  7-^,  •  •  —  I— ^  )  » 

so  bilden  die  Gleichungen: 

(46)  0i{xi  .  .  Xm^  1,  gi . .  gm+ 1)  =  d       (i  =  1,  2,  .  .  v) 

ein  v-gliedriges  homogenes  Involutionssystem,  d.  h.  die  Oi  sind  in  den 
q  homogen  nuUter  Ordnung  und  genügen  den  Identitäten: 

In  der  That  gelten  vermöge  der  Substitutionen  (45)  die  Identitäten: 

(Ä;  =  1, .  .  m;  i  =  1,  2,  .  .  v). 


•  [JP.i^J 


^^k 

2«*'    2x„  +  i 

a*, 

2äM+l 

und 

man  hat 

infolgedessen : 

'im  +  1 

wenn  auf  die  linke  Seite  dieser  Identität  die  Substitutionen  (45)  aus- 
geführt werden.  Ist  solcherweise  das  Involutionssystem  (44)  auf  das 
homogene  Involutionssystem  (46)  zurückgeführt,  so  hat  man  bei  der 
Integration  des  letzteren  natürlich  die  zweite  Definition  des  Integral- 
begriffs zu  bevorzugen  (Art.  302).  Aus  jedem  m  -f-  1-gliedrigen  Glei-  jHj 
chungensystem  in  den  Variabein  x^  .  .Xm-{-\€[-^  -  -  S'm+i;  das  die  Rela-  ^ 
tionen  (46),  nicht  aber  die  Gleichung  qm-^-i  =  0  umfafst,  und  die 
Pfaff'sche  Gleichung: 
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q^dx^  -] \-  q,n+idx„,^i  =  0 

erfüllt,  erhält  man  dann  vermittelst  der  Substitution  (45)  die  m  +  1 
Definitionsgleichungen  einer  Integral- J[f„i  des  gegebenen  Involutions- 
systems (44)  und  umgekehrt. 

Man  erkennt  auch,  dafs  die  Integrationsoperationen,  welche  nach 
Art.  354  zur  Integration  des  homogenen  Involutionssystems  (46)  er- 
fordert werden,  nach  Anzahl  und  Ordnung  mit  denjenigen  überein- 
stimmen, die  nach  demselben  Artikel  zur  Integration  des  gegeben  In- 
volutionssystems (44)  dienen. 

379.  Demnach  hätten  wir  uns  in  diesem  und  dem  vorhergehenden 
Kapitel  von  vorneherein  auf  die  Betrachtung  der  Fälle  ß)  und  y)  be- 
schränken können. 

Es  sei  nun: 

(47)  Fi(XiX2  .  .  XmPi  ..Pm)  =  Ci  (i=l  ..v) 

ein  v-gliedriges  Involutionssystem  vom  Typus  ß)  oder  y).  Nach  Art.  352 
dürfen  wir  dann  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  annehmen,  dafs 
sich  die  Gleichungen  (47)  in  der  Form: 

(48)  Xi  =  9i  (Xfj^i  .  .  Xm)'^   . .  ^^  =  q>Q{oc^-\-i  •  •  ^m) 

(48a)  p^^k  =  9)^+a(^c+i  •  •  ^niy  Pi  . .  Pq,  Pv+i  "Pm)  (h=1^2,..v  —  q) 

auflösen  lassen.  Dabei  ist  q  irgend  eine  Zahl  der  Reihe  0,  1,  .  .  v:, 
im  Falle  q  =  0  kommen  die  ersten  q  dieser  Gleichungen  in  Wegfall, 
und  das  vorgelegte  Involutionssystem  (47)  ist  nachjp^..j?v  auflösbar; 
im  Falle  q  =  v  enthalten  die  Gleichungen  (47)  keine  der  Variabein 
Pi  . . pmy  und  ihre  Integration  ist  trivial  (Art. 301).  Ist  aber  I^q^v  —  1, 
so  führen  wir  mittels  der  nachstehenden  homogenen  Berührungstrans- 
formation der  2m  Variabein  Xtpii 

X^    =  X^  9?^  ;    .  .    Xq    =  Xq  Cpq'^    ^q-\-l  ==  ^(»-f-l?    •  •    "^m  ^^=  ^mj 

Vi=Ih ;  "Pq--=  PqS  Pg+h  =  Pq+h  +  ^Ps  g/'  (/i  ==  1 . .  m  —  ()) 

statt  der  XiPi.  die  x!pl  in  die  Gleichungen  (48)  (48  a)  ein,  wodurch 
diese  die  folgende  Form  annehmen: 

(49)  x;  =  0,  . .  0^;  =  0, 

(50)      PqJ^h  =  tl^(j+^^(Xq^l..x'rn,P^  ..Pq.Pv  +  l  ..pL)       (h=l,2,..V  —  q). 

Nun  verwandelt  sich  bei  einer  homogenen  Berührungstransformation 
jedes  Involutionssystem  wieder  in  ein  solches:  d.  h.  man  hat  identisch: 
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(51)  {x;,p^  +  ,  —  tfj^^,)^^0  1     ..         -,  7.   7  1  N 

(02)     (p,+.- «/.,+„  i>;+, --./;,+,)  =  0/  ^  ^    ^'    ^  '  ^^' 

und  zwar  gelten  diese  Beziehungen  nicht  nur  vermöge  des  Gleichungen- 
systems (49)  (50),  sondern  überhaupt  identisch,  da  ihre  linken  Seiten 
die  Variabein  x^  .  .  Xq p^^-i  . , Pv  nicht  enthalten.  Die  Relationen  (51) 
schreiben  sich  aber  so: 


^^?+^ 


^0  {i=\,2,..Q',}l==\,2,..V  —  Q), 


d.  h.  die  Gleichungen  (50)  erhalten  vermöge  (49)  die  Form: 

(53)  p^^H  =  •^^  +  a(^(.'+1  .  .  X'm,  Pv-{-l,Pv  +  2y  -  -  Pm)       Ql  =  \,  .  .  V  q). 

Die  Integration  des  vorgelegten  Involutionssystems  (47)  kommt  nun 
im  Falle  ß)  darauf  hinaus,  alle  m  -\-  1-gliedrigen  Gleichungensysteme 
in  z,  x^  .  .  XmPi  '  '  p'm  zu  bestimmen,  welche  die  Relationen  (49)  und 
(50)  umfassen,  und  die  PfafF'sche  Gleichung: 

ds  —  p^  dx^  —  •  •  —  Pm  dXnt  =  0 

erfüllen,  oder,  was  dasselbe  besagt,  alle  m  —  q  -\-  1-gliedrigen  Glei- 
chungensysteme in  den  Variabein: 

aufzusuchen,  welche  die  Gleichungen  (53)  umfassen  und  die  Pfaff'sche 
Gleichung: 

ds  —  p^+idX^J^t p'mdx'rn  =  0 

befriedigen.  Darnach  ist  das  Integrationsproblem  (47)  auf  das  Glei- 
chungensystem (53)  zurückgeführt,  und  das  letztere  stellt  mit  Rück- 
sicht auf  die  Beziehungen  (52)  ein  v  —  p-gliedriges  Involutionssy^tem 
mit  nur  m  —  q  In depen deuten  Xq^i  . .  x^  dar. 

Ebenso  verlangt  im  Falle  y)  die  Integration  des  gegebenen  In- 
volutionssystems (47),  wenn  die  zweite  Definition  des  Integralbegriffs 
(Art.  302)  gewählt  wird,  die  Aufsuchung  aller  m  —  v-gliedrigen  Glei- 
chungensysteme, welche  die  Relationen  (53)  umfassen  und  der  Pfaff'schen 
Gleichung: 

p^^idxg^i  H \-pmdXm  =  0 

genügen-,  diese  Integration  kommt  also  wiederum  auf  diejenige  der 
Gleichungen  (53)  hinaus,  die  jetzt  offenbar  ein  v  —  p-gliedriges  ho- 
mogenes Involutionssystem  bilden. 

Hat  man  solcherweise  im  Falle  ß)  alle  Integral-Jf„,,  im  Falle  y) 
alle  Integral -ilf „4  _i   des  Involutionssystems  (49)  (50)  gefunden,  so  er- 
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hält  man  daraus  mittels  der  obigen  Berührungstransformation  alle  In- 
tegrale des  ursprünglichen  Involutionssystems  (47). 

Indem  wir  die  Resultate  dieser  und  der  vorigen  Nummer  zu- 
sammenfassen und  Art.  351  berücksichtigen,  können  wir  schliefslich 
den  Satz  aussprechen: 

„Die  Aufsuchimg  aller  etwa  vorhandenen  gemeinsamen  Integrale 
beliebig  vorgegebener  partieller  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  mit 
einer  Unbekannten  2  and  n  unabhängigen  Veränderlichen  läfst  sich  ent- 
weder durch  blofse  Differentiationen  und  Eliminationen  erledigen  ^  oder 
erfordert  aufserdem  noch  die  Integration  eines  gewissen  Involutionssystems 
der  Form: 

Pi  =  ti{^i^2  •  •  ^'«?  P^+i  •  -Pr'd        (**  =  Ij  2,  .  .  v;  V  ^  m;  m  ^  n  +  1)." 


§  3.     Die  Hamilton-Jacobi'sche  Theorie. 

380.  Die  sogenannte  Hamilton- Jacobi'sche  Theorie  der  dynamischen 
Differentialgleichungen  beruht  auf  einer  Reihe  analytischer  Thatsachen, 
die  mit  den  Ergebnissen  dieses  und  des  vorigen  Kapitels  im  engsten 
Zusammenhang  stehen. 

Wir  stellen  folgenden  Doppelsatz  an  die  Spitze: 

Es  sei  ein  hanonisches  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen: 

äq,_3H^    dp^__dH         .._i^  . 

gegeben^  worin  q^q<^y . .  g[m,  PiP^  •  -Pm  die  unbekannten  Funktionen,  t  die 
unabhängige  Variable j  ferner: 

(2)  S:{tjq^,q^,..q,„,p^,p^..prr) 
eine  beliebige  Funktion  der  2m  -\-  1   Veränderlichen: 

(3)  t,q^,q^,..qrr,j  p^^p^y-Pm 
bedeutet.     Ist  dann: 

(4)  Z  =  ^{qu^hy  '  '  Q-rny  q,  C^  ,  .  .   cj  +  C 

ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung: 
/Ks  dz    .     yj^{,  dz       dz  ^^\        f\ 

(^)  Tt  +  ^[*>  2i'  'h  ■  ■  3»,  ä^.  W,'  "  H,J^    ' 

SO    erhält    man    die    allgemehien    Integralgleichungen    des    kanonischen 
Systems  (1),  indem  man  die  2m  Relationen: 


nach  den  2m  arbiträren  Konstanten  c^^ .  .  c^,  c^  . ,  c„[  auflöst. 


I 
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Umgekehrt,  sind  die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  kanonischen 
Systems  bekannt,  so  kennt  man  aiich  diejenigen  Integralfunktionen: 

(7)  ff,.  =  x^t,  q<i..ql,pl..  Pl)         (»  =  1,  2,  .  .  m). 

(8)  p^=^Xf'^i--t.>Pl--PV        (»  =  1,2,..«) 

die   sich   vermöge   t  =  r   hezw.  auf  die  vorgeschriebenen  Konstanten  qi^ 
Und  pi*  reduziren;   dann  wird  ein  vollständiges  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung  (5)  folgendermafsen  erhalten: 
Man  sübstituire  in  dem  Ausdruck: 

(9)  P^gj^  +  P.s^^  +  --+Pn,g^^-B 

für  die  qi,  pi  bezw.  ihre  Werte  (7)  (8),  wodurch  derselbe  die  Form: 

v{t,<f^..c^^,pl..pl) 

annehmen  möge.    Bann  bilde  man  das  Integral: 

t 
Vit,  q\  .  .  CpI  .  .pl)  =fv(t,  2?  .  .pl)dt 

t 

und  ersetze  nach  Ausführung  dieser  Quadratur  die  Gröfsen  p\ .  .  p^^  durch 
ihre  aus  den  Gleichungen  (7)  folgenden  Ausdrücke  in  den  Variabein: 

m  t,q^..q^,ql..ql; 

bezeichnet  man  das  Resultat  dieser  Substitution  mit 

so  ist  die  Gleichung: 

(11)  ^  =  ß(<,?,--2„,,3;--<)  +  c 

ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (5)  mit  den 
arbiträren  Konstanten  9*5 ..  g*^,  c. 

381.  Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  eine  unmittelbare  Folge  von 
Kap.  Xn  §  2;  um  den  zweiten  Teil  zu  beweisen,  wollen  wir  zunächst 
die  funktionentheoretische  Bedeutung  des  darin  genannten  Eliminations- 
prozesses näher  erläutern.     Zu  diesem  Zwecke  verstehen  wir  unter: 

(12)  r,  ^1  .  .Ctmy  Pl  .  .Pm 

eine    Stelle,    an    der    die    Funktion    H  regulär   ist.     Dann    besitzt    die 
lineare  homogene  partielle  Differentialgleichung  1.  Ordnung: 
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(13)  g  +  (fl,/-)  =  Oa 
ein  System  von  2m  Hauptintegralen: 

^/(^;  Ql  '  '  am,  Pi  .  .  Pm)  *,    Hiit,  q^  .  .  Qm,  Pi  •  .  Pm)  (*  =  1,  2,  .  .  m), 

die  an  der  Stelle  (12)  regulär  sind  und  sich  vermöge  t  =  r  bezw.  auf 
qi  und  pi  reduziren.     Ist  dann: 

(14)  r,q\,..ql,p1..pl 

eine  beliebige,  in  der  Umgebung  von  (12)  gelegene  Stelle,  an  der  die 
Funktionen  H,  Ki,  Ilf  ebenfalls  regulär  sind,  so  lassen  sich  die  2m 
Relationen : 

(15)  qP  =  Kr,  pP  =  77/         (^  =  1,  2, .  .  m) 

in  der  Form  (7)  (8)  auflösen,  und  zwar  sind  die  rechten  Seiten  dieser 
Gleichungen  gewöhnliche  Potenzreihen  der  2m -{- 1  Gröfsen: 

(16)  t  —  t,  qP  —  gr,  Pi^  —  Pi         (i  ==  1,  2,  .  .  m) ; 

'sie  ergeben  sich  durch  eine  einfache  Variabeinänderung  (Art.  48)  bezw. 
[aus  den  Potenzreihen  Ki  und  Ui  und  reduziren  sich  vermöge  t  =  r 
rbezw.  auf  qp  und  pP. 

Die  im  obigen  Satze  mit  v  und  V  bezeichneten  Funktionen  sind 
nun  nach  Art.  38  offenbar  ebenfalls  gewöhnliche  Potenzreihen  der 
2m  -\-  1  Gröfsen  (16),  da  ja  die  Funktion  (9)  an  der  Stelle  (12)  re- 
gulär ist. 

Es  sei  nun: 

(17)  '^',qi"Qm,Pi  -'Pm 

irgend  eine  andere,  in  der  Umgebung  von  (12)  gelegene  Stelle,  an  der 
die  Funktionen  J9,  X,,  77/  sämtlich  regulär  sind,  und  an  welche)^  Jceine 
der  beiden  Funhtionaldeterminanten: 

(18)  (^'^'  ■  •  ^i 

^PlP2  ••    Pm/ 
^  (Jl     ^2  •  •     (f^n   Pi   }h  •  •     PrJ 

verschwindet',    die  Existenz    einer    solchen   Stelle    werden   wir  sogleich 


1)  Das  Symbol  {(pip)  hat  in  diesem  §  immer  die  Bedeutimg: 
dcp  dip        dcp  dtp  \ 
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nachweisen.  Ferner  seien  a,  bezw.  ßi  die  konstanten  Werte  ^  welche 
die  Funktionen  K;  bezw.  77/  an  dieser  Stelle  annehmen.  Da  nun  die 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  (15)  sich  als  gewöhnliche  Potenz- 
reihen der  2m  +  1   Gröfsen: 

(20)  ■  t  —  x\  qi  —  qi,  pi  —  pi         (i  =  1,  2, .  .  m) 

darstellen  lassen,  und  die  Determinante  (19)  an  der  Stelle  (17)  von 
Null  verschieden  ist,  so  kann  man  (nach  Art.  39)  die  Relationen  (15) 
in  der  Form  (7)  (8)  auflösen,  und  die  rechten  Seiten  dieser  Glei- 
chungen werden  gewöhnliche  Potenzreiheu  der  2m  -{-  1  Gröfsen: 

(21)  t  —  t',  qP  —  a, ,  pP  —  ßi         (i  =  1,  2,  .  .  m), 

m.  a.  W.:  die  Funktionen  x/  und  iti  sind,  als  Funktionen  der  2  m  -\-  1 
Variabein  t,  qP,  pP  betrachtet,  an  der  Stelle; 

T  ,  Ofj  .  .  CCmy  Pi  •  •  Pm 

regulär,  und  reduziren  sich  daselbst  offenbar  bezw.  auf  ^/,  pi.  Aus 
Art.  38  folgt  jetzt,  dafs  auch  die  Funktionen  v  und  V  des  vorigen 
Artikels  gewöhnliche  Potenzreihen  der  Gröfsen  (21)  sind.  Insbesondere 
hat   V  die  Form: 

(22)  r=  ^{t  -  r,  3j  -  „,  .  .  5»^  _  «^,  ^J  -  ft  .  .pl  -  ßj. 

Da  ferner  der  Annahme  nach  die  Determinante  (18)  an  der  Stelle 
(17)  nicht  null  ist,  so  lassen  sich  die  Gleichungen: 

qP  =  Ki{t,  q^  ..qm.Pi"  Pm)         (i  =  1,  2, .  .  m) 

folgendermafsen  auflösen : 

(23)  p^  =  ^^{t  ~  r\  q^  -  f,,  . .  q^  -  q^,  g,«  _  «^^  .  .  <  -  aj 

(i  =  1,  2, .  .  m), 
und  die  Potenzreihen  ^/  reduziren  sich  vermöge  der  Substitution: 

(24)  t  =  t',  qi  =  qiy  qP  =  «,-         {i  =  1,  2, .  .  m) 

bezw.  auf  die  Konstanten  pi. 

Nun  sind  aber  die  Funktionen  77,:  gewöhnliche  Potenzreihen  der 
Gröfsen  (20) ;  ersetzen  wir  darin  die  Differenzen  p;  —  pi  durch  ihre 
aus  (23)   folgenden  Werte,   so   erhält  man  Formeln    folgender  Gestalt: 

(25)  i>«  =  ^^{t  —  t\  q,~q,..  g„,  -  5^,  ql  -  a,  .  .  <  -  aJ , 

worin  die  p^  Potenzreihen  der  eingeklammerten  Gröfsen  bedeuten  und  sich    Ji 
vermöge  (24)  auf  ß,-  resp.  reduziren.     Indem   man   endlich   in    (22)  die 
Differenzen  pp  —  ßi  durch  ihre  aus  (25)  folgenden  Werte  ersetzt^  ver- 
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wandelt  sich   V  in   eine  Funktion  Sl  der  2  m  -{-  1    Variahein  (10),  die 
an  der  Stelle: 

regidär  ist. 

382.  Es  erübrigt  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,  dafs  in  der  Umgebung 
der  Stelle  (12)  immer  eine  andere  Stelle  (17)  existirt,  an  der  alle 
Funktionen  H^  Ki,  TIi  regulär  sind  und  die  Determinanten  (18)  (19) 
nicht  verschwinden.  Die  zweite  dieser  Determinanten  verschwindet 
nicht  identisch,  da  sie  an  der  Stelle  t  =  t  den  Wert  1  besitzt.  Nach 
Art.  38  bleibt  also  nur  noch  nachzuweisen,  dafs  die  Determinante  (18) 
nicht  identisch  null  ist.  Nun  besitzen  die  Funktionen  Ki  folgende  Form: 

und  man  hat  infolge  dessen: 

dPt       ^        ^^  dp,,' 


(26) 


Es  ist  also  zu  zeigen,  dafs  die  m-reihige  Determinante: 


^Pk 


(ij  h  =  1,  2, . .  m) 


nicht  identisch  verschwindet.     Bezeichnen  wir  nun  allgemein  mit   [f] 
den  Wert  der  Funktion  f{t,q^..pm)  an    der  Stelle  (12),   so  hat  man: 


ferner  bestehen  die  Identitäten: 


dt 

und  mithin: 


dK, 


Aus  der  Definition  der  Hauptintegrale  K,  folgt  aber: 


^\-''  y]=^'  i^^=i 


also  ergiebt  sich  aus  (27): 

\dv,dt\         ^\dp,dp,\  \di.\  \ip,dp,\' 
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Also  wird  die  M-reihige  Determinante  (26)  an  der  Stelle  (12)  der 
folgenden  Determinante  gleich: 


(-1)« 


H    \ 


(i^  Je  =  1^2^ .  .  m). 


(28) 


Wenn  also  die  nach  p^  . .  Pm  genommene  Hesse'sche  Determinante: 


dPidpj^ 


(i,  Ic  =  1^2^ .  .  m) 


der  Funktion  H  nicht  identisch  null  ist,  und  die  Stelle  (12)  von  vorne- 
herein so  gewählt  wird,  dafs  die  Determinante  (28)  daselbst  nicht 
verschwindet,  so  ist  die  Determinante  (18)  nicht  identisch  null,  und 
es  existirt  dann  stets  auch  eine  Stelle: 

an  der  alle  Funktionen  Ä,  Ki,  üi  regulär  sind,  und  die  beiden  Funktional- 
determinanten (18)  (19)  nicht  verschwinden  (Art.  38).  Unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  kann  man  also  die  Gleichungen  (15),  oder 
auch,  was  dasselbe  besagt,  die  Gleichungen  (7)  (8)  nach  den  2m 
Gröfsen  p.  -  -  p^j  Pi-'Pm  auflösen,  und  die  erhaltenen  Ausdrücke  in 
die  Funktion   V  substituiren. 

Bei  den  sogleich  zu  besprechenden  Problemen  der  Variations- 
rechnung und  der  Dynamik  kommen  in  der  That  nur  solche  Funktionen 
H  in  Betracht,  deren  Hesse'sche  Determinante  (28)  nicht  identisch 
null  ist.  Es  sei  noch  hervorgehoben,  dafs  durch  die  Bedingung,  die 
wir  solcherweise  der  Funktion  H  auferlegen,  auch  der  Fall,  dafs  H  in 
den  pi  homogen  erster  Ordnung  ist,  also  die  Funktionen  v  und  V 
identisch  verschwinden,  von  vorneherein  ausgeschlossen  wird.   In  diesem 

O    TT 

Falle  wären  nämlich  die  Ableitungen  k—  in  den  p;  homogen  nullter 
Ordnung,  also  beständen  die  Identitäten: 

m 

2p'^M^^        («=1,2,..w»), 

und  es  verschwände  somit  die  Determinante  (28). 

383.  Wir  müssen  jetzt,  um  den  Beweis  der  in  Art.  380  auf- 
gestellten Behauptungen  zu  Ende  zu  führen,  noch  den  Nachweis  er- 
bringen, dafs  die  Gleichung  (11)  ein  vollständiges  Integral  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (5)  definirt ,  wenn  Sl  die  in  Art.  380 
erwähnte  Funktion  bedeutet.  Wir  betrachten  die  homogene  lineare 
partielle  Differentialgleichung: 
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(29)  K+(iz;^)  +  (2'i.g-i?)|-f  =  0 

mit  den  2m  -\-  2  Independenten: 

(30)  ^,t,Ql  •  •  Qmylh  '  -Pm- 

Die  Hauptintegrale  hinsichtlich  t  =  r  dieser  Gleichung  sind  nach 
Art.  308  die  folgenden: 

s  —  Vit,  K,  .  .  K„^,  n,  .  .  77^);  K,  .  .  K,n,  n,  .  .  Hm, 

mithin  besteht  die  Identität: 

dz-\-Hdt — i\dx^ PmdXm  ^  d{ß  —  F)  —  U^dK^ U^t^dKm, 

worin  die  Differentiale  auf  der  rechten  Seite  sich  auf  alle  2m  -\-  2 
Variabein  (30)  beziehen.     Die  Gleichungen: 

(31)    z  =  v{t,  K^ . .  ^ .,  n, . .  nj  +c;K^  =  ff/  • .  ^„  =  < 

definiren  also  ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung  (5),   wenn   man   unter  den  p/,  die  Ableitungen  -ö—   versteht, 

und  unsere  Behauptung  ist  erwiesen,  da  ja  die  Relation  (11)  durch 
Elimination  der  p;,  aus  den  Gleichungen  (31)  entsteht. 

Wie  aus  Art.  382  ersichtlich  ist,  besteht  die  eigentümliche  Schwierig- 
keit dieses  Eliminationsverfahrens  darin,  dafs  die  Funktionaldeterminante 
(18)  gerade  an  der  Stelle  (12),  die  der  Definition  der  Hauptintegrale 
Kiy  Ili  ZU  Grunde  liegt,  und  überhaupt  an  jeder  Stelle,  für  die  t  =  x 
ist,  verschwindet  (vgl.  die  Bemerkungen  über  Integralconoide  in  Art.  317 
und  331). 

Diese  Schwierigkeit  kann  man  leicht  dadurch  umgehen,  dafs  man 
die  pi  aus  den  Relationen: 

m 
1 

eliminirt  (Art.  313)-,  das  so  erhaltene  vollständige  Integral: 

besitzt  jedoch  für  die  Probleme  der  Dynamik  nicht  dieselbe  einfache 
Bedeutung  wie  das  Integral  (11). 

384.  Die  bisherigen  Entwickelungen  dieses  §  stehen  in  naher  Be- 
ziehung zu  dem  folgenden  Problem  der  Variationsrechnung: 

V.  Webor,  Das  Pfaffsche  Problem.  34 


530 


Kap.  XIII.     Inyolutionssysteme. 


[384] 


Man  soll  m  FunMionen  q^q2  -  •  (Im   äer   unabhängigen    Variahein  t 
so  hestimmenj  dafs  die  Variation  des  Integrals: 


S=jO{t,q^..qm,q^   .-CiL) 


dt 


verschwindet,  wenn  die  Variationen  dt,   dqi  an  den  beiden  Integrations- 
grenzen gleich  Null  angenommen  werden.     Dabei  ist: 


qi  ~ 


dt 


(i  =l,2,..m) 


gesetzt,   und   von    der  Funktion    Q   wird   nur   vorausgesetzt,    dafs   ihre 
nach  q^'  .  .  qm  genommene  Hesse'sche  Determinante: 


(32) 


dq'.dq;^ 


(i,  k  =  1,2,  .  .  m) 


nicht  identisch  null  ist. 

Für  die  Variation  öS  findet  man: 


,  t  t  t  t 

dS  =  f0d{dt)  +  fd0dt=[0dt]'^—C^dtdt-{-fy^^dqJt 

t  t  r  t 

t  t 

X  t  r 

t  t  t 

Nun  hat  man  aber  durch  partielle  Integration: 


femer ; 


t  t  t 


und  man  erhält  sonach: 
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(33)    öS  ^  [*,$^];+/2'(||  -  i  g)  (s,.  -  ,:st)cu 

Da  nun  die  Variationen   8t ^  dq,   an   den  Integrationsgrenzen  ver- 
schwinden sollen,    so  erhält  man  als  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingungen   für    das    identische    Verschwinden    der    Variation    dS   die 
folgenden: 
/o^\  d    d^  c^        r\  r  io  \ 

(34)  ätH:-Hr^        (s=l,2,..H 

oder  etwas  ausführlicher  geschrieben: 

^  H[H^  -dt^  +  2!h[H,  ä^  +  ^ildt  =  H       (*  =  1-  2, . .  m). 

Es  sind  dies  m   gewöhnliche  Differentialgleichungen   2.  Ordnung, 
die  sich  nach  den  Ableitungen: 

d\    d\       d%^ 
dt^^  dt^   ','    dt^  . 

auflösen  lassen. 

385.  Es  sei  nun: 


eine  Stelle,  an  der  0  regulär  ist,  und  die  Determinante  (32)  nicht 
verschwindet;  ferner  mögen  die  Ableitungen.^—^  an  dieser  Stelle  bezw. 
die  Werte  p/  annehmen.     Dann  lassen  sich  die  Gleichungen: 

(35)  i,,  =  f|-,        ii  =  l,2,..m) 

folgendermafsen  auflösen: 

(36)  q/  ==  £li(t  —  T,  ^1  —  g^  .  .  qm  —  qm^Pt  —  A  •  •  Pm  —  P,n) 

(i  =  l,2,..m), 

und  die  Potenzreihen  £1/  reduziren  sich  vermöge  t  =  r,  qi  =  g,-,  pi  ==  j3/, 
bezw.  auf  die  Konstanten  g/. 

Wir  bilden  jetzt  den  Ausdruck: 

0'*'^)  Pl^l    +  P2^2    +  •  •  Pmqm  —   ^, 

und  substituireri  hierin  für  die  g/  —  q;  ihre  aus  (36)  folgenden  Werte. 
Dadurch  erhalten  wir  eine  Funktion: 

34* 
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die  au  der  Stelle: 

(38)  r,qi  .-qm.Pi  •  -  Pm 

regulär  ist;  sie  wird  die  ,,reziproke  Funktion"  von  0  genannt. 

Ist  f  irgend  eine  Funktion  der  2m  +  1  Variabein  t,  qi,  g/,  so  be- 
zeichnen wir  mit  \f]  die  Funktion^  die  aus  ibr  entsteht^  wenn  man 
die  q!  durch  ihre  Werte  (36)  ersetzt.     Dann  findet  man: 


I 


(39) 


~J  =  ji^^'  dp,  ~^^'     ^1  dq;  J  dp, 


dq,  -  Zi  ^^  cq,  \dq,\        Zj  \  dq^  \    dq,—         \dq,\ 

dPidVk^  ^Pk 
Aus   der  letzten   dieser  Gleichungen  folgt,   dafs  die  Determinante: 

(28)  1^1         (i,l^l..m) 

an  der  Stelle  (38)  nicht  null  ist.     Man  hat  ferner: 

-^_^q,=£i,  =  -^^, 

und  die  Gleichungen  (34)  nehmen  vermöge  der  Variabeintransformation 
(35)  folgende  Form  an: 

äPi        fa$l  __        dB 


dt  ~   \dq,] 


dq, 

Wir  erhalten  solcherweise  das  'kanonische  System: 

1,  2, .  .  m). 


,.„.               ^ii        8H 

(40)        -d«=gp,; 

dp, 

dt  ~~ 

dH 

(i  = 

Es  sei  jetzt: 

(41) 

hit- 

•C3ä°- 

•  e 

eine  in  der  Umgebung  von  r,  g^-^  q/  gelegene  Stelle^  an  der  0  regulär 
und  die  Determinante  (32)  nicht  null  ist.     Ferner  setzen  wir: 

(42)  pP  =  (IJ)^     (»  =  1  . .  m). 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  entstehen  aus  den  rechten  Seiten 
von  (35),  indem  man  darin  /,  qij  q/  bezw.  durch  r,  g»^,  g/^  ersetzt,  sind 
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also  gewöhnliche  Potenzreihen  der  2m  -\-  1  Gröfsen: 
t  -  r,  qP  —  qr,  g/«  —  q-. 
Ferner  ist  H  an  der  Stelle: 

(43)  r,ql..ql,pl..pl 

regulär,  und  die  Determinante  (28)  verschwindet  daselbst  nicht.  Aus 
der  Entstehung  des  kanonischen  Systems  (40)  folgt  jetzt  ohne  weiteres 
die  analytische  Thatsache: 

Definiren  die  2m  Gleichungen: 

(44)  q,==«ß><fi--<,'Pl--PV         (i=h2,..m) 

(45)  ^,=«,(U;--C-P;--Ä)         (»=l,2,..m) 

diejenigen  IntegralfunMionen  des  kanonischen  Systems  (40),  die  sich  ver- 
möge t  =  x  hezw.  auf  qP  und  pP  redmiren,  so  liefern  die  Gleichungen: 

die  IntegralfunMionen  des  simultanen  Systems  (34)  von  der  Eigenschaft, 
dafs  vermöge  t  =  t  die  Funktion  qi  in  die  Kofistante  qP  und  ql  in  ql^ 
übergeht.     Umgekehrt,  stellen  die  Gleichungen: 

q,  =  \  {t,ctl..ql,q[o..  q'^)         (*  =  1,  2,  .  .  m) 

die  eben  genannten  Integralfunktionen  des  simultanen  Systems  (34)  dar, 
so  definiren  die  Belationen: 

ff,  =  k,  {t,  q\  .  .  2^,  (Dp„, .  .  (OJJ         (»=!..«) 

(46)  P'  =  w;        (»=1'2,..«) 

die  vorhin  erwähnten  Integralfunktionen  des  kanonischen  Systems  (40), 
wenn  man  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (46)  die  q/  durch 
ihre  Ausdrücke: 

c  k^ 
~di 
ersetzt. 

Die  Integration    des    simultanen   Systems   (34)   kommt    somit  auf 
diejenige  des  kanonischen  Systems  (40)  hinaus,  und  umgekehrt. 
386.  Vermöge  der  Formeln  (39)  hat  man: 

also  kann  das  oben  mit  S  bezeichnete  Integral  so  geschrieben  werden: 
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r 

Wir  denken  uns  in  der  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  die  pi,  q; 
durch  ihre  Ausdrücke  (44)  (45)  ersetzt^  sodann  die  Integration  zwischen 
den  Grenzen  r  und  t  ausgeführt  und  die  so  erhaltene  Funktion  wie 
früher  mit: 

bezeichnet.  Um  die  Variation  Ö  V  nach  der  Formel  (33)  zu  berechnen, 
bezeichnen  wir  die  Variationen  von  t^  q/^^  pP  an  der  untern  Inte- 
grationsgrenze mit  ötj  8qP,  8pP  und  beachten,  dafs  der  in  (33)  unter 
dem  Integralzeichen  stehende  Teil  der  Variation  8  V  identisch  ver- 
schwindet, da  ja  die  Xi,  iti  Integralfunktionen  des  kanonischen  Systems 
(40)  sind,  und  die   linken  Seiten   der  Gleichungen  (34)   vermöge  (35) 

mit  den  Ausdrücken  -j—  4-  ^ —    übereinstimmen.      Man    findet    sonach, 
dt     '    dq^  ' 

mit  Rücksicht  auf  (35)  (37)  (44)  (45): 

(47)  ==  Hir,  <f,..<f^,f,..  Pl)  Sx  -  H{t,  H^  .  .  ;.,„,  ;r,  . .  nj  dl 

m  m 

1  1 

Es  ist  dies  eine  Identität,  die  für  jedes  beliebige  Wertsystem  der 
2m  -f-  2  Variabein: 

und  ihrer  Differentiale  stattfindet,  wenn 

gesetzt  wird. 

Identifiziren  wir  jetzt  unsere  Funktion  H  mit  dem  in  Art.  380 
ebenso  bezeichneten  Ausdruck,  und  verstehen  wir  unter  Kij  77,  wie 
früher  die  Hauptintegrale  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
(13)  hinsichtlich  ^  =  r,  so  lassen  sich  die  Relationen  (15),  oder  auch, 
was  dasselbe  besagt,  die  Relationen  (44)  (45)  folgendermafsen  auflösen: 

(48)  p<>  =  0,,  (t,  q,  .  .  ff„„  gj  . .  <)        (j  =  1  . .  m) 

(49)  P,^^At>1f'l.>l1--0         (»  =  1..»0 
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und  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  für  die  pP  in  V  substituiren,  wodurch 
diese  Funktion  in: 

.         ßtt3,..?„.,2j..5°.) 

übergehe   (Art.  380).     Offenbar  entstehen   die   Wi  aus   den   iCt  dadurch, 
dafs  man  darin  die  pP  durch  ihre  Ausdrücke  coi  ersetzt. 

Ersetzen  wir  nun  auch  in  der  Identität  (47)  die  pp  überall  durch 
die  Oi  und  verstehen  wir  unter  dct»/  den  Ausdruck: 

SO  erhalten  wir  das  Resultat: 

EEE  H(t,  3«  .  .  <.,  c»j  .  .  öj  dt  -  H{t,  q^  .  .  q^,  ar^  ..Vljd 

+  ^  -SSiSqi  —  ^  aiäqP, 
also  gelten  die  Identitäten: 

(50)  äi;.  =  ®''  ä^  =  — *"•; 

(51)  "äl  ^  II[%^1"  ürnj   «5^1   .  .    CU,„) 

(52)  1^  ^  ^(r,  3»  . .  jo^,  »^  . .  ^j. 

Diese   Identitäten    bestehen   für  jedes    beliebige    Wertsystem    der 
2m  +  2  Variabein: 

Die  Beziehungen  (50)  zeigen,  dafs  die  Relationen: 

(^^)  •       ä|^^''     ä^^""-^''         (^=l,2,  ..m) 

mit   den    Gleichungen    (48)    (49)    identisch    sind,   also  die   allgemeinen 
Integralgleichungen  des  kanonischen  Systems  (40)  darstellen. 

Die  Gleichungen  (51)  (52)  können  nunmehr  so  geschrieben  werden: 

jj  =  —  M\^t,q,..  q„, ,  ^—  . .  -^j  , 


dß 


ß_     Tj/  0  0  ^^  ^^\ 
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sie    zeigen    also,    dafs    Sl,    als  Funktion   der  Variabein   ty  q^  .  .  q.u  be- 
trachtet, die  partielle  Differentialgleichung: 

(54)  |^  +  i?(<,3,..ä„„|^-.^)  =  0, 

und  als  Funktion  von    r,  (/J  .  .  q^^  betrachtet,   die  Differentialgleichung: 

identisch  befriedigt. 

Wir  wollen  noch  hervorheben,  dafs  wir  die  Funktionen  x,-,  %i  im 
Obigen  lediglich  als  Funktionen  von  t,  qPj  pP  definirt  haben,  während 
die  Art  und  Weise,  auf  welche  die  Variable  r  in  diese  Funktionen 
eingeht,  streng  genommen  noch  einer  besondern  Untersuchung  bedarf. 
Analoges  gilt  natürlich  hinsichtlich  der  Abhängigkeit  der  Funktion  ^ 
von  der  Variabein  r.  Doch  wollen  wir  diese  Untersuchung,  die  übrigens 
keinerlei  prinzipielle  Schwierigkeit  darbietet,  der  Kürze  halber  über- 
gehen und  nur  hinzufügen,  dafs  in  dem  für  die  Mechanik  besonders 
wichtigen  Fall,  wo  H  von  t  nicht  abhängt,  die  Funktionen  ;c/,  tCi  die 
Variable  x  ausschliefslich  in  der  Verbindung  t  —  x  enthalten,  und 
infolgedessen  5i  als  Funktion  der  Variabein  t,  q\.  >ql^  ohne  weiteres 
definirt  ist. 

Dafs  die  Funktion  ^  die  partielle  Differentialgleichung  (54)  er- 
füllt, wurde  schon  in  Art.  383  bewiesen.  Ebenso  wissen  wir  aus 
Art.  380,  dafs  die  Relationen  (53)  die  allgemeinen  Integralgleichungen 
des  kanonischen  Systems  (40)  darstellen,  wenn  die  qP  ^  pP  als  arbiträre 
Konstanten  betrachtet  werden;  doch  erkennen  wir  jetzt  überdies,  dafs 
diese  Konstanten  bezw.  mit  den  Werten,  welche  die  durch  (53)  de- 
finirten  Funktionen  q^j  pi  an  der  Stelle  t  =  x  annehmen,  identisch  sind. 

387.  Um  die  vorstehenden  Resultate  auf  die  Probleme  der  Mechanik 
anzuwenden,  verstehen  wir  unter  t  die  Zeit  und  unter  q^  .  .  qm  so- 
genannte Lagrange'sche  Koordinaten  eines  dynamischen  Systems,  d.  h. 
unabhängige  Variable,  durch  welche  die  Position  des  dynamischen 
Systems  definirt  wird.  Nehmen  wir,  um  die  Ideen  zu  fixiren,  an,  dafs 
unser  System  aus  v  materiellen  Punkten  mit  den  Massen  ^i^^  ^2  -  •  f*»' 
und  den  cartesischen  Koordinaten: 

bestehe ,    und    dals    diese    3  v   Koordinaten    an    3  2/  —  m    Bedingungs- 
gleichungen : 

(55)  9>^•(^l2/^^'l^2  •  •  XvijrZyt)  =  0         (i  =  1,  2,  .  .  32/  —  m) 
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gebunden  seien,  so  kann  man  mittels  dieser  Gleichungen  die  Gröfsen 
XiyiZi  als  Funktionen  von  rn  unabhängigen  Variabein  q^  .  .  qm  und  von 
t  in  der  Form: 


darstellen.     Aus  den  Formeln: 


(i  =  1,  2, .  .  ^.) 


dt    ~^'   —   dt^  ^  dq^    dt     ®^^- 

ergiebt  sich   dann  für  die  lebendige  Kraft  des   dynamischen  Systems: 

r 

1 
folgende  Darstellung : 

m        in 

i  56)      T  -^  y  ^^  aikq/qk  +  ^  hq-  +  a         (a^  ~  aki), 

worin  die  aik,  hi^  a  Funktionen  der  m  -{-  1  Variabein  q^  .  .  qmt  be- 
deuten, und  die  Determinante  |  aik  |,  d.  h.  also  die  nach  den  Variabein 
q/  genommene  Hesse'sche  Determinante  von  T  nicht  identisch  null  ist. 
Wir  nehmen  ferner  an,  dafs  eine  KräftefunJction: 

U{t,  q,q^  .  .  qm) 

existiere.  Durch  Angabe  der  beiden  Funktionen  T  und  U  ist  dann 
das  dynamische  Problem  vollkommen  charakterisirt. 

Identifiziren  wir  jetzt  die  Funktion  0  des  Art.  384  mit  der  Funktion 
T -\-  U,  so  nehmen  die  Differentialgleichungen  (34)  die  Form  an: 

..„-.  d    dl         BT       du         /.        1    o  N 

Es  sind  dies  die  wohlbekannten  Lagrange' sehen  Differential- 
gleiehungen  der  Bewegung  unseres  dynamischen  Systems. 

Daraus  folgt  der  Satz: 

Die  IntegralfunMionen  qi  der  Lagrange' sehen  Differentialgleiehungen 
(57)  und  nwr  diese  haben  die  Eigenschaft,  dafs  für  sie  die  Variation 
des  Integrals: 


(58)  y^^+  ^^"^^ 


538  Kap    XIII.     Involutionssysteme.  [387] 

identisch  verschwindet,  wenn  die  Variationen  von  t,  q^  . .  q,,,  an  den  beiden 
Integrationsgrenzen  gleich  null  angenommen  werden,  m.  a.  W.: 

Sind  irgend  zwei  hezw.  den  Zeiten  r  und  t  entsprechende  Positionen 
gj  . .  gJJ^  hezw.  q^  .  .  q^^  unseres  dynamischen  Systems  gegeben^  so  ist  die 
wirklich  stattfindende  Bewegung  zwischen  diesen  beiden  Positionen  derart, 
dafs  das  Integral  (58)  Meiner'^)  ist,  als  wenn  das  System  gezwungen 
würde,  sich  unter  den  gegebenen  Bedingungen  (55)  auf  irgend  eine  andere 
Art,  aber  innerhalb  der  gleichen  Zeit  t  —  r  von  der  ersten  Lage  in  die 
ziveite  zu  bewegen. 

Dieser  Satz  ist  in  Deutschland  unter  dem  Namen  „Hamilton' sches 
Prinzip^'  bekannt. 

Ist  II(t,  q^  • '  qm,  Pi  '  •  Pm)  die  Funktion,  die  man  aus 

PiQi  H h PmqL  —  T—ü 

erhalt,  wenn  daraus  die  q[  mittels  der  Relationen: 

BT 

eliminirt  werden,  so  besteht  zwischen  den  Lagrange' sehen  Gleichungen  (57), 
dem  kanonischen  System: 

/p;n\  ^"^i        ^H      ^^i  ^H       r        ^    ^  \ 

^^^)  -dt=dj^^^---dq,       (^=l,2,..m) 

und  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(60)  |f  +  ^(,,,,..2,„,|^,..^J  =  0, 

folgender  Zusammenhang : 

Aus  den  allgemeinen  Integralgleichungen: 

(61)  2,.  =  K^{t,  ql  .  .  pl);  p^  ==  ;r,(<,  2?  •  •  K) 

des  kanonischen  Systems  (59)  erhält  man  durch  Differentiationen  und 
Eliminationen  die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  Systems  (57),  d.  h. 
die  Bewegungsgleichungen  des  vorgelegten  dynamischen  Problems: 

q,=  \{t,q\..ql,q[^..q[;;)\ 


^;=lh(^>^l"€) 


(i  =1,2,..  m), 


dt 

und  umgekehrt  getvinnt  man   aus  den   letzteren  durch  Differentiationen 
und  Eliminationen  die  ersteren  wieder  (Art.  385). 


1)  Vorausgesetzt,  dafs  das  Wertsystem  q    ■  ■  q^t  einer  gewissen  Umgebung 
der  Stelle  q^  •  •  2^»  "^^  angehört;    vgl.  hierzu  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik. 


1 
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Ferner  erhalt  man  ein  vollständiges  Integral: 

der  portiellen  Differentialgleichung  (60),  indem  man  in  dem  Ausdruck: 

die  qij  pi  durch  ihre  Werte  (61)  ersetzt,  dann  nach  t  zwischen  den 
Gremen  t  und  t  integrirt,  und  hinterher  mittels  der  m  Gleichungen 
qP  ^  ^.  die  pP  eliminirt  (Art.  380—382). 

Umgekehrt  lassen  sich  mit  Hülfe  eines  beliebigen  vollständigen 
Integrals: 

z  =  ^(t,  q^  . .  q,nj  Ci  .  .  c„,)  +  c 

der  partiellen  Differentialgleichung  (60)  die  allgemeinen  Integralgleichungen 
des  kanonischen  Systems  (59)  in  der  Form: 

dtp  dif)  /'        t    ci  \ 

ä^.  =  p.-;   g^  =  j'.-      (»  =  1,2,..«) 

darstellen  (Art.  380). 

Wir  erwähnen  noch,  dafs  H  als  die  ,,Hamilton'sche  Funktion^^  und 
Sl  als  die  „Prinzipalfunktion"  des  vorgelegten  dynamischen  Problems 
bezeichnet  wird. 

Die  Integration  der  Lagrange'schen  Gleichungen  erfordert  nach 
dem  vorstehenden  Satz  nur  die  Ermittelung  eines  vollständigen  Inte- 
grals der  partiellen  Differentialgleichung  (60),  die  wir  so  schreiben 
wollen  : 

(62)  p  +  H(t,  q^  ..qmyP^..  p„^  =  0 ; 

hierin  haben  also  die  p  folgende  Bedeutung: 

dz  dz 

Die  Integration  der  Gleichung  (62)  kommt  auf  diejenige  der 
linearen  homogenen  partiellen  Differentialgleichung: 

hinaus,  und  kann  nach  der  Methode  des  Art.  369  durch  je  eine  Operation: 

2m,  2m  — 2,  ..  4,  2,  0 
erledigt  werden. 

388.  Besonderes  Interesse  beansprucht  der  Fall,  dafs  sowohl  die 
Kräftefunktion   U  als  auch   die  Bedingungsgleichungen  (55)  von  t  frei 
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sind,  und  infolge  dessen  auch  H  die  Variabein  t  nicht  enthält.     Dann 
besitzt  die  lebendige  Kraft  folgende  Form: 

und  man  findet: 

H=  ^m;  -T-U=  ^||  2/  -T-U=T-U, 

worin  natürlich  T  mittels  der  Gleichungen  pi  =  k— 7  durch  die  Variabein 

g'i  .  •  QmPi  . .  Pm  auszudrücken  ist. 

Jetzt  ist  H  ein  Integral  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung (63),  und  die  Integration  von  (62)  erfordert  infolgedessen 
nach  Art.  369  nur  mehr  je  eine  Operation: 

(64)  2m  —  2,  2m  —  4,  . .  4,  2,  0. 

Die  Thatsache,  dals  H  die  Gleichung  (63)  erfüllt,  kommt  offenbar 
darauf  hinaus,  dafs  die  Funktion  T —  U  von  t  frei  wird,  wenn  man 
darin  die  qi  durch  die  Integralfunktionen  der  Lagrange'schen  Glei- 
chungen ersetzt,  m.  a.  W.  dafs  im  gegenwärtigen  Falle  der  Satz  von 
der  lebendigen  Kraft  gilt. 

Die  soeben  konstatirte  Integrationsvereinfachung  läfst  sich  auch 
folgendermafsen  charakterisiren : 

Das  Integrationspröblem : 

(65)  p  +  H{q^  '  .  qmP^  .  .  i?«,)  =  0 

kommt  darauf  Jiinaus^  ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung: 

(66)  H(qi  .  .  qmPi  ^  •  Pm)  =  h 

zu  finden y  worin  h  eine  arbiträre  Konstante,  und  q^ . .  qm  die  Indepen- 
denten  bedeuten. 

In  der  That,  ist: 

0  =  W{q^  .  .qm,c^.  .  Cm-iy  h)-\-  c  ^ 

ein  vollständiges  Integral  von  (66),  so  ist: 

z  =  W{q^  ..qm,c^..  Cm-iy  h)  —  ht  +  c 

ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (65).^) 

Nach  der  Regel  des  Art.  380  sind  jetzt  die  allgemeinen  Integral- 
gleichungen des  kanonischen  Systems  (59)  die  folgenden: 


1)  Dies  folgt  auch  aus  Imschenetzky's  Theorie  der  Trennung  der  Variabein 
(Art.  371). 
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dW  _  dW     _  dW 

worin  c^  .  .  Cm—if  h,  y^  .  .  y-m  die  arbiträren  Konstanten  bedeuten. 

Wie    man  siebt ,    kommt  jetzt  die  Integration  von   (65)   auf  die- 
jenige der  linearen  partiellen  DifFerentialgleicbung : 

iH,n=o 

hinaus,  erledigt  sich  also  in  der  That  durch  die  Operationen  (64) 
(Art.  354,  369). 

Man  hat  zu  diesem  Zwecke  m  —  1  Funktioilen : 

Hiiqi  .  .  qmPi  .  .  Pm)         (i  =  1,  2,  . .  m  —  1) 

derart  zu  bestimmen,  dafs  alle  Klammerausdrücke: 

identisch  verschwinden,  und  die  Funktionen  H,  H^  .  .  Hm—i  hinsichtlich 
der  Gröfsen  p^p^  .  .  p,n  unabhängig  werden.  Sodann  hat  man  die  Glei- 
chungen: 

H  =  h,   H^  =  C^    .  .   Hm—l  =  Cm—i 

nach  Pi  .  .  p,n  aufzulösen,  und  die  so  erhaltenen  Werte  in  den  Pfaff 'sehen 
Ausdruck: 

Pi^Qi  H +  Pmdq„, 

zu  substituiren;  dieser  verwandelt  sich  dadurch  in  ein  exaktes  Differential : 

d^iqi  .  -qmCi  .  .  Cm-ih), 

und  die  Gleichung  z  =  ^  -\-  c  definirt  ein  vollständiges  Integral  der 
Gleichung  {^^)y  womit  das  vorgelegte  dynamische  Problem  erledigt  ist. 
Nach  dem  §  2  dieses  Kapitels  haben  die  Funktionen  H,  H^ .  .Hm—\ 
die  Eigenschaft,  dafs  für  jedes  beliebige  Wertsystem  der  Yariabeln 
qiPi  und  ihrer  Differentiale  eine  Identität  der  Form: 

p^dq^  H \-pmdqm^dW -{-  GdH -\-  G^dH^  -\ f-  Gm-idHm-i 

besteht,  worin  W  und  Gi  gewisse  Funktionen  von  q^  .  .  qmPi  •  •  Pm  be- 
deuten, und  zwar  hat  man: 

^(qi  '  '  qmPi  •  •Pm)  =  0(qi  ..qmyHj^..  Sm-1,  H) 
Gi  ^  —  Jh,  ^(^1  .  •  qrr.H,  .  .  Hm-lB)  (i  =  0,  1,  .  .  M  -  1). 
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Die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  kanonischen  Systems  (59) 
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können  jetzt,  nach  den  arbiträren  Konstanten  g^  g^g,a—iy  hyJi^  ..hm  —  i 
aufgelöst,  so  geschrieben  werden: 

.  IT=  h'^  H^  =\  .  ,  Hnt  —  i  =  hm  —  i 

G  =  g  —  t]  G^=  g^  , .  Gm—i  =  Qm—iy 

und  die  Funktionen  Giy  Hi  besitzen  die  Eigenschaft,  dafs  alle  Klamm  er- 
ausdrücke (9  -4^)^  die  aus  irgend  zweien  dieser  Funktionen  gebildet 
werden,  identisch  verschwinden,  mit  Ausnahme  von  (GH),  (G^H^  etc., 
die  gleich  1  sind. 

389.    Durch  die  Gleichungen: 

^'  =  ^  +  U{q^  .  .  qmVi  .  .  Pm) 
(68)  g/=  0/(^1 .  .p,)',  Pi  =  P/fe  .  .J)«/)  {i  =  1  .  .  m) 

werde  eine  Berührungstransformation  der  2m-\-l  Yariabeln  zqipi  von 
der  besondern,  in  Art.  201  definirten  Beschaffenheit  dargestellt.  Dann 
erfüllen  die  Funktionen  PiQi  die  Identitäten 

{FiF,)  =  {QiQ,)  ^  (P,§,)  EE  0         (i,l=\..  m;  i  ^  h) 
{PiQd  =  l         (^  =  l,2,..m). 

Sind  (p,  if  zwei  beliebige  Funktionen  der  2  m  Variabein  qipi,  führt 
man  ferner  in  diese  Funktionen  mittels  (68)  die  neuen  Variabein 
§jt,  Pi  ein  und  schreibt  man: 


SO  erhält  man  nach  pag.  375,  Anm.: 

Es  sei  jetzt  ein  beliebiges  kanonisches  System 
dq,       dH     dp,  dB 

(ö9)  -di-w^  -äi  —  H    (^  =  ^^^--^^0 

vorgelegt,   worin    die   Funktion  H  aufser    den  qtpi  auch    noch  t  ent- 
halten kann. 

Fuhren  wir  dann  in  (69)  mittels  der  Formeln  (68)  die  neuen  Un- 
bekannten Qi  und  Fl  ein,  so  verwandelt  sich  das  kanonische  System  (69) 
in  das  gleichfalls  kanonische  System: 


dQ,        dH      dP,  dH 
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worin  H  als  Funktion  der  2,n^i  Variabein: 

auszudrücken  ist.^) 

In  der  That,  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

(71)  g+(^/-)„=0 

verwandelt  sich  vermöge  der  Transformation  (68)  in  die  Gleichung: 

mithin  auch  das  zu  (71)  adjungirte   simultane  System   (69)  in   das  zu 

(72)  adjungirte  System  (70)  (vgl.  Art.  73). 

390.  Es  sei  z.  B.  ein  dynamisches  Problem  durch  die  Funktionen 
T  und  U  charakterisirt,  wobei  T  und  U,  und  infolge  dessen  auch  H 
von  t  frei  sein  mögen;  wir  bilden  dann  das  zugehörige  kanonische 
System  (69).  Die  allgemeinen  Integralgleichungen  dieses  Systems  seien 
wie  in  der  Nr.  388  durch  die  Relationen  (67)  dargestellt.  Gleichzeitig 
betrachten  wir  nun  das  dynamische  Problem,  dessen  zugehöriges  kanoni- 
sches System  die  Form  hat: 

dq,         d{H^Sl)      dp.  diH+Sl) 

dabei  ist  ^  eine  beliebige  Funktion  der  2  m  -\-  1  Variabein  t,  qi^pi. 
Führen  wir  dann  mittels  der  Formeln: 

(74)  ^/  =  -S;-i(^i-.^.i^...p«.)|  (,-_i,2,..m) 

^      ^  Pi  =  Gi-i{qi  •  •  QmPi  .  .  Pm)  J  ^  ^ 

statt  der  qipi  die  neuen  unbekannten  Funktionen  q/p/  ein,  so  verwan- 
delt sich  nach  der  vorigen  Nr.  und  nach  der  Schlufsbemerkung  von 
Art.  388  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

g+(ß  +  fi;A.  =  o 

in  die  nachstehende: 

K-g^  +  (ßay=o. 

In  der  That  hat  man  ja: 

(ß  +  H,  f),,  s  (ß  +  q^,  f),.,.  -  -  ^  +  m\v  ■ 


1)  Lie  (IX)  hat  gezeigt,  dafs  auch  umgekehrt  eine  Transformation  (G8), 
die  jedes  behebige  kanonische  System  (69)  wiederum  in  ein  kanonisches  System 
(70)  überführt,  in  einer  ßerührungstransformation  von  der  Kategorie  des  Art.  201 
enthalten  ist;  er  hat  ferner  die  allgemeinsten  Transformationen  (68)  angegeben, 
die  ein  bestimmtes  kanonisches  System  (69)  wieder  in  ein  solches  verwandeln. 
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Darnach  nimmt  das  kanonische  System  (73)  vermöge  (74)  fol- 
gende Gestalt  an: 

dqf         dSl      dpj,'  dSl      dp^  dSl 

~dT^dp/''>    llT  "^  "~"  ^  '    '^dT  ^  ~  dq^' 
(i  =  1^  2,  .  .  m-^   h  =  2,3,  .  .  m), 
worin  ü  durch  die  neuen  Variabein  typ^  .  .  p^y  q^  .  .  qL  auszudrücken  ist. 
Dieses  Resultat  können  wir  offenbar  auch  so  aussprechen: 
Führen  wir  in  das  'kanonische  System  (73)  mittels  der  Formeln  (67) 
die  neuen  Variahein  h,  \  ..hm—i^  9,  9i  -  -  Qm—i  em,  und  drücken  wir  Sl 
als  Funktion  dieser  Gröfsen  und  von  t  aus,  so  erhält  das  System  (73) 
wiederum  die  kanonische  Form: 
•  '-'.'-'nii'-of/^.  .      aß     dg.  dSl 

C^Ö^V^.    ^'^i^Ig^^^-W,  (»  =  0,  1,  .  .  m  -  1). 

ß  heifst  die  „Störungsfunktion" -^  das  dynamische  Problem,  zu  dem 
die  kanonischen  Gleichungen  (69)  gehören,  heifst  das  „ungestörte"  Pro- 
blem, das  Problem  mit  der  Hamilton'schen  Funktion  H -{- Sl  das 
„gestörte". 

Die  Gröfsen  hi  gi,  die  im  ungestörten  Problem  Konstante  sind, 
heifsen  die  „Elemente"  des  letzteren,  und  zwar  insbesondere  „kanonische" 
Elemente;  sind  sie  zu  irgend  einer  Zeit  bekannt,  so  ist  die  Bewegung 
des  ungestörten  Systems  durch  die  Gleichungen  (67)  für  alle  Zeiten  t 
bestimmt.  Die  Differentialgleichungen  (75)  definiren  dann  die  Ände- 
rungen, welche  diese  Elemente  infolge  des  Hinzutritts  der  Störungs- 
funktion Sl  im  Laufe  der  Zeit  erleiden. 


Kapitel  XIV. 

Theorie  der  Funktionengruppen. 

§  1.    Verwertung  bekannter  Integrale. 

391.  Wir  haben  in  den  beiden  letzten  Kapiteln  zwei  Typen  von 
Integrationsmethoden  einer  partiellen  Differentialgleichung  l^^'^  Ord- 
nung, bezw.  eines  Involutionssystems  kennen  gelernt.  Der  erste  Typus 
umfafst  die  sog.  erste  Jacobi'sche,  oder,  was  dasselbe  besagt,  die 
Cauchy'sche  Methode,  sowie  deren  Verallgemeinerung  (Art.  367),  und 
ist  dadurch  charakterisirt,  dafs  dabei  die  Aufsuchung  aller  Integrale 
eines  gewissen  vollständigen  Systems  verlangt  wird.  Der  zweite  Typus 
wird  .durch  das  in  Art.  354  auseinandergesetzte  Verfahren  repräsentirt, 
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welches  alle  in  Kap.  XIII,  §  2  angegebenen  Methoden  umfafst,  und  als 
die  „verallgemeinerte  zweite  Jacobi'sche  Methode"  bezeichnet  werden 
kann.  Diese  Methode  kommt  darauf  hinaus,  von  mehreren  aufein- 
anderfolgenden vollständigen  Systemen  immer  je  ein  Integral  zu  er- 
mitteln. In  Art.  367  und  376  haben  wir  überdies  gesehen,  wie  man 
bei  einem  und  demselben  Integrationsproblem  beide  Methoden  kom- 
biniren  kann. 

Um  ein  gegebenes  v-gliedriges  Involutionssystem: 

(1)  fi(z,  X^,..  Xrny  Pi,  .  .  Pm)  =  Cl  (^  ==  1,  2,  .  .  v) 

nach  der  verallgemeinerten  zweiten  Jacobi'schen  Methode  zu  integriren, 
hat  man  zunächst  ein  von  f^  .  .  f\  verschiedenes  Integral  fyj^i  des  voll- 
ständigen Systems 

l2)  [/;/]  =  Ol)        (i  =l,2,..v) 

zu  ermitteln,  was  entweder  nach  dem  in  Art.  67  erklärten  Jaco&i'schen 
Verfahren  oder  mittels  des  Mayer'^ahQn  Satzes  (Art.  87)  geschehen  kann. 
Bei  beiden  Methoden   aber    kann   der   Fall   eintreten,   dafs  man  nicht 
blos  ein  Integral  fv-\-\y  sondern  gleichzeitig  mehrere  Integrale 
(3)  f,^,,  f,+2,  •  .  fr         (r£2m  +  l-v) 

des  Systems  (2)  erhält.  Will  man  das  Involutionssystem  (1)  nach  der 
verallgemeinerten  Cauchy'schen  Methode  (Art.  367)  integriren,  so  bietet 
die  Kenntnis  der  Lösungen  (3)  einen  unmittelbar  ersichtlichen  Vorteil: 
Die  Aufsuchung  aller  Integrale  von  (2)  geschieht  nämlich  nach  Art.  88 
nunmehr  mit  Hülfe  je  einer  Operation: 

2m  +  1  —  r  — V,  2m  +  1  —  y  — 1/  — 1, . .         3,2,1. 
Ist  insbesondere  r  =  2m  -\-  1  —  v,  so  erfordert  die  Integration  von  (1) 
blos  mehr  Differentiationen  und  Eliminationen. 

Ist  aber  r<2m  -f-  1  —  i/,  und  will  man  die  verallgemeinerte 
Jacohi'sche  Methode  gebrauchen,  so  scheint  es  zunächst,  als  ob  die 
Kenntnis  der  Integrale  fv-\-2j  •  -fr  von  keinem  Nutzen  sei;  denn  diese 
Funktionen  befinden  sich  zwar  mit  fi  .  .  fv,  aber  im  allgemeinen  nicht 
mit  /V-fi  in  Involution,  lassen  sich  also  bei  dem  nächsten  Schritt  des 
Reductionsverfahrens,  der  die  Bestimmung  eines  von  f^..fv^i  unab- 
hängigen Integrals  des  vollständigen  Systems 

im  =  0,  [f.n  =  0, . .  [/;+./■]  =  0 

verlangt,  nicht  unmittelbar  verwerten. 

1)  In  diesem  Kapitel  haben  die  Klammersymbole  [cpß  und  {(pf)  bezw.  die 
Bedeutungen : 

V.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  35 
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Es  erhebt  sich  daher  die  Frage ^  wie  man  sich  die  Kenntnis  der 
Integrale  fv-\-2  -  -  fr  zu  Nutzen  machen  kann,  ohne  auf  die  Integra- 
tionsvorteile der  zweiten  Jacohi'sGhen  Methode  Verzicht  leisten  zu 
müssen. 

392.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  ergibt  sich  aus  unserer 
allgemeinen  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  (Kap.  IX,  §  4).  In  der 
That,  es  seien  die  Funktionen: 

(4)  /17  /2?  •  •  A?  A  +  l>  •  •  fr 

gegeben,  und  es  sei  2ö  der  Rang  der  alternirenden  Matrix: 

(Br)  II  [/;/*]  II        (^fe=l,2...r), 

ferner  2(?'  der  Rang  der  Matrix  (Cr),  die  aus  der  eben  hingeschriebenen 

durch  Ränderunff  mit  den  Elementen  ^,  .  .  ^,  0    entsteht.     Da   die 

Funktionen  fi-.fv  unter  sich  und  mit  fv\-\  -  -  fr  in  Involution  sind, 
so  ist  2<?  auch  gleich  dem  Rang  der  Matrix: 

(J5/)  II  {f,+„  A+,]  II        Qi,h=\,2...r-  v). 

Ferner  befinden  sich  unter  den  2<5  -\-  2-reihigen  Hauptunterdetermi- 
nanten  von   (Cr)   alle  Produkte    aus  je  einer  2<?-reihigen  Hauptunter- 

determinante  von  (Br)  in  einen  Ausdruck  der  Form  \-^)    (^  =  l,2,..^'). 

Beschränken  wir  uns  also  zunächst  auf  die  Betrachtung  des  Falles  a) 
(Art.  353),  so  ist  6'  =  6  -\-  1,  und  der  Pfaffsche  Ausdruck 

gestattet  nach  Kap.  IX,  §  4  eine  Darstellung  der  Form 

(5)  Q.J  =  FJf^  +  .  .  +  Frdfr  +  i^.+  lrf/.  +  l  +  .  .  +  F,df,  +  df.^„ 

wenn  mit  s  die  Zahl  a  -\-  m,  und  mit  q  eine  gewisse  Funktion  der 
Variabein  ^,  Xi,  pi  bezeichnet  wird.  Um  die  Darstellung  (5)  zu  finden, 
müssen  die  Funktionen  fr^i  ,  .fs-\.-i  so  bestimmt  werden,  dafs  die 
Matrix 

(5,+i)  liKAiii      {i,h  =  i,2,..s  +  \) 

ebenfalls  den  Rang  2ö  besitzt,  und  die  Funktionen  /^  .  .fs-\-\  hinsicht- 
lich der  2  m  -\-  1  Variabein  0XiPi  unabhängig  werden.  Demnach  hat 
zunächst  fr^i  allen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  der  Form 

nilfj]  +  %[f,n  +  ■■  +  Vrlfrß  =  0 

ZU  genügen,  deren  Koeffizienten  i;,  die  Relationen 

n,  KAI  +  n,  [hM  +  •  •  +  ^.[AM  =  o      (^  =  i, . .  r) 
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identisch  erfüllen.     Bezeichnen  wir  sonach  mit 

die  unabhängigen  Lösungensysteme  der  Gleichungen 

^v+i[/;.+i/v+J  H h  nr[frfv+k\  =0         {k=l.,r  —  v)y 

und  schreiben  wir: 

Xf  =  ^<;V,  [/,+/]  +  ■  •  +  €'  [/■/]. 

so  ist  für  fr-{-i  ein  von  f^..fr  unabhängiges  Integral  der  Gleichungen 

(6)     Kn  =  0,..  [/•./]  =  0,X,/=0        {i=\,..r-v-^6) 

ZU  wählen.  Diese  Gleichungen  bilden,  wie  aus  Art.  237  und  242 
folgt,  ein  '/•  —  2  ö-gliedriges  vollständiges  System  mit  r  bekannten  Inte- 
gralen /i  .  .fry   und    die    Ermittelung   von  /*,_(_ i   erfordert  sonach   eine 

Operation 

2m  — 2r  +  2(?+  1. 

Die  Funktion  frJ^^  ist  jetzt  so  zu  bestimmen,  dafs  alle  2(7 -|- 2- 
reihigen  Hauptunterdeterminanten  der  Matrix  (Br-\-2)  verschwinden,  ist 
also  ein  Integral  des  vollständigen  Systems,  das  aus  (6)  durch  Hinzu- 
fügung einer  Gleichung  der  Form: 

(7)  s..+i[/;+i/-]  +  ■.  •  +  ir+i\fr+,n  =  0 

hervorgeht.     Dabei  haben  die  f  den  Relationen 

zu  genügen,  derart,  dafs  i>r-\-i  nicht  verschwindet.  Da  die  Integrale 
/i  .  . /r+i  des  vollst.  Systems  (6)  (7)  bekannt  sind,  so  verlangt  die  Er- 
mittelung von  /r-i-2  eine  Operation 

2m  —  2r  —  26  —  1. 

Die  Funktion  fr^n  ist  sodann  ein  beliebiges  Integral  eines  voll- 
ständigen Systems,  das  aus  (6)  (7)  durch  Hinzunahme  einer  weiteren 
Gleichung  entsteht,  etc. 

393.  Hat  man  auf  dem  angegebenen  Wege  /"r+i  .  -fs-^i  der  Reihe 
nach  bestimmt,  so  ergeben  sich  die  Funktionen  p,  Fi  durch  Verglei- 
chung  der  beiden  Seiten  der  Identität  (5)  mit  Hülfe  eines  Systems 
linearer  Gleichungen.  Damit  ist  dann  die  Integration  des  gegebenen 
v-gliedrigen  Involutionssystems  (1)  vollkommen  erledigt. 

In  der  That,  aus  der  Identität  (5)  folgt  zunächst,  dafs  unter  den 
2s  +  1  Funktionen  F^  .  .  i^,,  f^  .  .  fs-\-i  genau  2m  -\-  1  unabhängige 
vorhanden  sind.  Demnach  gibt  es  unter  den  2m  -{-  2a  -\-  1  —  v 
Funktionen 

(8)  /i,  /g?  •  •  Z'^  +  l;    ^r-\-l,  Fr^2,  .  .  F, 

3Ö* 
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genau  2m  -\-  1  —  v  unabhängige,  m.  a.  W.:  zwischen  den  Funktionen 
(8)  bestehen  26  und  nicht  mehr  identische  Relationen,  mit  deren 
Hülfe  2ö  von  den  Funktionen  i^^+i  •  •  Fg  durch  die  übrigen  Funktionen 
(8)  ausgedrückt  werden  können.  Dafs  es  nämlich  nicht  weniger  als 
2(?  solcher  Relationen  geben  kann,  folgt  aus  der  sogleich  zu  bewei- 
senden Thatsache: 

Sämtliche  FunMionen  (8)  sind  Integrale  des  vollständigen  Systems  (2). 

Um  dies  einzusehen,  schreiben  wir  wie  früher: 


d 
dx. 


d    ,       d 


dx.    '   ^'  dz 
Aus  (5)  folgen  dann  wie  auf  pag.  386  die  Identitäten: 


(9) 


dF^  df, 

h 


dF,  df. 


j^    dx,    dx.         dx.  dxj.        j^ 


3 

2 


QEik    {ij'k  =  l  .  .  m;  eu,  =  0,  su  =  1). 


Sind  dann 


(10)  ^^1,  .  .  dXraj  SPiy  .  .  Sprn 

willkürliche  Incremente,  und  definiren  wir  du  wie  folgt: 
/■i-t\  5- "^tn  du  ^       ,    ^t^  du 


^"=2'S'"^+I^iF/^*' 


so  hat  man  die  Identitäten: 

■dF, 


^h 


ÖF, 


df. 


(i,h 


1,2, 


m), 


wie  aus  (9)  (11)  unmittelbar  hervorgeht.     Aus  diesen  Formeln  folgt: 

s  s 

1  1 

Ersetzt  man  hierin  u  der  Reihe  nach  durch  /^  .  .  /i,,  so  folgt: 
Qdf,  ES  VFS^df,  +  •  -  +  VF,f,^Sf,        {i  =  1  . .  v). 

Nun  sind  aber  die  Ausdrücke  dfk^  als  homogene  lineare  Funk- 
tionen der  2m  Variabein  (10)  betrachtet,  linear  unabhängig;  im  ent- 
gegengesetzten Falle  nämlich  würde  man  ähnlich  wie  in  Art.  282 
schliefsen,  dafs  entweder  die  Funktionen  fi-.fs  nicht  unabhängig  wären, 
oder  dafs  sich  ^z/  in  der  Form  F^df\  -\-  ■  •  Fgdf»  darstellen  liefse,  was, 
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wie  bekannt,  nicht  der  Fall  ist.  Darnach  folgen  aus  der  vorigen  Iden- 
tität die  Beziehungen 

IF^f,^  ~  r,  [F>,fi\  =  0        (^  ^.h-  i=l..v;h=l,..s), 

womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 

Unter  den  zu  Anfang  dieses  Art.  gemachten  Voraussetzungen 
kennt  man  mithin  alle  Integrale  des  vollständigen  Systems  (2),  womit 
nach  Art.  367  die  Integration  des  Involutionssystems  (1)  erledigt  ist. 

394.  Die  Resultate  der  letzten  zwei  Nummern  lassen  sich  in  fol- 
genden Satz  zusammenfassen: 

Kennt  man  r  unabhängige  Integrale 

(3)  fj,..f,f,^t..fr,         (v  +  2£r<2m+l  —  v) 

des  vollständigen  Systems: 

(2)  .  \fj]  =  0,..lfrf]  =  0 

so  erfordert  die  Integration  des  v-gliedrigen  Involutionssystems: 

(1)  fi{Zy  X^,  .  .  XmyPi^,  .  .  Pn?)  =  Ci  {i  =\,2,..v) 

noch  je  eine  Integrationsoperation  der  Ordnung: 

2m  —  2r  +  26+l,  2m  —  2r  -f  2(?  —  1, .  .  3,  1, 

wenn  mit  2a  der  Bang  der  r  —  v-zeiligen  Matrix: 

|||y;-/i]||        {i,h==v-Yl,v  +  2,..r) 
bezeichnet  wird. 

Der  ungünstigste  Fall  tritt  ein,  wenn  der  Rang  26  seinen  gröfsten 
Wert  erreicht.  Dieses  Maximum  beträgt  r  —  v  oder  r  —  v  —  1 ,  je 
nachdem  r  —  v  gerade  oder  ungerade  ist.  Ist  im  ersten  Fall  ins- 
besondere r  =  V  -\-  2j  d.  h.  kennt  man  von  dem  vollständigen  System 

(2)  aul'ser  /"^  .  f^  noch  zwei  Integrale  f^^i  und  fv-j-2,  für  welche  der 
Ausdruck  [f\,^if^^2]  nicht  verschwindet,  so  reducirt  sich  die  eben 
durchgeführte  Methode  darauf,  das  Involutionssystem 

nach  der  verallgemeinerten  zweiten  Jacobi'schen  Methode  zu  integriren, 
und  aus  der  Kenntnis  von  fv^2  lälst  sich  demnach  kein  weiterer 
Nutzen  ziehen.*) 

Der  günstigste  Fall  findet  statt,  wenn  2ö  seinen  Minimalwert 
erreicht.    Dieser  ist  Null,  wenn  r  ^  m  +  1,  und  die  Funktionen  d  •  .fr 


1)  Vgl.  indes  den  §  4  dieses  Kapitels, 
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bilden  dann  ein  Involutionssystem.  Für  r  >  m  +  1  ist  6  mindestens 
gleich  r  —  m  — :  1  (Art.  243);  erreicht  ö  diesen  Minimalwert,  so  ge- 
stattet z/  nach  Kap,  IX  §  4  eine.  Darstellung: 

^Z/  =  F,df,   +  •  .  +  Fr-idfr-,  +  dfr, 

und  die  Integration  des  gegebenen  Involutionssystems  (1)  ist  damit 
nach  dem  vorigen  Art.  erledigt. 

395.    Indem  wir  uns  nunmehr   zu   der  Betrachtung  des  Falles  /3) 
(Art.  353),  d.  h.  eines  v-gliedrigen  Involutionssystems  der  Form: 

(12)  fi.{(10^X^..XmP^p^..Prr^  =  C!.  (i=  1,  2,   .  .  1/) 

wenden,  nehmen  wir  an,  dafs  von  dem  i/-gliedrigen  Jacobi'schen  System: 

(13)  ifj)  =  0, . .  (/•„/■)  =  0 

die  r  Integrale  f^  .  ./"».,  fvJ^i  .  .fr  bereits  bekannt  seien.  Dann  stimmt 
der  Rang  der  r-reihigen  alternirenden  Matrix 

(14)  \\ifih)\\         {i,lc=\,2,..r) 
mit  dem  Rang  2&  der  Matrix: 

(15)  II  (/;/,)  II        {i,h,^v+\,v  +  2,..r) 
überein.     Setzen  wir  ferner 

so  besitzt  die  Matrix,  die  aus  (14)  durch  Ränderung  mit  den  Elementen 
(/i),  (/g),  .  .  (/r),  0  hervorgeht,  o£Fenbar  den  Rang  2ö  -{-  2,  da  die  Funk- 
tionen (12)  der  Annahme  nach  in  den  pi  nicht  alle  homogen  nullter 
Ordnung  sind.  Nach  Art.  237  und  238  gestattet  demnach  der  Pfaffsche 
Ausdruck: 

Z/'  =  pj^dx^  +  .  .  +  PmdXnc 

eine  Darstellung  der  Form: 

(16)  ^'EEEdSl  +  F,df,   +  .  .  Frdfr  +  Fr^.dfr^,  +  '  '  +  FJfs, 

wenn   mit  s  wiederum   die  Zahl  (5  -\-  m  bezeichnet   wird.     Die  Funk- 
tionen fr^i  .  .  fs  müssen  dabei  so  bestimmt  werden,  dafs  die  Matrix 
II  (f,U)  II         ii,-k^v^l,v  +  2,--s) 

den  Rang  20  besitzt,  d.  h.  fr^.\  ist  ein  beliebiges,  von  f\  .  .  fr  unab- 
hängiges Integral  des  r  —  2<?-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

(17)  (ff)  =  0^  X,f=0         (i==l..v',Jc=l,..r  —  v-2ö\ 
worin 

gesetzt  ist,  und  mit 

<*Vi,  V'^U  --t^        ik=l,2,..r-v-  20) 


1 
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die  linear  unabhängigen  Lösungen  der  linearen  Gleichungen 

bezeichnet  werden.  Ferner  ist  fr-\.2  ein  beliebiges,  von  f^  .  .  fr^i  un- 
abhängiges Integral  des  r  —  2(5  -\-  1-gliedrigen  vollständigen  Systems, 
das  aus  (17)  durch  Hinzufügung  einer  neuen  Gleichung 

?.+i(/-,+i/-)  +  •  •  +  5.+i(/;+./-)  =  0 

entsteht,  wobei  die  t.i  den  linearen  Gleichungen 

?.,+,(/■,.+,/;■)  +  •  ■  +  ?.+!(/■.+,/;•)  =  0      (i  =  t,  + 1, . .  r  + 1) 

zu  genügen  haben,  und  J,._(_i  nicht  null  ist,  u.  s.  w.  f.  Hat  man  solcher- 
weise die  fi  bestimmt,  so  ergibt  sich  die  Funktion  ^  in  (16)  durch 
eine  Quadratur  (Art.  237),  die  Fi  sodann  durch  Auflösung  linearer 
Gleichungen. 

396.   Die  Identität  (16)  schreiben  wir  folgendermafsen: 
^dEEEd{z  —  Sl)  —  F^df^ Fsdf^'. 

Bedeutet  jetzt  u  eine  Funktion   der  2  m  Yariabeln  Xi,  pi,  so  folgt 
aus  Art.  393  die  Identität: 

du  EE  (/;,  u)dF,  H h  (fs,  ^)^Fs  —  (F„  u)df, {Fs,  u)dfs, 

oder,  wenn  man  u  durch  fi  ersetzt: 

öf,  =  -(FJ,)äf, (FSW.        (i==l..v), 

woraus  ähnlich  wie  in  Art.  393  folgt: 

(Fif,)  EEE  -  1;  (F.fi)  =  0         (h=l,..s-i=:l,..v',i'^  h). 
Demnach  sind  sämtliche  Funktionen: 

(18)  f^^f^,  .  .fs,Fr-^l,Fr  +  2y  ■  -Fs 

Lösungen  des  vollständigen  Systems  (13);  überdies  befinden  sich  dar- 
unter genau  2m  —  v  unabhängige  Funktionen,  d.  h.  2ö  und  nicht 
weniger  von  den  Funktionen  F^-^i,  . .  Fg  lassen  sich  durch  die  übrigen 
Funktionen  (18)  ausdrücken.  Beachten  wir  ferner  die  aus  (16)  fol- 
genden Identitäten: 

so  erhalten  wir  der  Reihe  nach: 


^fi      ytif^fi  ^^       ^fi  ^^\ 


=^Fn{fiU)~^        (i=l,2,..i;). 
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Demnach  stellen  die  Funktionen  (18)  zusammen  mit  z  —  Sl  alle 
2/M  +  1  —  ^  unabhängigen  Lösungen  des  v-gliedrigen  vollständigen 
Systems : 

Vüf\  =  0    .  .    Vfrü  =  0 

dar.  Sind  also  die  Funktionen  /"r+i,  •  .  /«,  ^  bekannt,  so  erfordert 
die  Integration  des  gegebenen  Involutionssystems  (12)  nur  mehr  Eli- 
minationen (Art.  367);  damit  ist  gezeigt: 

Kennt  man  von  dem  v-gliedrigen  vollständigen  System: 

(13)  (/i/-)  =  0,  . .  (A/-)  =  0, 

die  r  unabhängigen  Lösungen  fi-'fv,  fvJ^i..fr,  so  erfordert  die  Inte- 
gration des  v-gliedrigen  Involutionssystems  vom  Typus  ß): 

(12)  fi{Xi  .  .  XntPi  •  'Pm)  ==  Ci  (i  ==  1,  2,  .  .  V) 

je  eine  Operation: 

2m  —  2r  +  2ö,  2m  —  2r  +  2ö  —  2,  .  .  4,  2,  0, 

wenn  mit  2ö  der  Bang  der  Matrix: 

II  (f,f,)  II         {i,}c  =  v+l,v  +  2,..  r) 

bezeichnet  wird. 

Der  Typus  y)  gestattet  unter  Umständen  noch  weitere  Integrations- 
vereinfachungen •,  doch  wollen  wir  die  Betrachtung  dieses  Falls  auf 
den  übernächsten  §  verschieben. 

§  2.     Nichthomogene  Punktionengruppen.  ^) 

397.  Es  seien  %,  u^,  ..  Uk  (Jc<i2m)  irgend  welche  unabhängige 
Funktionen  der  2m  Variabein: 

(1)  X^j    ^2?    •  •    ^my   Pif   P^i    •  '   Pm- 

Bildet  man  alle  Klammerausdrücke  (iii  Uk)  und  bezeichnet  die- 
jenigen unter  ihnen,  die  von  den  übrigen  und  von  den  u  unabhängig 
sind,  mit  Uk-\.i,  .  .  W/t',  so  läfst  sich  auf  das  Funktionensystem  u^  .  .  Uk' 
dasselbe  Verfahren  anwenden,  etc.,  und  man  gelangt  nach  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Operationen  schliefslich  zu  einem  Funktionensystem: 

(2)  Wj,  U2J .  .  Ur        {r  <i  2m) 

von  folgenden  Eigenschaften: 

1)  Die  Funktionen  u^  .  .  Ur  sind  hinsichtlich  der  2  m  Variabein  (1)^ 
von  einander  unabhängig; 


1)  Lie  II,  Abteilung  2. 
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2)  es  bestehen  Beziehungen  folgender  Form: 
(3)  (tiiUk)  =  fik{ih>  ^27  •  •  ^r)         (h  Jc==l,2^.  .  r), 

d.  h.  alle  Klammerausdrücke  (uiUk)  lassen  sich  als  Funktionen  der  u 
allein  darstellen. 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  nennen  wir  den  Inbegriff  aller 
Funktionen  der  Form: 

(p{u^u<^  .  .  11,), 

(wo  (p  eine  arbiträre  Funktion  der  beigefügten  Argumente  bezeichnet), 
eine  „r-gliedrige  FunMionengrupp^^.  Wir  sagen  ferner,  die  r  Funktionen 
(2)  „definiren"  oder  „bilden^'  eine  r-gliedrige  Funktionengruppe;  -diese 
letztere  bezeichnen  wir  auch  kurz  als  „die  Funktionengruppe  m^  .  .  Ur^. 
Aus  dieser  Definition  und  aus  dem  Poisson' sehen  Theorem  (Art  272, 
Satz  1)  folgt  jetzt  unmittelbar:  Sind  aufser  fi..fv  irgend  welche 
weiteren  Integrale  fv-\-i,  /v+2  •  •  des  i/-gliedrigen  Jacobi'schen  Systems: 

(fif)  =  0         (i  =  l^  ,  ,  v'^  f.  Funktionen  der  Yariabeln  (1)) 

gegeben,  so  definiren  die  fi  -  -fv,  /r+i  .  •  entweder  an  sich  schon  eine 
Funktionengruppe,  oder  die  wiederholte  Anwendung  des  Poissow'schen 
Satzes  liefert  eine  gewisse  Anzahl  neuer  Integrale,  die  mit  den  vorigen 
zusammen  eine  Funktionengruppe  bilden. 

In  allen  Fällen  dürfen  wir  daher  in  den  Entwickelungen  der 
Art.  395  und  396,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  annehmen, 
dafs  die  dort  mit  f^  .  .fr  bezeichneten  Lösungen  eine  r-gliedrige  Funk- 
tionengruppe bilden. 

Um  zu  zeigen,  welche  weiteren  Vereinfachungen  sich  für  die  In- 
tegrationstheorien des  vorigen  §  durch  die  Heranziehung  des  Pö^ssö?^'schen 
Theorems  ergeben,  vt'^ollen  wir  in  den  fünf  nächsten  Artikeln  die  wich- 
tigsten Eigenschaften  der  Funktionengruppen  zusammenstellen. 

398.  Wir  wollen  die  r-gliedrige  Funktionengruppe  (2)  mit  G  be- 
zeichnen. Bedeuten  dann  (p,  ip  irgend  zwei  Funktionen  von  G,  so 
hat  man: 

also  ist  (^i/')  wiederum  eine  Funktion  von  G.  Man  schliefst  daraus 
leicht:  Die  gegebene  r-gliedrige  Gruppe  G  kann  auch  durch  jedes  be- 
liebige, in  ihr  enthaltene  System  von  r  unabhängigen  Funktionen 
9^1;  9^2  >  •  •  ^r  definirt  werden. 

Femer  gilt  der  wichtige  Satz:  Damit  die  partiellen  Differential- 
gleichungen : 
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(4)  ■        («,/■)  =  0  . .  {u4)  =  0 

ein  r-gliedriges  vollständiges  System  bilden,  ist  hinreichend  und  notwendig, 
dafs  die  Funhtiotien  (2)  eine  r-gliedrige  FunJäionengruppe  deßiiren. 

In  der  That,  schreibt  man  Uff  statt  {uif)^  so  nimmt  die  Jacobi'sche 
Identität  (Art.  270): 

(iiiiUkf))  +  (Ukifud)  +  (fiUiUk))  =  0 

folgende  Gestalt  an: 

UfU.f—  U,üif=({UfU,)f). 

Damit  nun  die  Gleichung  ((UiUk)f)  =  0  eine  Folge  von  (4)  sei,  ist 
nach  Art.  39  offenbar  notwendig,  dafs  der  Ausdruck  (uiUk)  eine  Funktion 
von  Uj^  .  .  Ur  allein  sei.   Umgekehrt,  gilt  die  Beziehung  (3),  so  hat  man : 

((«<«.)/•)  ES  ^*^*C4/-, 

was  zu  zeigen  war. 

Sind  die  Funktionen: 

(5)  V^y    V^,    .  .    V^m-r 

die  2m  —  r  unabhängigen  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (4), 
so  ist  nach  dem  Poisson'schen  Satze  auch  jeder  Ausdruck.  {viVj^  eine 
Lösung  von  (4),  also  eine  Funktion  der  Gröfsen  (5),  m.  a.  W.:  die 
Funktionen  (5)  bilden  eine  2  m  —  r-gliedrige  Funktionengruppe  F, 
welche  die  Folargruppe  von  G  genannt  wird.  Offenbar  ist  auch  um- 
gekehrt G  mit  der  Polargruppe  von  F  identisch. 

Eine  in  der  Gruppe  G  enthaltene  Funktion  Wy  welche  auch  der 
Gruppe  F  angehört,  also  mit  allen  Funktionen  der  Gruppe  G  (und 
der  Gruppe  F)  sich  in  Involution  befindet,  heifst  eine  ausgezeichnete 
Funldion  der  Gruppe  G.  Eine  solche  Funktion  ist  offenbar  auch  eine 
ausgezeichnete  Funktion  von  F. 

Um  alle  ausgezeichneten  Funktionen  von  G  zu  finden,  hat  man 
alle  diejenigen  Lösungen  f  des  vollständigen  Systems  (4)  aufzusuchen, 
die  Funktionen  von  u^  .  .  u^  allein  sind.  Man  hat  nun  unter  der  An- 
nahme, dafs  /*  nur  von  den  u  abhängt: 

(«,/)  =  2*  (u,u,)  If^         {i,  h=\,2,..  r). 

Ist  jetzt  2(5  der  Rang  der  alternirenden  Matrix: 
(6)  ||K»,)||        {i,h,  =  \,^,..r), 

so  stellen  die  Gleichungen: 
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(7)  ^* (».«*)  ^  =  0        ii,1c=l,..r) 

ein  2  ^-gliedriges  System  linearer  partieller  Differentialgleichungen  mit 
den  Independenten  u^  . .  iir  dar^  dessen  Koeffizienten  wegen  (3)  nur 
von  den  u  abhängen.  Dieses  System  ist  vollständig.  Denn  bezeichnet 
üif  die  linke  Seite  von  (7),  so  folgt  mit  Hülfe  der  Jacobi'schen 
Identität  unter  der,  Annahme  eines  nur  von  den  u  abhängigen  f  und 
mit  Rücksicht  auf  (3): 

R  u,f-  m  Ulf  =  ((u,u,)f)  =  2  ^  Ri/*- 

Demnach  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Besitzt  die  Matrix  (6)  den  Bang  26,  so  enthält  die  r-gliedrige 
Funhtionengruppe  G  (oder,  ivas  dasselbe  besagt,  ihre  Polargruppe): 

Q  =  r  —  20 

und  nicht  mehr  unabhängige  ausgezeichnete  lunMionen: 

(8)  w^,  w^,  .  .  w^, 

mid  die  allgemeinste  ausgezeichnete  Funktion  ist  eine  arbiträre  Funktion 
der  letzteren. 

Die  Zahl  6  ist  für  r  >  m  nicht  kleiner  als  f —  m  (Art.  241);  dar- 
nach ist  die  Anzahl  q  der  ausgezeichneten  Funktionen  im  Falle  r^m 
höchstens  gleich  2  m  —  r ;  im  Falle  r  <,m  dagegen  kann  sie  gleich  r 
sein,    und  die  Funktionen  (2)  bilden  dann  ein  Involutionssystem. 

Die  Funktionen  (8)  bilden  ein  (>  gliedriges  Involutionssystem, 
also  stellen  die  Gleichungen : 

(9)  (w,f)  =  0,  . .  (tv.f)  =  0 

ein  ^-gliedriges  vollständiges  System  mit  den  Independenten  (1)  dar. 
Sind  die  Funktionen  (8)  unbekannt,  so  läfst  sich  gleichwohl  ohne  In- 
tegration ein  vollständiges  System  aufstellen,  das  mit  (9)  äquivalent 
ist.  Unter  den  oben  gemachten  Annahmen  besitzen  nämlich  die  r 
linearen  Gleichungen: 

»?lK%)  +  ^(^2^*)  H 1-  Vr(Urlh)  =  0  (Jc=l,'-r) 

genau  q  linear  unabhängige  Lösungensysteme: 

%«,  %»  .  .  ^.<«)  {h=l,..  q), 

und  das  Gleichungensystem: 

(10)  1».«K/-)  +  •  •  +  rir^H^rf)  =  0  (/»  =  1,  .  .  p) 

ist,  wie  wir  behaupten,  mit  (9)  äquivalent. 
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In  der  That,  das  System  (10)  ist  zunäclist  ebenfalls  p-gliedrig,  da 
andernfalls,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Gleichungen  (9)  nicht  linear 
unabhängig  wären.     Ferner  sind  sämtliche  Funktionen: 

(11)  ^fl,    ^2»    •  •    ^r,    ^1,    ^2?    •  •    ^2m-r 

Integrale  sowohl  des  Systems  (9),  als  auch  des  Systems  (10).  Unter 
den  Funktionen  (11)  sind  also  höchstens  2  m  —  q  unabhängige  vor- 
handen. Dafs  aber  die  Funktionen  (11)  sich  nicht  auf  weniger  als 
2  m  —  Q  unabhängige  reduziren  können,  folgt  daraus,  dafs  andernfalls 
die  Funktionen  (11)  zusammen  eine  weniger  als  2m  —  ()-gliedrige 
Funktionengruppe  definiren  würden,  die  Polargruppe  derselben  also 
mehr  als  q  Funktionen  enthielte;  die  letzteren  wären  aber  ausge- 
zeichnete Funktionen  von  G,  und  dies  widerspricht  der  oben  be- 
wiesenen Thatsache,  dafs  die  Anzahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten 
Funktionen  von   G  nicht  gröfser  als  q  sein  kann. 

Demnach  haben  die  beiden  p-gliedrigen  Systeme  (9)  und  (10)  die- 
selben 2m  —  Q  unabhängigen  Lösungen  und  sind  also  äquivalent. 

Der  hiermit  gleichzeitig  nachgewiesene  Satz,  dafs  das  System  (10) 
vollständig  ist,  erweist  sich  übrigens  auch  als  ein  einfaches  Korollar 
der  in  Kap.  IX,  §  4  entwickelten  allgemeinen  Theorie. 

399.  Vermöge  einer  beliebigen  Berührungstransformation  der  Form: 

(12)  /  =  0  -f-  Sl(Xi  . .  x.uPi  .  .pm)]  xl  =  Xi(x,p)'^  pl  =  Fi{x,  p), 

(vgl.  Art.  201)  verwandele  sich  Ui  in  u/ (x^  ..  XmPi  -  -  Pm)'-,  nach 
Art.  276  hat  man  dann  vermöge  (12)  identisch: 

und  die  Relationen  (3)  liefern  sonach: 

d.  h.  die  u/  bilden,  als  Funktionen  der  x,  p'  betrachtet,  wiederum  eine 
r-gliedrige  Funktionengruppe.     Offenbar  besitzt  auch  die  Matrix: 

(13)  |i(^*/W).vll         (i^=l,2,..r) 

wiederum  der  Rang  2(5.  Wir  wollen  nun  in  diesem  und  dem  folgen- 
den Artikel  den  Satz  beweisen; 

Damit  zwei  r-gliedrige  FunUionengruppen: 

(G)  Ui  (x^  x^  . .  x,n  P1P2  .  .  Pm)         (i  =  1,  2, . .  r) 

(G')  u{  (x^x^  .  .  x,'n  P1P2  •  •  Pm)         (^  =  1,  2, .  .  r) 

vermöge  einer  Berührungstransformation  (12)  in  einander  übergeführt 
werden  können,    ist  nicht  nur   (wie    soeben  gezeigt  wurde)  notwendig, 
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sondern  auch  hinreichend ,  dafs  die  Anzahl  der  unabhängigen  ausge- 
zeichneten FunUionen  für  beide  Gruppen  dieselbe  sei,  d.  h.  also,  dafs  die 
Matrices  (6)  und  (13)  beide  denselben  Rang  20  besitzen. 

Der  Satz  ist  für  6  =  0  schon  bewiesen  worden,  da  dann  r  ^m 
und  die  beiden  Gruppen  G^  G'  je  ein  r-gliedriges  Involutionssystem 
bilden  (Art.  357). 

Wir  beschränken  uns  daher  auf  die  Annahme  (J  ^  1.  Dann 
existirt  in  G  jedenfalls  eine  Funktion  %  derart,  dafs  nicht  alle  Klammern : 

identisch  verschwinden,  und  es  giebt  dann  in  G  auch  eine  Funktion 
F,  die  der  Bedingung: 

genügt.     In  der  That  schreibt  sich  diese  Bedingung  so: 

K%)  :ä^  H h  K^r)  -^^  =  1, 

und  dies  ist  nach  dem  eben  Gesagten  eine  nichthomogene,  lineare 
partielle  Differentialgleichung,  die  jedenfalls  gewisse  Lösungen  F  zu- 
läfst.  Wählen  wir  eine  derselben,  und  schreiben  wir  u,^  statt  -F,  so 
hat  man 

{u^u^)=.  1 

und  die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

(14)    0  =  («,/■)  =  ^H«>«*)  1^;  0  =  {u,f)  =^{u,u,)  ^ 

l  h  1  * 

bilden  nach  dem  vorigen  Art.  ein  zweigliedriges  vollständiges  System 
mit  r  —  2  in  G  enthaltenen  Integralen  ü^,  w^,  ..  ür.  Offenbar  sind 
die  Funktionen: 

(15)  Wi,    U^,    W3,    Ü^,    ..    Ür 

unabhängig.  Denn  es  ist  u^  keine  Funktion  der  üh  allein,  da  u^  dem 
System  (14)  nicht  genügt;  ebensowenig  hat  man: 

da  hieraus  folgen  würde: 


1  =  (u,u^)  ^  ^*  ^  (u,u,)  =  0, 


und  analoges  gilt  auch  für  u.^.  Darnach  ist  die  Gruppe  G  auch  durch 
die  Funktionen  (15)  definirt.  Die  Funktionen  ü  bilden  nach  dem 
Poisson'schen  Theorem    als  Integrale   des   vollständigen    Systems   (14) 
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für  sich  eine  r  —  2-glieclrige  Gruppe  G,  deren  ausgezeichnete  Funk- 
tionen offenbar  mit  denen  der  Gruppe  G  identisch  sind.  Auf  G  können 
wir  jetzt  dieselbe  Schlulsweise  anwenden,  wie  soeben  auf  G  u.  s.  w., 
und  erhalten  durch  Änderung  der  Bezeichnungsweise  folgendes  Theorem: 
Jede  r-gliedrige  Gruppe  G  mit  q  =  r  —  2  a  ausgezeichneten 
Funktionen  kann  die  Form  erhalten: 

l-A-ff  +  l;    ^ff+2?    •  •    ^<T  +  (); 

wobei  die  folgenden  Identitäten  bestehen: 

(17)  0  =E  (X,  p.)  =  (x,xo  =  {p,p,y,  1  =  (P.x,) 

(j.,l=l  .,Q  +  ö;  h,  hj  =  1  .  .  ö;  ^  ^  h). 

Jede  Darstellung  (16)  unserer  Gruppe  G  heifst  eine  Jcanonische 
Form    derselben;    die    q    ausgezeichneten    Funktionen    derselben    sind 

400.  Ist  p  >  0,  d.  h.  enthält  G  überhaupt  ausgezeichnete  Funk- 
tionen, so  entsteht  durch  Weglassung  von  X„^i  aus  (16)  eine  r  —  1- 
gliedrige  Gruppe  Gq,  deren  Polargruppe  Fq  unter  anderm  auch  die 
Funktion  Xa^i  enthält.  Da  diese  Funktion  in  Gq  nicht  vorkommt, 
so  ist  sie  in  Fq  nicht  ausgezeichnet;  mithin  giebt  es  nach  dem  vorigen 
Artikel  in  Fq  eine  Funktion  Pa+i  derart,  dafs  identisch: 

(Pa  +  lX^+i)  ^  1. 

Fügt  man  P^-f i  zu  (16)  hinzu,  so  entsteht  eine  r  +  1-gliedrige 
Gruppe  mit  den  ausgezeichneten  Funktionen  Xa^2  •  •  ^ff+^;  wendet 
man  auf  diese  letztere  dieselbe  Schlufsweise  an,  wie  soeben  auf  G,  etc., 
so  erkennt  man  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

„Zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  G  mit  q  ausgezeichneten  Funktionen, 
die  auf  die  kanonische  Form  (16)  gebracht  ist,  lassen  sich  q  Funk- 
tionen P(r+i  .  .  Po+Q  hinzufügen,  derart,  dafs  die  Funktionen: 

(18)  Pi,  Xi,;  Pg,  Xg;  ..  P^+a,  X^-{_a 

die    kanonische    Form    einer    2r  —  2(j-gliedrigen    Gruppe    ohne   aus- 
gezeichnete Funktionen  definiren." 

Ist  jetzt  Xo^Q-\-i  eine  beliebige  Funktion  der  zu  (18)  gehörigen 
Polargruppe,  so  bilden  die  Funktionen: 

Pi,Xi;  ..  P^4-ff,  X^+or*,  X^^a-j-i 

die    kanonische    Form    einer    Funktionengruppe    mit    der    einen    aus 
gezeichneten   Funktion   X^+o+r,    auf   diese   Gruppe    können    wir  jetzt 
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wieder  den  soeben  ausgesprochenen  Satz  anwenden,  etc.,  und  gelangen 
schliefslich  zu  dem  Resultat: 

Zu  jeder  r-gliedrigen  Funktionengnippe  mit  der  MnoniscJien  Form: 

(16)  X,,  P,;   .  .  Xa,  Po',  Xa+i,  . .  Xa+^  {q  =  r  —  2 ö), 

lassen  sich  2  m  —  r  weitere  FunMionen: 

(19)  XaJ^q-\-l,    .  .    Xot*,    -Pa  +  l    •  ♦    -Pjn 

derart  Jiinziifilgen ,  daß  die  2  m  FunMionen  (16)  (19)  unabhängig  sind, 
und  den  Relationen 

(20)  (P,  X,)  =  di,',  (P,  P,)  =  (X,X,)  EEE  0     {i,h  =  l..  m) 

identisch  genügen.  Damit  erhält  man  gleichzeitig  eine  kanonische  Form 
der  Polargruppe  von  G: 

PfT  +  ^  +  l;  -X^(j_f-^_|_1*,    .  .    Pto;  Xm"^    Xo-\--[.f    .  .    Xa-\-Q. 

Nunmehr    kann    man    mittels    einer    Quadratur    (Art.    291)    eine 
Funktion  Sl{x^..pm)  so  bestimmen,  dafs  die  Relationen: 

(21)  i  =  z  +  ^',  ii  =  Xr,  Tti  =  Fi        {i  =  1, . .  m) 

eine  Berührungstransformation  der  2  m  +  1  Variabein  z,  Xi,  p;  dar- 
stellen.    Durch  diese  Transformation  erhält  G  die  Form: 

(22)  5i?    ^l'-)    ■  '    io)    ^o\    la+l    ••    |a  +  ^. 

Ist  jetzt  G'  eine  zweite  r-gliedrige  Funktionengruppe: 

U[  {X^  .  .X^^  p^  .  .  Pri)  (i  =  1,  .  .  r) 

in  den  Variabein  x/  p/  und  mit  q  =  r  —  26  ausgezeichneten  Funk- 
tionen, so  gibt  es  nach  dem  eben  Gesagten  eine  Berührungstrans- 
formation : 

(23)  S  =  /  +  ^\xpy,  li  =  Xl(x!py,  %i  =  Pi(xp)       (i==l..  m\ 

vermöge  deren  auch  G'  die  Form  (22)  annimmt.  Löst  man  also  die 
Gleichungen : 

^  +  i^  =  /  -I-  i^^  Xi  =  X/;  Fi  =  Fl         (i  =  1  . .  m) 

nach  einer  der  beiden  Variabelngi-uppen  z' xlpl^  zxipi  auf,  so  entsteht 
eine  Berührungstransformation  (Art.  201),  welche  die  Funktionengruppe 
G  direkt  in  G'  überführt,  womit  der  Satz  des  Art.  399  bewiesen  ist. 
Wir  wollen  das  erhaltene  Resultat  noch  in  folgender  Form  aussprechen: 
Gegenüber  beliebigen  Berührungstransformationen  der  Form  (12) 
besitzt  eine  Funktionengruppe  Teeine  andere  invariante  Eigenschaft,  als 
ihre  Gliederzahl  und  die  Anzahl  ihrer  unabhängigen  ausgezeichneten 
FunMionen. 


560  Kap.  XIV.     Theorie  der  Funktionengruppen.  [401] 

401.  Aus  der  kanonisclien  Form  (16)  ist  ersichtlich,  dafs  die 
Gruppe  G  ein  r  —  (?-gliedriges  Involutionssystem 

enthält.     Soll  umgekehrt  in  G  ein  i'-gliedriges  Involutionssystem: 

enthalten  sein,  und  denkt  man  sich  wie  im  vorigen  Artikel  die  Funk- 
tionen (19)  bestimmt^  so  wird  durch: 

^1?    ^2)    '  '    ^v,    X^^a-\-lf    X^^a  +  2    -  •    X^ 

ein  m  —  q  —  <?  +  i; - gliedriges  Involutionssystem  dargestellt,  also 
hat  man: 

m  —  Q  —  6  -{-  V  ^771]    d.  h.    V  <.r  —  (5. 

Damit  also  eine  r-gliedrige  Funktionengruppe  u^  . .  tir  ein  i/-gliedriges 
Involutionssystem  enthalte,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  der 
Rang  2a  der  Matrix  ||  {uiU]^  \\  die  Zahl  2r  —  2v  nicht  übersteige. 

Um  das  allgemeinste  in  G  enthaltene  q  -\-  ö-gliedrige  Involutions- 
system : 
(24)  *.,  9„  . .  0,+a      iQ  =  r-  2a) 

ZU  bestimmen ,  bemerken  wir,  dafs  jede  ausgezeichnete  Funktion  tvi 
der  Gruppe  G  in  der  q  -\-  (9-gliedrigen  Funktionengruppe  (24)  ent- 
halten sein  mufs;  andernfalls  nämlich  enthielte  G  im  Widerspruch  mit 
dem  vorhin  Gesagten  ein  q  -\-  ö  -\-  1-gliedriges  Involutionssystem.  Wir 
können  daher  die  Funktionengruppe  (24)  auf  die  Form: 

Wi,    ^2,    ..    W^,    ^1,    02?    •  •    ^o 

gebracht  denken.  Für  0^  wählen  wir  eine  beliebige  nicht  ausge- 
zeichnete Funktion  von  G.  Unter  der  Annahme,  dafs  f  eine  Funktion 
von  u^  .  .  Ur  sei,  schreibt  sich  die  Gleichung  (O^ /*)  =  0  folgender- 
mafsen : 

Diese  Gleichung  besitzt  die  schon  bekannten  Integrale  Q^jW^..  iv^, 
und  die  Bestimmung  eines  neuen  Integrals  Og  fordert  eine  Operation : 

r  —  Q  —  2  =  2ö  —  2. 

Ist  02  ^1^  Funktion  von  u^  .  .Ur  gefunden,  so  bilden  die  Gleichungen : 

(a>./)  =  2  («,«,)  1^  =  0      (i  =  i,2) 

ein  zweigliedriges   vollständiges  System  mit  den  Independenten  Ui  und 
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den   bekannten  Integralen   <^^,  Og?  %?  •  •  ^^5    ein  neues  Integral  wird 
also  durch  eine  Operation  2  ö  —  4  ermittelt  etc. 

Die  Herstellung  des  allgemeinsten  in  G  enthaltenen  q  -\-  (?-gliedrigen 
Involutionssystems  verlangt  also,  wenn  wir  die  zur  Bestimmung  der 
to  nötigen  Operationen  hinzurechnen,  je  eine  Operation 

p,  9^1,  ..  2,  1;  2ö-2,  2ö-4,  ..  4,  2. 

402.  Soll  G  ein  m-gliedriges  Involutionssystem  enthalten,  so  mufs 
ö  ^r  —  m  sein;  da  aber  andererseits  6^r  —  m,  so  gilt  der  wich- 
tige Satz: 

Eine  Funhtionengruppe ,  deren  Glieder  zahl  r^m  ist,  enthält  dann 
und  nur  dann  ein  m-gliedriges  Involutionssystem,  wenn  die  Matrix  (6) 
den  Bang  2ö  =  2r  —  2m  besitzt. 

Hieraus  und  aus  den  allgemeinen  Sätzen  von  Kap.  IX,  §  4  (vgl. 
auch  den  vorigen  §)  folgt  jetzt  ohne  weiteres: 

Enthält  die  r-gliedrige  FunUionengruppe  u^  .  ,  Ur  ein  m-gliedriges 
Involutionssystem,   dann   und  nur  dann  besteht  eine  Identität  der  Form 

(25)  dSl  -\-  U^du^  +  •  •  +  Urdur  ^ p^dx-^  -\-  •  •  Pmdxm, 

tvorin  die  Sl,  Ui  gewisse  Funktionen  der  2  m  Variabein  x,  p  bedeuten. 

Um  aber  in  derselben  Ideenfolge  zu  bleiben,  wollen  wir  diesen 
Satz  auch  noch  ohne  Zuhilfenahme  der  allgemeinen  Theorie  des 
Pfaff'schen  Problems  erweisen. 

Enthält  die  Funktionengruppe  G  ein  m-gliedriges  Involutions- 
system : 

SO  besteht  nach  Art.  291  eine  Identität 

(26)  dV+  P,dX,  -\ h  PmdXm  =p,dx,  +  •'+  Pn.dx,n. 

Da  aber  die  X  sich  als  Funktionen  der  Ui  darstellen  lassen,  so 
besteht  auch  eine  Identität  (25). 

Wir  nehmen  jetzt  umgekehrt  an,  dafs  die  Ui  eine  Identität  der 
Form  (25)  befriedigen.     Ist  dann 

(27)  X„  X„  . .  X«;  P„  F„..Fß        (a  +  ß==r',  ß  <  «) 

eine  nach  Art.  399  zu  ermittelnde  kanonische  Form  von  G,  so  lassen 
sich  2m  —  r  Funktionen 

(28)  Xa^_i  .  .  X^;    P(i+1  .  •  Prn 

SO    bestimmen,    dafs    die  X,    P  die    rechten   Seiten   einer  Berührungs- 
transformation   darstellen,    d.  h.    dafs    eine   Identität   (26)    stattfindet. 

V.  Weber,   Das  Pfaffsche  Problem.  36 
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Drückt    man    andererseits    die    Ui    durch   die   Funktionen    (27)   aus,    so 
nimmt  die  Identität  (25)  folgende  Form  an: 


± 


1  1 

Subtrahirt  man  hiervon  die  Identität  (2^)^   so  folgt: 

g  m  fi 

1  a+l  1 

Denkt  man  sich  jetzt  Sl  —  F,  Ä^j  Bj,  als  Funktionen  der  2m  Va- 
riabein (27)  (28)  ausgedrückt,  und  ist  a  <  m  (also  auch  ß  <  m\  so 
schliefsen  wir  aus  obiger  Identität: 

was  nicht  möglich  ist.  Also  hat  man  a  =  rrij  d.  h.  G  enthält  ein 
Wi-gliedriges  Involutionssystem,  was  zu  zeigen  war. 

403.  Die  in  den  Artikeln  398—402  entwickelte  Theorie  der  Funk- 
tionengruppen  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Integrationsmethoden  des 
vorigen  §  nicht  nur  auf  einem  neuen,  von  der  allgemeinen  Theorie 
des  Pfaff 'sehen  Problems  unabhängigen  Wege  zu  begründen,  sondern 
gleichzeitig  in  einigen  wesentlichen  Punkten  zu  vervollständigen. 

Werden  wie  im  vorigen  §  die  Integrale 

(29)  f„f„..f,,f,+^,n+„..fr        {r<2m-v) 

des  v-gliedrigen  Jacobi'schen  Systems 

(30)  (/;/•)  =  0, . .  (/■./)  =  0 

als  bekannt  vorausgesetzt,  so  können  wir  nach  Art.  397  von  vorne- 
herein annehmen,  dafs  die  Funktionen  (29)  eine  r-gliedrige  Funktionen- 
gruppe G  definiren.  Diese  Gruppe  G  enthält  die  ausgezeichneten 
Funktionen  t\  .  .  fv  und  aufserdem  noch 

r  =  r  —  26  —  V 

andere,  wenn  26  den  Rang  der  Matrix 

(31)  II  (/;/*)  II       {i,k  =  v+l,..r) 

bezeichnet.  Es  seien  w^,w^y..  Wt  diese  (unbekannten)  ausgezeichneten 
Funktionen.  Ist  r^m^  und  6  =  r  —  m,  so  enthält  G  ein  w-gliedriges 
Involutionssystem,  und  es  folgt  aus  Art.  402  (oder  auch  aus  395)  das 
Bestehen  einer  Identität 

(32)  dSl  +  F^df^  -^ h  Frdfr  =p,dx^  -\ h  PmdXm. 


1 
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Mithin  läfst  sich  die  Integration  des  gegebenen  Involutionssystems 

(33)  fiix^  .  .  XmP^  ..Pm)  =  Ci  (^  =  1  .  .  v) 

nach  Art.  396  durch  eine  Quadratur  erledigen. 

Es  sei  jetzt  ^  >  r  —  m.     Bestimmen  wir  dann  nach  Ai-t.  398  das 
V  -\-  T-gliedrige  vollständige  System,  welches  mit 

(34)  (fj)  =  0, . .  (A/-)  =  0,  (wj)  =  0, . .  (tv^f)  =  0 

äquivalent  ist,  so  werden  wir  auf  das  System  (17)  (pag.  550)  des  vorigen 
§  zurückgeführt.  Wir  wollen  dieses  System  zur  Abkürzung  mit  J 
bezeichnen. 

Nun  ermitteln  wir  wie  in  Art.  395  durch  eine  Operation 

(35)  2m  —  V  —  t —  r  =  2m  —  2r  +  26 

ein  beliebiges,  von  f^-.fr  unabhängiges  Integral  /)._|_i  des  Systems  /; 
ein  solches  Integral  existirt  natürlich  dann  und  nur  dann,  wenn 
2  m  —  V  —  T  >  r,  d.  h.  wenn  ö  >  r  —  m,  was  vorausgesetzt  wurde. 
Da  nun  /"v+i  .  .  fr+i  dem  System  (34)  (d.  h.  dem  System  J)  genügen, 
so  sind  auch  alle  Funktionen 

(/"r  +  lfr  +  l)?    (/'v  +  2/"r  +  l)    ••    (frfr+l) 

nach  dem  Poisson'schen  Theorem  Integrale  von  J",  und  es  ist  möglich, 
dafs  man  solcherweise  neue  Integrale  erhält,  femer,  dafs  diese  neuen 
Integrale  unter  sich  und  mit  den  alten  kombinirt,  wiederum  neue 
Lösungen  ergeben  etc.  Solcherweise  erhält  man  in  allen  FäUen  ein 
System  von  Funktionen: 

(36)  f,  .  .  n,   fr  +  l,    .  .    fr,   fr+1,    ■  ■   fr,  (»"i  >  t) , 

die  eine  >\-gliedrige  Gruppe  G^  bilden.  Die  Funktionen  fj^  .  .  /',., 
w^  .  .  Wt  sind  offenbar  auch  innerhalb  G^  ausgezeichnet.  Aufserdem 
aber  kann  G^  noch  andere  ausgezeichnete  Funktionen 

enthalten.  Die  Zahl  r^  wird  durch  Ermittelung  der  Rangzahl  2^^  der 
r^  —  v-reihigen  altemirenden  Matrix 

II  (/;/»)  II         {i,k  =  v  +  l,v  +  2,..r,) 
in  der  Form 

(37)  r^=r^  —  2e^  —  v 

erhalten.  Wir  bilden  jetzt  das  v  +  r^-gliedrige  vollständige  System  J^, 
das  zu  G^  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  J  zu  G,  also  mit  den 
Gleichungen 


36' 
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ifj)  =  0,  •  •  (/•./■)  =  0,  iwj)  =  0, . .  K,/-)  =  0 
äquivalent  ist.     Dieses  System  umfafst  J  und  besitzt  die  r^  bekannten 
Integrale  (36).     Ist  nun 

2  m  —  V  —  Ti  >  ^ij  d.  b.  (?!  >  ^1  —  m     (vgl.  die  Relation  (37)), 

so  besitzt  J^  wenigstens  ein  von  den  Funktionen  (36)  unabhängiges 
Integral  fr^-\-i-     Dieses  vs^ird  durch  eine  Operation 

2m  —  V  —  r^  —  r^  =  2m  —  2r^  -f-  26^ 

gefanden.  Nun  ist  aber  v  -\-  t^ -\~  r^  eine  gerade  Zahl,  und  >  als  die 
ebenfalls  gerade  Zahl  v  -\-  x  -\-  r^  also  folgt  mit  Rücksicht  auf  (35): 
Die  Ordnung  der  Integrationsoperation,  durch  die  /Vi+i  gefunden  wird, 
ist  um  eine  gerade  Zahl,  mindestens  aber  um  zwei  kleiner  als  die  Zahl 
2m  —  2r  +  20. 

Die    Funktion    /"r^-f-i    giebt    nun,    ähnlich    wie    vorhin,    zu    einer 
Funktionengruppe 

fi,"fn+i-'U          (^2>^i) 

Anlafs,  die  mit  (rg  bezeichnet  werde;  auf  diese  können  wir  dieselbe 
Schlufsweise  anwenden,  wie  vorhin  auf  (tj^  etc.  und  erhalten  solcher- 
weise eine  gewisse  Serie  von  Funktionengruppen 

bezw.  mit  dfen  Gliederzahlen 

r,  r^,  r^,  .  .         (r  Kr^  <r^  <  ,  .). 

Zu   diesen   Gruppen,  von  denen  jede  alle  vorangehenden   enthält, 
gehören  gewisse  vollständige  Systeme 

welche  bezw.  aus  v  -^  t,  i^  +  t^,  .  .  Gleichungen  bestehen,  und  von 
denen  jedes  alle  vorhergehenden  enthält;  ferner  hat  man 

r  <!  Ti  <  Tg  ^  . . 

Das  vollständige  System  J^  besitzt  aufser   den  Th  Funktionen  der 
Gruppe  Gh  noch  weitere  Integrale,  deren  Anzahl  gleich 

(38)  2m  —  V  —  tk  —  n  =  2m  —  2n  +  26,, 

ist,  worin  2<?ä  den  Rang  der  alternirenden  Matrix 

II  im  II         (i,lc  =  v  +  hv  +  2,  ..  n) 

bedeutet.  Aus  den  Ungleichungen,  denen  die  r  und  r  genügen,  folgt,^ 
dafs  die  Anzahl  (38),  wenn  h  um  eine  Einheit  wächst,  mindestens  um 
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zwei,  immer  aber  um  eine  gerade  Zahl  abnimmt.     Also  mufs  es  einen 

Index  h  von   der  Bescbaffenheit  geben,    dafs  die  Zahl  (38)  gleich  null 

wird.     Wegen 

2m  —  V  —  ta  —  r^  =  0 

folgt  dann  aus  der  Beziehung  (38) 

^h  =  rh  —  m, 

d.  h.  die  Gruppe  Gh  enthält  ein  m-gliedriges  Involutionssystem  (Art.  402), 
und  die  Integration  des  ursprünglich  gegebenen  Involutionssystems  (33) 
erledigt  sich  durch  eine  Quadratur. 

Daraus  ergiebt  sich  nachstehendes  Theorem: 

Kennt  man  von  dem  v-gliedrigen  vollständigen  System 

(30)  (fj)  =  0,..(U)  =  0 

die  Integrale 

(G)  fl,    '  '    fvj    fv  +  l    .  .    fry 

die  eine  r-gliedrige  FunJctionengriippe  mit  r  —  2ö  ausgezeichneten  Funk- 
tionen hilden,  so  erfordert  die  Integration  des  Involutionssystems 

(33)  fi{x^  .  .  Xn,p^  .  .Pm)  =  Ci         {i  =1^2,.  .v) 

eine  Operation  der  Ordnung 

2m  —  2r  +  2ö, 

aufserdem  im  ungünstigsten  Falle  noch  je  eine  Operation 

(39)  2m  —  2r  +  2ö  —  2,  2m  —  2r  +  26  —  4,  .  .  4,  2, 

sowie  eine  Quadratur;  doch  können  die  Operationen  (39)  auch  ganz 
oder  teilweise  wegfallen. 

404.  Lie  hat  noch  zwei  andere  Methoden  angegeben,  um  die 
Kenntnis  einer  Funktionengruppe  G,  die  aus  Lösungen  des  Systems 
(30)  besteht,  für  die  Integration  des  vorgelegten  Involutionssystems 
(33)  zu  verwerten. 

Die  erste  derselben  kommt  darauf  hinaus,  zunächst  eines  der  in 
G  enthaltenen  r  —  (?-gliedrigen  Involutionssysteme  zu  bestimmen.  Hat 
man  nämlich  eines  dieser  Systeme  in  der  Form 

(40)  /;,  .  .  fr,  W^,  W^,  .  .  Wt,  (Pi,  (P2>"9o  (t  =  r—26  —  v) 

ermittelt,  so  erfordert  die  Integration  von  (33)  nach  der  verallgemeinerten 
zweiten  Jacobi'schen  Methode  noch  je  eine  Operation 

2m  —  2r  +  2(?,  2m  —  2r  +  2^  —  2, .  .  4,  2,  0. 

Die  Bestimmung  der  Funktionen  (40)  geschieht  nach  der  Vorschrift 
des  Art.  401. 
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Die  andere  Methode  verlangt  nur  die  vorherige  Ermittelung  aller 
in  G  enthaltenen  ausgezeichneten  Funktionen 

(41)  flU'-fr,    W^,W^,..Wty 

was  durch  die  Methode  des  Art.  398  erreicht  wird.  Dann  kann  man 
G  auf  die  Form 

bringen.     Das  r-gliedrige  vollständige  System: 

(42)  (/;•/•)  =  {w,f)  =  (c3if)  =  0   (i  =  1  .  .  v;  /(;  =  1  .  .  r;  ?  =  1  .  .  2ö) 

besitzt  jetzt  die  r  —  26  bekannten  Integrale  (41),  und  die  Bestimmung 
einer  weiteren  Lösung  cp^  erfordert  sonach  eine  Operation  2  m — 2r-\-26. 
Die  Funktion  gj^  bildet  nun  mit  G  zusammen  eine  r  -[-  1-gliedrige 
Gruppe  6r(^);  denn  wäre  q)^  in  G  enthalten,  so  wäre  es  darin  aus- 
gezeichnet, mithin  durch  die  Funktionen  (41)  allein  darstellbar,  was 
nicht  der  Fall  ist. 

Die  Gruppe  G^^^  besitzt  r  —  2(?  +  1  ausgezeichnete  Funktionen, 
nämlich  ^^  und  die  Funktionen  (41).  Bestimmen  wir  nun  mittels 
einer  Operation 

2m  —  2r  +  26  —  2 

ein  nicht  in  G^^^  enthaltenes  Integral  (p^^  des  vollständigen  Systems, 
das  aus  (42)  durch  Beifügung  der  Gleichung  ((p^^f)  =  0  entsteht,  so 
definirt  (p^  mit  G^^^  zusammen  eine  r  +  2-gliedrige  Gruppe  G^^^  mit 
r  —  26  -\-  2  ausgezeichneten  Funktionen,  u.  s.  w.  So  gelangen  wir 
schliefslich  zu  einer  aus  Lösungen  von  (30)  bestehenden  m  -f-  0- 
gliedrigen  Gruppe  (^('"— ^H-'^)  mit  m  —  6  ausgezeichneten  Funktionen; 
diese  enthält  dann  nach  Art.  402  ein  w-gliedriges  Involutionssystem, 
und  die  Integration  des  vorgelegten  Involutionssystems  (33)  verlangt 
nur  noch  eine  Quadratur. 

Beide  Methoden  sind  weniger  vorteilhaft  als  die  des  Art.  403,  da 
die  Bestimmung  der  ausgezeichneten  Funktionen,  bezw.  eines  in  G 
enthaltenen  r  —  (?-gliedrigen  Involutionssystems  gewisse  Integrationen 
erfordert,  die  nach  dem  Verfahren  des  Art.  403  nicht  nötig  sind. 

§  3.     Homogene  Funktionengruppen. 

405.  Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  betrachten,  dafs  das  zur  Inte- 
gration vorgelegte  r-gliedrige  Involutionssystem 

(1)  /l(^i^2   •   •  ^>nPiP2  '  '  Prn)  ^  Cf.  (^  =  1,  2,  .  .  v) 


w 


[405] 
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dem  Typus  y)  angehört  (Art.  353),  d.  h.  dafs  die  fi  homogen^)  nullter 
Ordnung  sind.     Es  seien  wie  früher 

(2)  ~  fly    hj    '  '    fvj    fr  +  l    .  .    fr 

bekannte  Lösungen  des  vollständigen  Systems 

(3)  ifj)  =  0  . .  {U)  =  0, 

und  es  werde  mit  (qp)  (statt,  wie  früher,  mit  (g?)^)  der  Ausdruck 


drp 


+ 


bezeichnet.     Ist  dann  26  der  Rang  der  Matrix 

(4)  I  im  II      (i,  k,  =  v+l,v  +  2..r), 

ferner  26'  der  Rang  der  Matrix 

0  (/;_(- 1/;,-|. 2)    .    .    ifv  +  lfr),    (fr+l) 


(5) 


(/;_!_  2^+1)       0 


(frfv  +  l) 


{frfr+2) 

(A+2) 


{fv-^2fr)y   (fv+'ß) 


0 
(fr) 


(fr) 

0 


und  schreiben  wir  s  statt  6  -\-  m,  so  gestattet  der  Pfaff'sche  Ausdruck 
nach  Kap.  IX,  §  4  eine  Darstellung  der  Form 

J'  =  dSl  +  F,df,  +  .  .  +  Frdfr  +  •'+    F.dfs, 

oder  eine  Darstellung  der  Form 

(6)  J'  =  I,df,  +  .  •   +  Frdfr  +   .  .  +  Fsdf, 

je  nachdem  die  Zahl  0'  gleich  6  -{-  1  oder  gleich  6  ist.  Im  ersten 
Fall  sind  die  Funktionen  Sl^  f^,  .  .  fs,  im  zweiten  die  Funktionen  f^.-fs 
von  einander  unabhängig. 

Im  Falle  6'  =  6  -\-  1  erfolgt  die  successive  Bestimmung  der 
Funktionen  fr-\-i  •  -fs,  ^  durch  genau  dieselben  Integrationsoperationen 
wie  in  Art.  396 ;  im  Falle  6'  ==  6  dagegen  bietet  sich  folgende  Ver- 
einfachung dar: 

Die  Funktionen  f^.-fs  genügen  nach  Kap.  IX,  §  4  dann  und  nur 
dann  einer  Identität  (6),  wenn  die  /"r+i../«  so  bestimmt  sind,  dafs 
der  Rang  der  Matrix 


i)    In   diesem   §  handelt  es   sich  stets   um  Homogenität   in  Bezug  auf  die 
Yariabeln  p^  .  .  p^^. 
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{fih)  (/;■) ' 


(A)    0 


{i,  h=^v^l,v  +  2,..s) 


ebenfalls  gleich  2«  wird. 

Bezeichnet  man  demnach  mit 

ifU '  ^1+^  •  •  ^'' '  ^""         {h=h2,--r-v-2a+l) 
die  unabhängigen  Lösungensysteme  der  linearen  Gleichungen 

?,+,(/;+xA)  +  ■  •  +  Ufrfd  +  iifd  -  0      ik=^v  +  i,..ry, 

und  schreiben  wir 

so  mufs  für  /'r-i-i  ein  beliebiges,  von  f^  .  .  fr  unabhängiges  Integral  des 
Gleichungensystems 

(7)        (fJ)  =  0..(M)  =  0,X,f=0     (h  =  l..r-v-20+l) 

gewählt  werden.  Dieses  System  ist  nach  Kap.  IX,  §  4  vollständig  und 
r  —  2(J -|- 1-gliedrig-,  es  besitzt  ferner  r  bekannte  Lösungen  f^^-fr, 
und  die  Bestimmung  eines  neuen  Integrals  geschieht  sonach  durch  ein« 
Operation 

2m  —  2r  +  26  —  l. 

Ebenso  zeigt  man,  dafs  fr ^2  einem  vollständigen  System  zu  genügen 
hat,  das  aus  (7)  durch  Beifügung  einer  weiteren  Gleichung  entsteht 
und  die  Lösungen  f^  .  .  fr^i  besitzt,  etc.  Die  successive  Bestimmung 
von  fr^i  .  .  fs  erfordert  demnach  je  eine  Operation 

2m  —  2r  +  2(?  —  1,  2m  —  2r  +  2ö  —  3, .  .  3,  1, 

worauf  die  Fi  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  durch  Auflösung  linearer 
Gleichungen  folgen.     Da  jetzt  identisch 

d0  —  'S^pidXi  ^E  d0  —  F^df^ Fsdfsf 

so  liefern  nach  Art.  393  die  Funktionen 

^;  /l  •  •  fs)    -^r  +  l  '  •  Fs 

die  sämtlichen  unabhängigen  Lösungen  des  vollständigen  Systems 

0  =  [/;/]  EEE  (/;/)  (i=\,'2,..v), 

womit  die  Integration  des  gegebenen  v-gliedrigen  Involutionssystems  (1)J 
erledigt  ist  (Art.  367). 
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Ist  r'^m  und  ö  =  r  —  m,  also  s  =  r,  so  erfordert  demnacli  die 
Integration  von  (1)  überhaupt  nur  gewisse  Eliminationen. 

406.  Nach  Art.  397  dürfen  wir  auch  hier  wieder  annehmen,  dafs 
die  bekannten  Integrale  (2)  eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden;  doch  läfst 
sich  im  gegenwärtigen  Fall  das  Poisson'sch.e  Theorem  folgendermafsen 
ergänzen : 

Ist  die  FunJction  (p(x^  . .  XmPi  .  .  Pm)  homogen^) j  und  bedeutet  il)  eine 
Lösung  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(cpf)  =  0, 

SO  ist  auch  der  Ausdruck  (i^)  eine  Lösung  dieser  Gleichung. 
Dieser  Satz  folgt  wie  in  Art.  271  aus  der  Identität 

((9))^)  +  ((fit))  +  (^9^)  +  (it(p))  =  0. 

Da  nämlich  g)  der  Annahme  nach  homogen  ist,  so  ist  ((p)  =  const.  qp, 
also  verschwinden  in  der  eben  hingeschriebenen  Identität  der  erste, 
dritte  und  vierte  Term,  und  infolgedessen  auch  der  zweite,  was  zu 
zeigen  war. 

Im  gegenwärtigen  Falle  y)  können  also  nicht  nur  durch  die  Klammer- 
operation (cpi^),  sondern  eventuell  auch  durch  die  Operation  (cp)  aus 
den  bekannten  Integralen  neue  gewonnen  werden;  auf  diese  denken 
wir  uns  dasselbe  Verfahren  abermals  angewendet  etc.,  bis  durch  die 
genannten  beiden  Operationen  kein  neues  Integral  mehr  erhalten  wer- 
den kann. 

Wir  werden  solcherweise  dazu  geführt,  folgende  Definition  auf- 
zustellen: Sind  die  Funktionen  w^,  u^,  .  .  u^  der  2  m  Yariabeln  Xi^  pi 
von  einander  unabhängig  und  gelten  Beziehungen  der  Form: 

(8)  {U>)  EEE  ti  K?  ^2?  •  •  M  (i  =  1,  2,  .  .  y), 

(9)  (UiUk)  E^  il^ikiu^,  u^j .  .  Ur)         (i,  Ä;  =  1,  2, .  .  r),' 

d.  h.  lassen  sich  sämtliche  Ausdrücke  (ui),  (uiUk)  durch  die  Funktionen 
u  allein  ausdrücken,  so  bezeichnen  wir  den  Inbegriff  aller  Funktionen 
(p{u^  .  .  Ur)  als  eine  „homogene  r-gliedrige  Funktionengruppe". 

Wir  wollen  nunmehr  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  homogenen 
Funktionengruppen  auseinandersetzen. 

407.  Sind  9),  ^  zwei  beliebige  Funktionen  der  homogenen  Gruppe  F, 
die  durch  u^  .  .  Ur  definirt  wird,  so  gilt  dasselbe  offenbar  von  den  Aus- 
drücken (cp)y  (ip)^  (fpt):  wie  in  Art.  398  schliefsen  wir  daraus,  dafs  F 
auch  durch  jedes  beliebige  in  ihr  enthaltene  System  von  r  unabhängigen 
Funktionen  definirt  werden  kann. 


I 


1)  Vgl.  die  Anmerkung  p.  567. 
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Die  Polargruppe  von  F  ist  offenbar  ebenfalls  homogen. 

Yerscliwinden  alle  tpi  auf  den  rechten  Seiten  von  (8)  identisch, 
dann  und  nur  dann  sind  alle  «/,  und  infolgedessen  überhaupt  alle 
Funktionen  von  F  nuUter  Ordnung.^)  Die  Funktionen  Ui  bilden  dann 
ein  r-gliedriges  Involutionssystem.  In  der  That,  jeder  Klammerausdruck 
{uiUi)  ist  einerseits  durch  die  u  darstellbar,  andererseits  von  der  Ord- 
nung —  1,  verschwindet  also  notwendig  identisch. 

Sind  dagegen  nicht  alle  -ipi  identisch  null,  und  bedeutet  f  eine 
Funktion  von  F,  so  besitzt  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

0 = (/•)  ^2"  ("^)  Ä  ^"2'  *"^«^  ••*'')$ 

genau  r  —  1  unabhängige  Integrale,  d.  h.  F  enthält  r  —  1  unabhängige 
Funktionen  nuUter  Ordnung.  Da  ferner  die  nichthomogene  Differential- 
gleichung 

jedenfalls  Integrale  besitzt,  so  folgt  der  Satz: 

Enthält  die  homogene  Gruppe  F  nicht  lauter  Funktionen  nullter 
Ordnung,  so  läfst  sie  sich  stets  auf  die  Form 

(10)  N„N,,..Nr-uH 

bringen,  worin  H  eine  Funktion  erster  Ordnung,  die  Ni  Funktionen 
nullter  Ordnung  bedeuten.  Umgekehrt,  besitzt  eine  Gruppe  F  die 
eben  hingeschriebene  Form,  so  ist  sie  offenbar  homogen. 

Überhaupt  ist  eine  r-gliedrige  Gruppe  immer  dann  homogen,  wenn 
sie  r  unabhängige  Funktionen  enthält,  die  in  den  p  homogen  irgend 
welcher  Ordnungen  sind. 

408.  Ist  2<?  der  Rang  der  Matrix 

(11)  II  («,«.)  II         {i,h=-L,2,..r), 

so  besitzt  unsere  r-gliedrige  homogene  Gruppe  F  genau  q  =  r  —  2  a 
unabhängige  ausgezeichnete  Funktionen 

(12)  w^yW^..Wfj, 

die  ein  Involutionssystem,  und  mithin  eine  ^-gliedrige  Funktionen- 
gruppe bilden.  Diese  Gruppe  ist  homogen.  In  der  That,  erfüllt  eine 
in  F  enthaltene  Funktion  f  das  vollständige  System 

(13)  (Uj)  =  0,    («,/■)  =  0  .  .  {Urf)  =  0, 

1)  Wir  sagen  im  Folgenden  „eine  Funktion  v^^^  Ordnung"  anstatt:  „eine 
Funktion,  die  hinsichtlich  der  pi  homogen  v^^^  Ordnung  ist". 


[409] 
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so  ist  sie  in  der  Funktioneiigruppe  (12)  enthalten,  und  umgekelirt. 
Nach  Art.  407  dürfen  wir  aber  sämtliche  iii  als  homogen  voraussetzen; 
aus  Art.  406  schliefsen  wir  jetzt,  dafs  alle  Ausdrücke  (wi)  ebenfalls 
dem  System  (13)  genügen,  und  da  sie  in  F  enthalten  sind,  folgt  unsere 
Behauptung  ohne  weiteres. 

Nach  dem  vorigen  Art.  enthält  die  Gruppe  (12)  entweder  lauter 
Funktionen  nuUter  Ordnung,  oder  sie  wird  von  einer  Funktion  erster 
und  Q  —  1  Funktionen  nuUter  Ordnung  gebildet.  Offenbar  tritt  der 
erste  oder  der  zweite  dieser  Fälle  ein,  je  nachdem  die  lineare  partielle 
Differentialgleichung 


(14) 


0  =  (f) 


K)lf  +  --  +  K)^ 


cu^ 


eine  Folge  der  partiellen  Differentialgleichungen 


(15) 


Sf 


0  =  («,/■)  =^*  («,«,)  ^^         (i  =  1, . .  r) 


ist,  oder  nicht,  d.  h.  je  nachdem  der  Rang  2ö'  der  Matrix: 


(16) 


0     (u^  U2) 


0       {Ur) 
{Ur)       0 


gleich  2(?  oder  gleich  26 -\- 2  ist.  Im  letzteren  Falle  stellen  die 
Gleichungen  (14)  (15)  ein  2(5  -\-  1-gliedriges  vollständiges  System  mit 
den  Independenten  u^  .  .  Ur  dar;  seine  Integrale  sind  die  r  —  20  —  1 
ausgezeichneten  Funktionen  nullter  Ordnung. 

409.  Verstehen  wir  im  Falle  2<?'=2^  unter 

Xf,  4«  .  .  i«  A»  ,        (Ä  =  1,  2, . .  r  -  2ö  +  1) 
irgend  r  —  2a -\-  1  linear  unabhängige  Lösungen  der  Gleichungen: 

k^iu^Uk)  H +  Ir^^rUk)  +  Xr  +  l{Uk)  ==0  (7c  =   1,  .  .  r) 

Ki^l)        -\-  .  '  -\-  KiUr)  =0, 

so  bilden  die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

(17)    0  =  X,f=^  Xf>(u]f)  +  A<,";,(0        (A  =  1, .  .  r  -  2«  +  1), 

falls  ö  >  r  —  m,  ein  r  —  2(J-f"  1-gliedriges  vollständiges  System  mit 
den  Independenten  x^  .  .  Xm^Pi  •  •  Pm- 

Dieser  Satz  folgt  als  KoroUar  aus  Kap.  IX  §  4,  und  zwar  ganz 
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miabhäugig  davon,  dafs  die  u  eine  Gruppe  bilden;  um  ihn  direkt  zu 
beweisen,  bemerken  wir,  dafs  die  lineare  partielle  DijQPerentialgleichung: 

(18)  (f)  =  0 
dann  und  nur  dann  eine  Folge  des  Systems 

(19)  (uj)  =  0  .  .  (Urf)  =  0 

ist,  wenn  alle  Funktionen  der  Polargruppe  F  nullter  Ordnung  sind. 
Dann  aber  bildet  die  Polargruppe  ein  2  m  —  r-gliedriges  Involutions- 
system (Art.  407),  d.  h.  man  hat  2m  —  r  ^m,  also  r  ^  m;  ferner  ent- 
hält r  sämtliche  Funktionen  von  F,  da  diese  ja  alle  in  F  ausgezeichnet 
sind.  Demnach  ist  die  Zahl  r  —  2  (?  der  ausgezeichneten  Funktionen 
von  F  gleich  2  m  —  r,  d.  h.  man  hat 

6  =  r  —  m. 

Umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  und  hat  man  2(?  =  2(?',  so  ist  die  Glei- 
chung (18)  eine  Folge  von  (19);  denn  F  ist  dann  mit  dem  Involutions- 
system identisch,  das  aus  den  r  —  2ö  =  2m  —  r  ausgezeichneten  Funk- 
tionen von  F  besteht,  also  sind  alle  Funktionen  von  F  nullter  Ordnung. 
Setzen  wir  daher  ^  >  r  —  m  und  2ö'=  2ö  voraus,  so  sind  die  Glei- 
chungen (18)  (19)  linear  unabhängig,  und  dasselbe  gilt  dann  offenbar  auch 
von  den  Gleichungen  (17),  da  die  Gröfsen Systeme  Xf^  als  linear  unabhängig 
angenommen  wurden.  Die  Gleichungen  (17)  werden  nun  ihrer  Ent- 
stehung nach  erfüllt  von  allen  Funktionen  u^  .  .  Ury  und  offenbar  auch 
von  den  2m  —  r  —  1  unabhängigen,  in  der  Polargruppe  enthaltenen 
Funktionen  nullter  Ordnung.  Die  letzteren  bilden  mit  den  ersteren 
zusammen 

r  +  (2m  —  r  —  1)  —  (r  —  20)  =  2m  ~  r  +  2ö  —  1 

unabhängige  Lösungen,  da  die  r  —  2ö  ausgezeichneten  Funktionen  den 
beiden  Gruppen  F,  F  gemeinsam  sind.  Das  System  (17)  ist  also  in 
der  That  vollständig  (Art.  64). 

410.  Vermöge  einer  beliebigen  Z^omo^mm Berührungstransformation: 

(20)  X/  =  Xi  (X^  .  .  XmPl  .  .  Pm)]  Pi   =  P/(^i  .  .  Pm)         {i  =  l  .  .  m) 

verwandelt  sich  jede  r-gliedrige  homogene  Funktionengruppe  r(u^ . .  u^ 
wiederum  in  eine  r-gliedrige  homogene  Funktionengruppe  r\u^\.u/). 
Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dafs  jede  Funktion  Ji}^^  Ordnung  ver- 
möge der  homogenen  Berührungstransformation  (20)  in  eine  Funktion 
übergeht,  die  hinsichtlich  der  p/  homogen  der  /i*®"  Ordnung  ist,  m. 
a.  W.,  dafs  vermöge  (20),  wie  man  leicht  verificirt,  die  Identität: 

df    .  .  df  _     r  df     ,  .       .    df 
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stattfindet.  Die  Gruppe  F',  in  die  F  vermöge  (20)  übergeht,  besitzt 
äugen sclieinlich  wiederum  q  =  r  —  2<j  ausgezeichnete  Funktionen,  die 
alle  oder  nicht  alle  nuUter  Ordnung  sind,  je  nachdem  dies  für  JT  gilt, 
oder  nicht.  Die  Gliederzahl  r  und  die  Rangzahlen  2^,  2ö'  der  beiden 
Matrices  (11)  und  (16)  sind  demnach  Invarianten  der  Gruppe  F  gegen- 
über beliebigen  homogenen  Berührungstransformationen;  dafs  sie  die 
einsigen  Invarianten  sind,  zeigen  wir  ähnlich  wie  im  vorigen  §  dadurch, 
dafs  wir  F  auf  eine  kanonische  Form  bringen. 

Zu  diesem  Zwecke  verstehen  wir  unter  Xi  allgemein  eine  Funktion 
nuUter,  unter  P,  eine  Funktion  erster  Ordnung,  und  nehmen  zunächst 
an,  dafs  F  lauter  ausgezeichnete  Funktionen  enthalte.  Sind  diese  alle 
nuUter  Ordnung,  so  hat  F  an  sich  schon  die  kanonische  Form: 

Xi,  Xg,..  Xr.         {r<.m) 
Im  entgegengesetzten  Falle  kann  F  die  kanonische  Form 

erhalten.  In  der  That,  ist  F  auf  die  Form  (10)  gebracht,  so  brauchen 
wir  nur  zu  setzen: 

Pl  =  N^H,  ,.Pr-l=  Nr-lH',    Fr  =  H. 

Zweitens  nehmen  wir  an,  dafs  JT  nicht  lauter  ausgezeichnete  Funk- 
tionen enthalte.  Da  jetzt  die  Anzahl  der  letzteren  höchstens  r  —  2 
ist,  so  sind  nicht  alle  Funktionen  ^i,  .  .  Nr—i  ausgezeichnet;  es  sei 
etwa  JV^  nicht  ausgezeichnet.  Dann  gibt  es  stets  eine  Funktion  ^ 
erster  Ordnung,  derart,  dafs  (^i^i)  be  1.  Um  ein  solches  ^  zu  finden, 
schreiben  wir: 

Man  hat  dann: 

(21)  1  =  {9N,)  =  {HN,) .  F  +2;  H .  {N,N,)  g  • 

1 

Die  Funktionen  (IIN^)^  H .  (NhNj)  verschwinden  nicht  alle  identisch 
und  sind  nuUter  Ordnung,  also  durch  die  iV^  allein  darstellbar.  Die 
Gleichung  (21)  ist  sonach  eine  lineare  nicht  homogene  partielle  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  mit  den  Independenten  iVj,  .  .  iVr— i,  besitzt 
also  jedenfaUs  gewisse  Integrale  F.  Hat  man  solcher  Weise  0  be- 
stimmt, und  schreibt  man  X^  statt  iV^^,  P^  statt  0,  so  bilden  die 
ft  Gleichungen 

m  0  =  (X/)  ^^^  (X,«.)  ^ ,  0  =  (PJ)  ^^  {F,u,)  ^ 

EM  ein  zweigliedriges  vollständiges  System  mit  den  r  Independenten  %..w^ 

r 
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lind  r  —  2  Integralen  u.^'  .  .  u,-.  Die  Gruppe  F  ist  jetzt  durch  die  fol- 
genden r  Funktionen  definirt: 

Die  u'  sind  mit  X^  und  P^  in  Involution  und  bilden  für  sich  eine 
r-gliedrige  Gruppe  r";  diese  Gruppe  ist  homogen^  da  wegen  der  Homo- 
genität von  X^  und  P^  alle  Ausdrücke  (?i//)  ebenfalls  Lösungen  des 
obigen  zweigliedrigen  Systems  sind  (Art.  406)^  und  die  ausgezeichneten 
Funktionen  von  F  sind  mit  denen  von  F'  identisch.  Wendet  man 
jetzt  auf  r"  dieselbe  Schlufsweise  an,  wie  soeben  auf  F  etc.,  so  gelangt 
man  schliefslich  zu  folgender  Darstellung  von  F: 

(22)  Zi,  Pi«,  .  .  Xa,  Pa-,    Wi,  U^,  .  .  Ur-2o  • 

Dabei  ist  jede  der  Funktionen  (22)  mit  allen  andern  in  Involution, 
nur  die  Ausdrücke  (PhXf,)  sind  alle  gleich  1;  die  tt  sind  also  die  aus- 
gezeichneten Funktionen  von  F.  Je  nachdem  die  letzteren  alle  nullter 
Ordnung  sind  oder  nicht,  können  wir  Xa^i  oder  Po-\-i  statt  U;  schreiben, 
und  haben  damit  den  Satz  bewiesen: 

Eine  r-gliedrige  homogene  Funktionengruppe  mit  r  —  2ö  aus- 
gezeichneten Funktionen  kann  auf  die  kanonische  Form: 

(23)  X-^  .  .  Xa]  P^  .  .  Po]  Xof-{-i,  X(;_^2j  •  •  Xr  —  a 

Ojder  auf  die  kanonische  Form: 

(24)  X^,  .  .  X(j*,  Pi,  .  .  Po'y  Pa+l,  P(7+2  •  •  Pr  —  a 

gebracht  werden,  je  nachdem  alle  oder  nicht  alle  ausgezeichneten  Funk- 
tionen von  der  nuUten  Ordnung  sind.  Dabei  sind  alle  Xi  von  der 
nullten,  alle  Pi  von  der  ersten  Ordnung,  und  es  verschwinden  alle 
Klammern  (XiP^),  (XiXk)j  {PiPk)j  mit  Ausnahme  der  0  Ausdrücke 
(P,,Xk),  die  der  Einheit  gleich  sind. 

411.  Ist  in  der  kanonischen  Form  (23)  die  Zahl  r  —  2^  >  0,  so 
lassen  wir  aus  F  die  ausgezeichnete  Funktion  Xo-^i  fort;  die  andern 
Funktionen  (23)  bilden  dann  eine  homogene  r  —  1-gliedrige  Gruppe 
F^,  deren  (ebenfalls  homogene)  Polargruppe  F^'  die  Funktion  X^-j-i 
als  nicht  ausgezeichnete  Funktion  enthält.  Nach  Art.  410  gibt  es  also 
in  der  Gruppe  F^'  eine  Funktion  Pa+i  erster  Ordnung,  derart  dafs 
(Pa-f-iXa_)_i)  '^lE  1.  Die  Funktionen  (23)  definiren  jetzt  mit  Pa+i  zu- 
sammen eine  r  -f-  1-gliedrige  homogene  Gruppe  mit  r  —  26  —  1  aus- 
gezeichneten Funktionen;  auf  diese  Gruppe  können  wir  dieselbe  Schlufs- 
weise wie  soeben  auf  F  anwenden,  etc.,  und  erhalten  solcherweise 
2r  —  2ö  unabhängige  Funktionen 

(25)  X^  .  .  Xr  —  of    P\)  ■  •  Pr  —  a 

welche  die  Funktionen  (23)  umfassen   und  die  kanonische  Form  einer 


I 
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homogenen  2r  —  2 ^-gliedrigen  Gruppe  ohne  ausgezeichnete  Funktionen 
darstellen.  Ist  jetzt  r  —  6  <.  ni,  so  besitzt  die  Polargruppe  von  (25) 
wenigstens  eine  Funktion  nullter  Ordnung  Xr—o-\-i'',  da  diese  mit  (25) 
zusammen  eine  2r  —  26  -\-  1-gliedrige  Gruppe  mit  der  ausgezeichneten 
Funktion  Xr—o  +  i  definirt,  so  gibt  es  nach  dem  vorigen  eine  Funktion 
erster  Ordnung  Fy—a-^i  derart,  dafs 

\-Lr  —  o-{-l)    ^r— a-|-l)  ^  !• 

Durch  Wiederholung  dieser  Schlufsweise  gelangen  wir  schliefslich  zu 
dem  Resultat:  Stellen  die  r  Funktionen  (23)  die  kanonische  Form 
einer  r-gliedrigen  homogenen  Gruppe  dar,  so  lassen  sich  stets  2m  —  r 
weitere  Funktionen  Pi,  Xk  so  bestimmen,  dafs  die  Gleichungen  (20) 
eine  homogene  Berührungstransformation  der  2  m  Yariabeln  x,  p  de- 
finiren. 

412.  Wir  betrachten  nunmehr  zweitens  die  kanonische  Form  (24). 
Ist  r  —  2(7  >0,  und  lassen  wir  P^+i  aus  (24)  fort,  so  entsteht  eine 
r — 1-gliedrige  homogene  Gruppe  F^,  deren  2m  —  r -|- 1  - gliedrige 
Polargruppe  F^  die  Funktion  erster  Ordnung  P^+i  als  nicht  aus- 
gezeichnete Funktion  enthält.  Es  gibt  dann,  behaupten  wir,  in  F^'  eine 
Funktion  nullter  Ordnung  X^-f-i  derart,  dafs  identisch 

(Pa+iXü+i)^^  1. 

In  der  That,  bringen  wir  F^    nach  Art.  402  auf  die  Form: 

JVi,  N^j  .  .  N^m-r,    Pa+1, 

und  bedeutet  F  eine  Funktion  der  iV^,  so  sind  in  der  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung: 

l  =  (P.+,P)=>I(P.+  ,iV,)|^ 
1  " 

die  Koefficienten  (P^-j-i-ZVa)  als  Funktionen  nullter  Ordnung  der  Gruppe 
F^  durch  die  Ni  allein  ausdrückbar  und  nicht  alle  identisch  null;  es 
gibt  also  eine  Funktion  F  der  2  m  —  r  Variabein  Ni,  welche  diese 
Gleichung  erfüllt,  was  zu  zeigen  war. 

Wählt  man  für  Xa^i  eine  solche  Funktion  jF,  so  können  wir  auf 
die  Gruppe,  die  aus  F  durch  Beifügung  von  Xa-\-\  entsteht,  die  gleiche 
Schlufsweise  anwenden,  etc.,  und  gelangen  so  schliefslich  zu  einer 
2r  —  2  (?-gliedrigen  homogenen  Gruppe  (25)  ohne  ausgezeichnete  Funk- 
tionen. Wie  im  vorigen  Artikel  schliefsen  wir  jetzt:  Stellen  die  Funk- 
tionen (24)  die  kanonische  Form  einer  homogenen  r-gliedrigen  Gruppe 
dar,  so  lassen  sich  stets  2m  —  r  weitere  Funktionen  P/,  Xk  so  be- 
stimmen, dafs  die  Gleichungen  (20)  eine  homogene  Berührungstrans- 
formation darstellen. 
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Ganz  ähnlich  wie  in  Art.  400  folgt  hieraus:  Ist  eine  zweite y  eben- 
falls r-gliedrige  homogene  Funläionengruppe 

(r')  u/(x^'x2  .  .  x^nPiP^  '  •  Pm)         (i  =  1,  2,  .  .  r) 

vorgelegt,  und  sind  die  Bangzahlen  2<?,  2(?'  für  F'  dieselben  wie  für  F, 
so  existirt  stets  eine  homogene  Berührungstransformation  (20),  welche  die 
Gruppe  F  in  F'  überführt. 

Die  Zahlen  r,  2<?,  26'  sind  also  die  einzigen  Invarianten  einer  ho- 
mogenen FunMionengruppe  gegenüber  allen  homogenen  Berührungstrans- 
formationen. 

413.  Eine  r-gliedrige  homogene  Funktionengruppe  F  mit  r  —  2<3 
ausgezeichneten  Funktionen^  die  alle  nuUter  Ordnung  sind^  enthält  not- 
wendig r  —  ^-gliedrige  Involutionssysteme  nuUter  Ordnung;  ein  solches 
ist  z.  B. 

wenn  (23)  eine  kanonische  Form  unserer  Gruppe  bedeutet.  Umgekehrt 
kann,  wie  man  leicht  einsieht,  eine  homogene  r-gliedrige  Gruppe  F, 
für  welche  die  Matrix  (11)  den  Rang  2(J  besitzt,  nur  dann  ein 
r  —  ^-gliedriges  Involutionssystem  nullter  Ordnung  enthalten,  wenn 
auch  die  Matrix  (16)  den  Rang  26  besitzt,  d.  h.  wenn  alle  ausgezeich- 
neten Funktionen  von  F  nullter  Ordnung  sind.  Das  allgemeinste  in  F 
enthaltene  r  —  (>-gliedrige  Involutionssystem  nullter  Ordnung  wird  ganz 
ähnlich  wie  in  Art.  401  durch  je  eine  Operation 

r  —  26—l,  r  — 26  — 2,  ..2,1-  26  —  3,  2(?  —  5, . .  3,  1 

gefunden,  indem  man  zuerst  die  ausgezeichneten  Funktionen  bestimmt; 
auch  erkennt  man  sofort,  dafs  F  unter  den  gemachten  Annahmen  kein 
mehr  als  r  —  (?-gliedriges  Involutionssystem  enthalten  kann.  Soll  F 
ein  m-gliedriges  Involutionssystem  nullter  Ordnung  umfassen,  so  mufs 
r^m  und  6  =  r  —  m  sein;  es  ist  dies  der  kleinste  Wert,  den  6  er- 
reichen kann.     Demnach  können  wir  sagen: 

Damit  die  r-gliedrige  homogene  Gruppe  u^  .  .  Ur  ein  m-gliedriges 
Involutionssystem  nullter  Ordnung  enthalte,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  r^m  sei,  und  die  Matrices  (11)  und  (16)  alle  beide  den  Bang 
2r  —  2  m  besitzen. 

Ferner  gilt  die  Thatsache: 

Damit  die  Funktionen  u^  .  .  Ur  einer  r-gliedrigen  homogenen  Gruppe 
F  eine  Identität  der  Form 

(26)  üidu^  +  ü^du^  +  •  •  ürdUr^PidXi  +  •  •  -{-  PmdXm 

befriedigen,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  F  m-gliedrige  Involutic 
Systeme  nullter  Ordnung  enthalte. 
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Dieser  Satz  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  den  vorangehenden  un- 
mittelbar aus  Kap.  IX,  §  4;  wir  wollen  ihn  indes  auch  noch  direkt 
begründen. 

Enthält  JT  ein  m-gliedriges  Involutionssystem  X^^  .  .  X,„  nullter  Ord- 
nung, so  besteht  nach  Art.  278  eine  Identität 

(27)  P^dX^  -I 1-  P„rdX„r^Pj^dXj^  -\ 1-  PmdXm, 

mithin,  da  die  Xi  sich  durch  die  u^  ausdrücken  lassen,  auch  eine  Iden- 
tität (26).     Umgekehrt,  ist  letzteres  der  Fall,  und  bedeutet 

(28)  X„  X,  . .  X„;  A,  P„..P^         («  +  ^  =  r) 

eine  kanonische  Form   von   F,  so   lassen   sich  nach  Art.  411  und  412 
2  m  —  r  weitere  Funktionen 

(29)  Xa-^i,    X«_|_2,  .  .  Xm'^    P(i-\-l,    ^(^  +  '2  •  •  Pm 

so  bestimmen,  dafs  die  Identität  (27)  stattfindet;  also  hat  man: 

(30)  U^du^  -\ \-  Urdur  =  FJX^  -| \-  P„,dX,n . 

Denken  wir  uns  die  U^  u  als  Funktionen  der  2m  Yariabeln  (28)  (29) 
ausgedrückt,  und  wäre  a  <  m,  so  hätte  man,  da  die  u  dann  von  Xm 
nicht  abhingen,  aus  (30)  durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Koef- 
fizienten von  dX^mi 

0  =  P,„, 

was  nicht  der  Fall  ist.     Also  ist  a  =  m,  was  zu  zeigen  war. 

414.  Wir  wollen  nunmehr  das  Integrationsverfahren  des  Art.  405 
durch  Heranziehung  der  Theorie  der  homogenen  Funktionengruppen 
in  ähnlicher  Weise  vervollständigen,  wie  wir  es  im  vorigen  §  bei  der 
Methode  des  Art.  396  gethan  haben.     Es  sei  wiederum 

(31)  fi{x^X^  .  .  Xrr^p^p^  .  .Prr)  =  C/  (^  =  1,  2,  .  .  v) 

ein  beliebig  vorgegebenes  Involutionssystem  vom  Typus  y)   (Art.  353), 
ferner  seien 

(32)  f„..f.,f.+  ,,..fr 

r  bekannte  Lösungen  des  Jacobi'schen  Systems: 

(33)  (fj)  =  0,  (/;/•)  =  0, . .  (/;/•)  =  0. 

Nach  Art.  406  können  wir  dann  annehmen,  dafs  die  Funktionen 
(32)  eine  r-gliedrige  homogene  Gruppe  F  definiren.  Sind  alle  fi  nullter 
Ordnung,  so  ist  die  Integration  von  (31)  auf  diejenige  des  r-gliedrigen 
Involutionssystems : 

(34)  /;  =  f,../;  =  c. 

vom  Typus  y)  zurückgeführt,  erledigt  sich  also  durch  je  eine  Operation: 
2m  —  2r  —  1,  2m  —  2r  —  ?>,  .  .  .">,  1. 

V.  Weber,  Das  Pfaffsche  Prohlem.  37 
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Sind  alle  Funktionen  von  F  ausgezeichnet^  aber  nicht  alle  nullter 
Ordnung,  so  ist  das  Involutionssjstem  (34)  vom  Typus  ß)  (Ait.  353), 
und  seine  Integration  erfordert  je  eine  Operation: 

2m  —  2r,  2m  —  2r  —  2, .  .  4,2,0. 

Es  sei  jetzt  allgemein  26  der  Rang  der  Matrix  (4).  Ist  dann 
26  -\-  2  derjenige  von  (5),  so  gebrauchen  wir  das  Integrationsverfahren 
des  Art.  403.  Dabei  lassen  sich  jetzt,  wenn  die  Funktion  fr-^i  be- 
stimmt ist,  nicht  nur  auf  Grund  des  Poisson'schen  Theorems,  sondern 
eventuell  auch  mit  Hülfe  der  Operation  (tp)  (Art.  406)  neue  Integrale 
finden,  und  dasselbe  gilt  natürlich  auch  bei  allen  folgenden  Schritten 
des  citirten  Verfahrens;  ein  anderer  Vorteil  läfst  sich  dagegen  aus  dem 
Umstand,  dafs  F  homogen  ist,  unter  der  gemachten  Annahme  nicht 
ziehen. 

Es  sei  jetzt  zweitens  der  Rang  der  Matrix  (5)  ebenfalls  gleich 
2<J,  m.  a.  W.  sämtliche  r  —  26  ausgezeichnete  Funktionen  von  F  seien 
von  der  nullten  Ordnung.  Ist  dann  r^m,  und  6  =  r  —  m,  so  ent- 
hält F  m-gliedrige  Involutionssysteme  nullter  Ordnung,  d.  h.  es  besteht 
eine  Identität 


'Uly 


^i^fi  H h  Frdfr^p^dx^  -\ [-Pmdx,, 

womit  das  Integrationsproblem  (31)  nach  Art.  405  erledigt  ist. 

Ist  ferner  r  <im,  oder  r  ^  m  und  (?  >  r  —  m,  dann  bestimmen 
wir  nach  Art.  405  mittels  einer  Operation 

2m  —  2r  +  26—l 

ein  von  fx  -  -fr  unabhängiges  Integral  fr-\-i  des  1.  c.  definirten  vollstän- 
digen Systems  (7),  das  wir  mit  J  bezeichnen  wollen;  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  beiden  Klammeroperationen  (qp^)  und  (<jp)  er- 
halten wir  in  allen  Fällen  eine  gewisse  Zahl  von  Funktionen 

fi-'fr,"  fn         in  >  ^^\ 

die  alle  dem  vollständigen  System  (33)  genügen,  und  eine  r^-gliedrige 
homogene  Gruppe  F^  bilden.     Bezeichnen  wir  mit 

(35)  /i  .  .  fy,  w^,  w^, .  .  Wt         (t  =  r  —  26  —  v) 

die  unabhängigen  ausgezeichneten  Funktionen  von  F,  die  unserer  Vor- 
aussetzung nach  alle  nullter  Ordnung  sind,  so  sind  die  Funktionen 
(35)  auch  innerhalb  r\  ausgezeichnet.  In  der  That  umfafst  ja  das 
vollständige  System  J,  wie  man  aus  seiner  Entstehung  und  aus  Art.  398 
sofort  erkennt,  u.  a.  die  Gleichungen: 

(wj)  =  0  . .  {zv4)  =  0, 
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und  da  die  tV;  homogen  sind^  so  sind  nach  dem  Theorem  des  Art.  40G 
nicht  nur  f^  .  .fr-^i,  sondern  auch  alle  hieraus  durch  die  Operationen 
(q)ip)  und  (qp)  entstehenden  Funktionen  mit  den  Wi  involutorisch. 
Aufser  den  Funktionen  (35)  kann  nun  T^  noch  andere  ausgezeichnete 
Funktionen  Wr+i,  •  •  u^n   enthalten.     Ist  26^  der  Rang  der  Matrix 

II  (//A)  II         {i,  lc^v+l,v  +  2,..r,), 

^o  ist  die  Zahl  r^  definirt  durch  die  Gleichung: 

(36)  ^1  =  ^1  —  2  ^1  —  V. 

Wir  behaupten  nun:  Alle  ausgezeichneten  Funhtionen  in  F^  sind 
von  der  nullten  Ordnung. 

In  der  That,  die  Gruppe  F  besitzt  eine  kanonische  Form  (23), 
und  es  gibt  nach  Art.  411  ein  System  von  2m  —  r  anderen  Funktionen 

die  mit  (23)  zusammen  die  rechten  Seiten  einer  homogenen  Be- 
rührungstransformation bilden.  Die  Polargruppe  von  F  hat  also  die 
kanonische  Form: 

Nun  genügen  dem  System  J  alle  Funktionen  von  F  und  alle  in 
der  Polargruppe  von  F  enthaltenen  Funktionen  nullter  Ordnung 
(Art.  409)^  m.  a.  W.  das  allgemeine  Integral  von  J  hat  die  Form: 

(37)  ^(x„..X.,P„..P„,%±i,..%^). 

Diese  Form  haben  also  auch  alle  Funktionen  von  JT^;  denn  fr^\ 
hat  diese  Form,  und  durch  Anwendung  der  beiden  Klammeroperationen 
(cpt)  und  (9?)  auf  die  Funktionen  (23)  und  irgend  welche  Ausdrücke 
(37)  erhält  man  augenscheinlich  immer  wieder  Funktionen  der  Form  (37). 
Soll  aber  die  Funktion  O  innerhalb  F^  ausgezeichnet  sein,  so  mufs  sie 
sich  jedenfalls  mit  Xj^,..Xa  in  Involution  befinden,  also  hat  man 
identisch: 

(OX„)  =  0        (/«  =  1,  2, . .  0). 

Führt  man  hierin  statt  der  x,  p  die  2m  Funktionen  X,-,  P,  als 
neue  Independente  ein  (Art.  276),  so  folgt: 

§§-  =  ()        ii=l,2,..6), 

d.  h.  O  enthält  Pj,  .  .  Po  nicht,  ist  also  in  der  That  nullter  Ordnung. 
Darnach    ist    Fj    eine   homogene   Funktionengruppe   derselben  Be- 
schaffenheit wie  /'.     Wir  bilden  jetzt   das  vollständige  System  Jj,  das 

37* 
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zu  Fl  in  derselben  Beziehung  steht  wie  J  zu  J';  dieses  System  J^ 
enthält 

(38)  r,  +  ,.+  l=ri--2ö,+  l 

Gleichungen,  und  umfafst  offenbar  das  System  J.  Es  besitzt  ferner 
die  ^1  unabhängigen  Integrale  fi-^fr^,  und  die  Ermittelung  einer 
weiteren  Lösung  /"r^+i  geschieht  durch  eine  Operation 

(39)  2m  —  r^—  V  —  r^—  1  =  2m  —  2r^  +  2a^  —  1. 

Nun  ist  Ti  +  V  +  ^1  wegen  (38)  eine  gerade  Zahl,  und  gröfser  als  die 
ebenfalls  gerade  Zahl: 

r  -{-  V  -\-  r  =  2r  —  2<?. 
Darnach  ist  die  Zahl  (39)  um   eine  gerade  Zahl,  mindestens  aber  um 
zwei  Einheiten  kleiner  als  die  Zahl  2  m  —  2r  -\-  26  —  1. 

Die  Funktionen  f^  .  .fr^^i  geben  nun  in  ähnlicher  Weise  zu  einer 
homogenen  Gruppe  F^  Anlafs,  deren  Gliederzahl  r^  >  r^  ist,  und  deren 
ausgezeichnete  Funktionen  alle  nullter  Ordnung  sind,  u.  s.  w.  f.  Wir 
erhalten  so  eine  gewisse  Serie  von  homogenen  Funktionengruppen 

bezw,  mit  den  Gliederzahlen  r,  r^ ,  ^2 ,  .  .  und  man  hat  r  <  r^  <  rg  <  .  . 
Die  Funktionen  aller  dieser  Gruppen  sind  Lösungen  des  vollständigen 
Systems  (33),  und  jede  Gruppe  enthält  alle  vorangehenden.  Die  Zahl 
der  ausgezeichneten  Funktionen  von  r^  ist  v  -\-  th]  sie  sind  alle  nullter 
Ordnung,  und  man  hat  r  ^  r^  -^  r2 .  .  .  Zu  jeder  Gruppe  A  gehört  ein 
vollständiges  System  J/,,  das  alle  vorangehenden  Systeme  Jy  J^  . .  Ju—i 
umfafst  und  aus: 

(40)  r,  +  1/  +  1  =  n  —  2<?,  +  1 
Gleichungen  besteht;  dabei  ist  26k  der  Rang  der  Matrix: 

II  (/;/»)  II        {i,-k  =  v  +  \,v-{-2,..  n); 

Jh  hat  u.  a.  alle  Funktionen  /i  .  .  frj^  von  Fn  zu  Litegralen.  Die  Be- 
stimmung eines  weiteren  Integrals  von  Jn  erfordert  sonach  eine  Operation 

(41)  2m-  2n  + 2^,-1. 
Ein  solches  Integral  existirt  natürlich  nur,  solange 

^h  >  ^/i  —  ^• 

Nun  nimmt  aber  beim  Übergang  von  h  tm  h  -\-  \  die  Zahl  (41)  um 
eine  gerade  Zahl,  mindestens  aber  um  zwei  Einheiten  ab,  wie  aus  (40) 
und  aus  den  Ungleichungen,  denen  die  th  und  r^  genügen,  sofort 
hervorgeht. 

Ist  nun  h  der  kleinste  Index  derart,  dafs  die  Zahl  (41)  negativ 
wird,  so  ist  6^  notwendig  gleich  ri,  —  m,   da  ja  6u  nicht  kleiner  sein 
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kann  als  diese  Zahl.  Nach  Art.  413  enthält  also  Th  m-gliedrige  In- 
volutionssysteme, womit  die  Integration  des  vorgelegten  Integrations- 
problems (31)  geleistet  ist  (Art.  405  und  413). 

Wir  haben  demnach  folgenden  Satz  bewiesen: 

Ist  ein  v-gliedriges  Involiitionssystem  der  Form: 

(42)  u{x, . .  «.„,  J ,  I , .  .^)  =  c,        {i=\,..v) 

zur  Integration  vorgelegt,  kennt  man  ferner  von  dem  vollständigen  System: 

ifif)  =  0, . .  (/•./)  =  0 

ein  System  von  Integralen 

tu  '  }  tvj    ti'-\-li  •   •  try  * 

die  eine  r-gliedrige  homogene  Gruppe  F  definiren,  und  besitzt  die  letztere 
r  —  2(3  unabhängige  ausgezeichnete  Funktionen  y  sämtlich  von  nullt  er 
Ordnung,  so  erfordert  die  Integration  von  (42)  eine  Operation 

2m  — 2r  +  2(9—  1 
und  aufserdem  im  ungünstigsten  Fall  noch  je  eine  Operation: 
2m  —  2r  +  26  —  3,  2fn  —  2r  +  26  —  6, . .  ^,  3,  1. 

Doch  können  diese  letzteren  Operationen  ganz  oder  teilweise  wegfallen. 

Unter  den  Voraussetzungen  des  soeben  ausgesprochenen  Satzes 
lassen  sich  noch  zwei  andere  Integrationsmethoden  entwickeln,  die  den 
in  Art.  404  angedeuteten  ganz  analog  sind,  und  von  denen  die  eine 
die  Ermittelung  eines  in  F  enthaltenen  r  —  (j-gliedrigen  Involutions- 
systems nullter  Ordnung,  die  andere  dagegen  nur  die  Bestimmung 
aller  ausgezeichneten  Funktionen  von  F  erfordert.  Beide  Methoden  sind 
indes  weniger  vorteilhaft  als  das  soeben  geschilderte  Verfahren. 

§  4.     Anwendung  der  Theorie  der  Funktionengruppen  auf  partielle 
Differentialgleichungen,  die  z  explicite  enthalten. 

415.  Um  die  Theorie  der  Funktionengruppen  auch  für  Integrations- 
probleme vom  Typus  a)  nutzbar  zu  machen  (Art.  391  u.  f.),  müssen 
wir  diese  Probleme  zunächst  auf  den  Typus  y)  zurückführen  (Art.  378). 
Warum  sich  die  Theorie  der  Gruppen  nicht  ohne  weiteres  auf  den 
Fall  «)  übertragen  läfst,  ist  unmittelbar  ersichtlich :  es  existirt  in  diesem 
Fall  kein  dem  Poisson' sehen  Theorem  analoger  Satz.  In  der  That, 
die  Mayer'sche  Identität  (Art.  271) 

[F[0  W]\  +  mWF]]  +  l^FlFcp^]  EE  l^  [0  W\  +  If  [WF] 
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lehrt,  dafs  der   aus   zwei   Lösungen   O  und   W  der  linearen   partiellen 
Differentialgleichung 
(1)  [Ff]  =  0 

gebildete  Ausdruck  [0  W\  kein  Integral  dieser  Gleichung  liefert,  es  sei 
denn,  dafs  er  identisch  verschwindet,  oder  dafs  F  von  ^  nicht  abhängt. 
Der    Übergang    von    einem    Involutionssystem    in    den    2  m  +  1 
Variabein: 

(2)  ^.X^,  >  '00m,2hj'  -P'u 

zu  einem  Involutionssystem  vom  Typus  y)  vollzieht  sich  nach  Art.  378 
durch  die  Substitution: 

(3)  0  =  x,n  +  i ;  Pi  =  —  -^-     (i  =  1,  2, . .  w). 

'im  4-1 

Vermöge  dieser  Substitution  verwandelt  sich  jede  Funktion  0(^,  ..^>„,) 
der  2m  +  1  Variabein  (2)  in  eine  Funktion  nullter  Ordnung^)  der 
2  m  -\-  2  Variabein 

die  wir  folgendermafsen  bezeichneq; 

0(Xi   .  .  ^',«4-1,  CJi,  .  .  qrn^l)  ^  0{x,n-\-l,  X^^  .  .  X,„^ i-  •  • -)  - 

Bezeichnet  ^,  W  irgend  ein  zweites  in  diesem  Sinne  zusammen- 
gehöriges Paar  von  Funktionen  der  Variabein  (2)  bezw.  (4),  so  hat 
man  nach  Art.  378  vermöge  (3)  identisch: 

(5)  (ÖW)=--^{^W^, 

'im-\-l 

wenn  gesetzt  wird: 

Ferner  hat  man: 

(6)  («,  ä„.+ 1  ^)  =  fc  +  ,(9'W)  +  W{Öq,„+ ,)  = 

(7)  (^,„+,0,  q„,+  i  if)  =  (O,  g„.+  i'¥)  ■  q,n+i  +  0{q,„+i,  q,„+i^) 

416.  Die  soeben  erhaltenen  Identitäten  gestatten  mehrere  wichtige 
Folgerungen.     Den  Ausdruck 

(8)  Xf={Wf\-Wy-^, 


1)  Als  Funktion  s*^^  Ordnung  bezeichnen  wir  in  diesem  §  jede  Funktion  der 
2m  -\-  2  Variabein  (4),  die  hinsichtlich  der  qi.  homogen  s*^*"  Ordnung  ist. 
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worin  W  irgend  eine  Funktion  der  Variabein  (2)  bedeutet,  definirten 
wir  in  Art.  267  als  das  Symbol  einer  infinitesimalen  Berührungstrans- 
formatmi  der  2  m  -\-  1  Variabein  (2);  die  Funktion  W  bezeichnen 
wir  als  die  „charakteristiscJw  Funktion'^  dieser  infinitesimalen  Trans- 
formation. Verstellen  wir  unter  Sl  eine  Funktion  erster  Ordnung  der 
2m  +2  Variabein  x,  g,  so  stellt  der  Ausdruck 


nach  Art.  268  eine  infinitesimale  Jiomogene  Berülinmgstransformation  der 
2m  -{-  2  Variabein  (4)  dar;  Sl  heifst  die  charakteristische  Funktion 
dieser  inf.  Transformation.  Die  Identität  (6)  zeigt  jetzt:  Vermöge  der 
Substitution  (3)  verwandelt  sich  das  Symbol  der  infinitesimalen  Be- 
rührungstransformation  mit  der  charakteristischen  Funktion  W  (z  .  .  pm) 
in  das  Symbol  der  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransformation 
mit  der  charakteristiscJien  Funktion  —  g'm+i  •  Wj  und  umgekehrt. 
Besteht  die  Identität: 

so  sagen  wir:  die  partielle  Differentialgleichung  1.  Ordnung: 

(9)  F(z,Xi   .  .  Xrnj  p^  .  .i)m)  ==  COUSt. 

gestattet  die  infinitesimale  Berührungstransformation  mit  der  charak- 
teristischen Funktion  W  (Art.  55);  dann  gestattet  natürlich  auch  die 
homogene  partielle  Differentialgleichung: 

(10)  F{x^,  x.^, .  .  Xn,+  i,  gi,  g,, . .  qrn-\.i)  ==  c 

die  homogene  infinitesimale  Berührungstransformation  mit  der  charak- 
teristischen Funktion  —  qm-\-i  •  Wy  d.  h.  man  hat  dann: 

(g.,+  iF,i^)^0. 

417.  Es  seien  jetzt  0  und  W  zwei  Integrale  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  (1),  worin  JP'eine  gegebene  Funktion  der  Variabein 
(2)   bedeutet.      Dann   sind   wegen    (5j   auch    O    und    ^F  Integrale    der 
Gleichung: 
(!')  (Ff)  =  0, 

und  infolgedessen  ist  nach  dem  Poisson^ sehen  Theorem  auch  (O^F)  ein 
Integral  dieser  Gleichung.  Dieser  Ausdruck  ist  eine  Funktion  —  V^^ 
Ordnung;  ist  sie  also  nicht  identisch  null,  so  ist  ihr  reziproker  Wert 
die  charakteristische  Funktion  einer  homogenen  infinitesimalen  Be- 
rührungstransformation; die  partielle  Differentialgleichung  (10)  gestattet 
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offenbar   diese  Transformation,   und   aus    dem   vorigen   Art.   folgt  jetzt 
der  Satz: 

1)  Sind  0  und  W  zwei  Integrale  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

(1)  vm  =  0, 

und  ist  [0  W]  nicht  nullj  so  gestattet  die  partielle  Differentialgleichung 

(9)  F{0,  X^  .  .  Xrn-,  l?i,  .  .  i>/»)  =  C 

die  inf,  Berührungstransformation  mit  der  charakteristischen  Funktion 

1 

Es  sei  jetzt  ^  eine  Lösung  von  (1),  ferner  gestatte  die  partielle 
Differentialgleichung  (9)  die  inf.  Berührungstransformation  mit  der 
char.  Funktion  W.  Dann  sind  0  und  q,n-}-i  •  W  wegen  (5)  und  (6) 
Lösungen  der  linearen  Differentialgleichung  (1'),  also  ist  auch  der 
Ausdruck  (Ö,  q.,n-^iW)  ein  Integral  dieser  Gleichung.  Dieser  Ausdruck 
ist  von  der  nullten  Ordnung,  liefert  also  vermöge  (3)  ein  Integral  der 
Gleichung  (1).     Demnach  folgt  aus  der  Identität  (6)  der  Satz: 

2)  Ist  0  eine  Lösung  der  Gleichung 

(1)    .  [Fn=-=o 

und  gestattet  die  partielle  Differentialgleichung  F  =  c  die  inf  Berührungs- 
transformation mit  der  char.  Funktion  W,  so  ist  der  Ausdruck 

wiederum  ein  Integral  von  (1). 

Endlich  nehmen  wir  an,  die  partielle  Differentialgleichung  F  =  c 
gestatte  die  beiden  infinitesimalen  Berührungstransformationen  W^  und 
TFg-,  dann  sind  qru-\-i  W^  und  q„i^iW2  und  infolgedessen  auch  der  Aus- 
druck (qm-}-iWi,  qm-^iW2)  Lösungen  von  (1');  der  zuletzt  genannte 
Ausdruck  ist  von  der  ersten  Ordnung,  also  die  char.  Funktion  einer 
inf.  homogenen  Berührungstransformation;  die  Identität  (7)  liefert  jetzt 
den  Satz^) 

3)  Gestattet  die  partielle  Differentialgleichung  F  =  c  die  infinite- 
simalen Berührungstransformationen  mit  den  char.  Funktionen  W^  und 
TFg,  so  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  Berührungstransformation  mit 
der  charakteristischen  Funktion 

dW  dW 

(11)  n  =  \_w,w,-\  +  w,-jf-w,^- 


1)  Lie  II,  Kap.  15. 


I 
t 
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Dieser  Satz  ist  im  Wesentlichea  gleichbedeutend  mit  dem  fol- 
genden: Setzt  man 

XJ=  [WJ-]  -  W,  ||;  XJ=  [W,f]  -  W,  \{, 
SO  hat  man  die  Identität: 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  wird  am  leichtesten  erkannt,  wenn  man 
auf  die  drei  Funktionen  f]  qm^iW^y  qni-\-iW2  die  Jacobi'sche  Identität 
(Art.  270)  anwendet,  und  die  drei  Gleichungen  (5)  (6)  (7)  beachtet. 

Die  Sätze  1),  2),  3)  lassen  sich  auch  sehr  leicht  mittels  der 
May  er 'sehen  Identität  beweisen. 

418.  Wir  sagen,  ein  i/-gliedriges  Involutionssystem 

(12)  Fi(z,  X^,..  X,aPi  . . ir,n)  =  Ci  (i=\  ,,v) 
gestattet  die  infinitesimale  Berührungstransformation: 

xf=iwn-w%, 

wenn  alle  Ausdrücke  'X.Fi  identisch  null  sind.  Kennt  man  nun  von 
dem  i/gliedrigen  vollständigen  System 

(13)  \I\a  =  0,  \_F,f\  =  0  . .  [i^„/-]  =  0 
gewisse  Integrale 

(14)  F„..F,,F.+„..F,        {X>v+\), 

so  sind  entweder  alle  aus  (14)  zu  bildenden  eckigen  Klammerausdrücke 
null,  und  die  Integration  von  (12)  kommt  auf  die  des  A-gliedrigen 
Involutionssystems  F^=  c^  .  .  Fi==  Cx  hinaus,  oder  der  Satz  1)  erlaubt 
infinitesimale  Berührungstransformationen  aufzustellen,  die  das  gegebene 
Involutionssystem  gestattet.  Nehmen  wir  nun  allgemein  an,  dafs  aufser 
den  Integralen  (14)  noch  gewisse  inf.  Berührungstransformationen  be- 
kannt seien,  die  das  System  (12)  gestattet,  und  die  bezw.  die  charak- 
teristischen Funktionen 

(15)  W„  W„  . .  W^ 

besitzen  mögen.     Betrachten  wir  dann  eine  Funktion  der  Form: 

(16)  9iF„F„  ..F,,  W„  W,,..   W„), 
so  folgt  aus  den  Beziehungen: 


586 

Kap. 

XIV. 

Theorie  der  Funktionengruppen 

[F,i\\  - 

eO 

(»  = 

-\,..v;h  = 

=  !,•• 

^); 

[TT.F,]-: 

-  w. 

dz 

(fc  ==  1 . . 

(i;  * 

=  1 

die  Identität: 

[^FJ^ 

dF.^ 

»TT, 

• 

[419] 


Schliefsen  wir  daher  deu  Fall  aus,  dals  alle  Fi  von  z  frei  sind, 
so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Eine  Funktion  der  Form  (16)  genügt  dann  und  nur  dann  dem 
vollständigen  System  (13),  wenn  sie  in  den  Wu  homogen  nullter  Ord- 
nung ist.  Das  Involutionssystem  (12)  gestattet  dann  und  nur  dann 
die  infinitesimale  Berührungstransformation  mit  der  charakteristischen 
Funktion  (16),  wenn  diese  Funktion  in  den  Wh  homogen  erster 
Ordnung  ist. 

419.  Indem  wir  jetzt  auf  die  bekannten  Funktionen  (14)  (15)  die 
drei  Sätze  des  Art.  417  wiederholt  anwenden,  gelangen  wir  nach  einer 
endlichen  Zahl  von  Operationen  zu  einem  System  von  Funktionen 

(17)  F„  F,,  . .  F,.,  F.+, . .  F„  W„  W„  ..   W„ 

von  folgenden  Eigenschaften: 

a)  alle  p  +  (?  Funktionen  (17)  sind  unabhängig; 

b)  alle  Ausdrücke  der  Form: 

VFiF.y,  [WnF^  -Wn^'AWn  TFJ  +W,-^-Wh-^ 

sind  durch  die  Funktionen  (17)  allein  ausdrückbar. 

c)  Die  Fi  sind  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (13),  die  Wh 
charakteristische  Funktionen  von  infinitesimalen  Berührungstransfor- 
mationen, die  das  Involutionssystem  (12)  gestattet. 

Die  Zahl  a  ist  ^1;    andernfalls  wären  alle  \FiFk\  null,  was  wir 
ausschliefsen  wollen,  oder  durch  JF\  .  .  F^  allein  darstellbar  und  infolge 
dessen  Integrale   von  (13),   was  nach  Art.- 415  nur  möglich  ist,   wenn 
das  Involutionssystem  (12)  nicht  dem  Typus   «)  angehört.     Ist  ö  ^  2, 
so  sind  die  Ausdrücke: 

nach  Art.  418  Integrale  des  vollständigen  Systems  (13);  daher  können 
wir  uns  das  Funktionensystem  (17)  immer  auf  die  Form: 

(18)  F„K,  ..F,_„  W 
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gebracht  denken.  Diese  r  Funkfcionen  sind  unabhängig  und  es  be- 
stehen offenbar  Identitäten  der  Form: 

[-f.-P'd  -  ^  "PikiF^F,  ..F,^,)    («,  /£  =  1  . .  r  -  1) 

^WF,^-W^-§=W<(F,..F,_,)    (*=l,..r-l).    ■ 

Die  Sätze  1)  2)  3)  des  Art.  417  können  zusammen  als  Analogon 
des  Poisson'schen  Theorems,  ein  Funktionensystem  (18)  von  der  so- 
eben genannten  Beschaffenheit  als  Analogon  einer  r-gliedrigen  Funk- 
tionengruppe betrachtet  werden.  Der  Zusammenhang  mit  den  Ent- 
wickelungen  des  vorigen  §  ist  unmittelbar  evident:  Besitzt  ein  'Funk- 
tionensystem (18)  die  oben  erwähnten  Eigenschaften,  so  bilden  die 
Funktionen : 

eine  r-gliedrige  homogene  Funktionengruppe  mit  den  2m  -\-  2  Variabein 
X,  qy  und  zwar  erscheint  diese  Funktionengruppe  in  der  reduzirten 
Form,  die  in  Art.  407  unter  (10)  angegeben  wurde-,  die  Umkehrung 
dieses  Satzes  ist  offenbar  ebenfalls  richtig. 

Ist  demnach  ein  v-gliedriges  Involutionssystem  (12)  zur  Integration 
vorgelegt,  und  kennt  man  von  vorneherein  gewisse  infinitesimale  Be- 
rührungstransformationen, die  das  gegebene  System  gestattet,  und  ge- 
wisse Integrale  des  zugehörigen  vollständigen  Systems  (13),  so  lehren 
die  Entwickelungen  dieses  und  des  vorigen  §,  wie  man  aus  den  ge- 
nannten Umständen  für  das  gegebene  Integrationsproblem  den  gröfst- 
möglichen  Vorteil  ziehen  kann. 

420.  Gehört  das  Involutionssystem  (12)  dem  Typus  ß)  an  (Art.  353), 

so  gestattet  es  die  infinitesimale  Transformation  k^,  m.  a.  W.:  die  in- 
finitesimale Berührungstransformation  mit  der  charakteristischen  Funk- 
tion —  1.  Sind  in  diesem  Falle  O  und  W  zwei  Lösungen  des  v- 
gliedrigen  vollständigen  Systems  (13),  so  gilt  nach  Nr.  415  und  417 
dasselbe  von  den  drei  Ausdrücken: 

dz  ^    dz  ^  ^        -" 

gestattet  ferner  das  System  (12)  eine  infinitesimale  Berührungstrans- 
formation mit  der  charakteristischen  Funktion  W,  so  ist  W  ein  In- 
tegral von  (13j,  und  umgekehrt.  Kennt  man  also  von  vorneherein 
gewisse  Integrale  des  vollständigen  Systems  (13),  so  gelangt  man 
durch  wiederholte   Anwendung   der  Klammeroperation   |  CP  W\   und   der 
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Operation  ^  in  allen  Fällen  zu  einem  System  von  unabhängigen  In- 
gralen : 

(19)  F,,..F,,F„+,,.Fr-, 

von  der  Eigenschaft,  dafs  identisch: 

[F,F,]  '=  ^ik{F,, . .  Fr-i)         (^,  ^  =  1, .  .  r  —  1) 

Sind  alle  'jP*,-  null,  so  bilden  die  Fi  im  Sinne  von  §  2  eine  r  —  1- 
gliedrige  Funktionengruppe  in  den  2  m  Variabein  x,  p^  und  lassen 
sich  nach  der  daselbst  entwickelten  Theorie  für  die  Integration  von 
(12)  verwerten.  Im  entgegengesetzten  Falle  kann  das  System  (19), 
wie  man  leicht  erkennt,  durch  ein  anderes  von  der  Form: 

ersetzt  werden,  worin  die  Qi  von  z  frei  sind  und  für  sich  eine  r  —  2- 
gliedrige  Funktionengruppe  im  Sinne  von  Art.  397  bilden,  während  H 
die  Form: 

besitzt,  und  r  —  2  Identitäten  der  Form: 

[ÄOJ  EE   ^,(^1,  %,  .  .  Or-2)  (i  =  1,  .  .  r  -  2) 

befriedigt.  Die  Verwertung  dieses  Funktionensystems  für  die  Integration 
von  (12)  erfolgt  dann  wie  oben  durch  den  Übergang  zu  der  zugehörigen 
homogenen  Funktionengruppe  in   den   2  m  -\-  2   Variabein  x,  q. 

Im  Falle  y)  gestattet  das  Involutionssystem  die  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation mit  der  charakteristischen  Funktion  ^^  in  der 
That  hat  man  ja  in  diesem  Fall: 

Man  verifizirt  sofort,  dafs  auch  hier  die  Verwertung  bekannter  In- 
tegrale des  Systems  (13)  unmittelbar  auf  die  Theorie  des  vorigen  § 
zurückführt. 

421.  Ein  Involutionssystem  vom  Typus  ß)  ist  nach  dem  Vorigen 
dadurch  charakterisirt,  dafs  es  die  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mation mit  der  charakteristischen  Funktion  1  gestattet,  ein  System 
vom  Typus  y)  dadurch,  dafs  es  aufserdem  noch  die  Berührungstrans- 
formation mit  der  charakteristischen  Funktion  z  gestattet.  Auf  diese 
Weise  erklären   sich    die  Integrationsvereinfachungen,    welche    die    ge- 
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nannten  Fälle  dem  allgemeinen  Fall  a)  gegenüber  darbieten.  In  der 
That^  ist  das  gegebene  Involutionssystem  (12)  von  z  frei,  dann  und 
nur  dann  bilden  die  Funktionen: 

F^,  F^,  .  .  Fyj  qm+x 

eine  v  +  1-gliedrige  homogene  Funktionengruppe  in  den  2  m  -\-  2  Va- 
riabein X,  qy  und  zwar  ein  Involutionssystem,  dessen  Integration  nach 
Art.  414  je  eine  Operation 

2m +  2  —  2(t/  +  1),  2m  +  2  —  2(v  +  1)  —  2  etc. 

d.  h.  also  die  Operationen  2m  —  2v y  2m  —  2v  —  2  etc.  erfordert. 
Im  Falle  y)  und  nur  in  diesem  bilden  die  Funktionen 

F^    ..    Fvy    qm-\-lf    Q'm  +  l^m+l; 

oder,  was  dasselbe  sagt,  die  Funktionen 

F^    .  .    Fyy    gm+1,    OCm+l 

eine  v  -\-  2-gliedrige  homogene  Funktionengruppe,  deren  ausgezeichnete 
Funktionen  F^  .  .  Fy,  alle  nullter  Ordnung  sind.  Nach  Art.  414  er- 
fordert also  die  Integration  des  Involutionssystems  (12)  in  diesem  Falle 
je  eine  Operation 

2w  +  2  — 2(2/  +  2)  +  2  — l  =  2m  — 2i/  — 1;  2m  — 2t/  — 3,.. 3, 1, 

was  mit  den  Ergebnissen  von  Kap.  XIII  übereinstimmt. 

422.  Die  vorstehenden  Resultate  sind  Spezialfälle  der  beiden  folgen- 
den Sätze: 

Gestattet  ein  v-gliedriges  Involutionssystem 

(12)  Fi{Zy     Xl      .      .     Xn^y       Ply      .      ,    ^r.^      =      C',  {%      ==       \  ^      ,      ,      V) 

eine  hekannte  infinitesimale  Berührungstransformation  y  so  erfordert  seine 
Integration  je  eine  Operation 

2m  —  2vy  2m  —  2v  —  2y..4y  2,  0. 

Gestattet  es  zwei  infinitesimale  Berührungstransformationen  mit  den 
charakteristischen  Funktionen   W^  und  TFg,  und  ist  der  Ausdruck} 

(20)  [  W,  W,]  +W,^-^-W,^-^ 

nicht  null,  so  erfordert  die  Integration  des  Systems  (12)  je  eine  Operation: 
2m  — 2v  —  1,  2m  — 2i/  — 3,  ..3,  1; 

verschtvindet  dagegen  der  Ausdruck  (20)  identisch,  so  verlangt  diese  In- 
tegration  nur  je  eine  Operation: 

2m  —  2v  —  2y  2m  —  2v  —  4, .  ,  4,  2,  0. 
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Die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  erkennt  man  sofort  durch 
dier  Betrachtung  der  v  +  ^ -gliedrigen  homogenen   Funktionengruppe: 

F^,   .  .  Frf  qm-\.i  Wj^,  qm+1  W^, 

welche  unter  der  gemachten  Annahme  ein  v  +  2-gliedriges  Involutions- 
system bildet-,  die  übrigen  Sätze  fliefsen  unmittelbar  aus  Art.  419. 
Enthält  beispielsweise  eine  partielle  Differentialgleichung: 

(21)  F(x,  y,  0,  p,  q)  =  const. 

irgend  eine  der  Variabein  x,  y,  z  nicht,  so  gestattet  sie  eine  der  infini- 
tesimalen  Berührungstransformationen  ^-,  ^J- ,  tX  ^  deren  charakter- 
istische Funktionen  bezw.  gleich  p,  q,  —  1  sind;  ihre  Integration  er- 
fordert also  je  eine  Operation  2  und  0;  enthält  sie  irgend  zwei  der 
Variabein  x,  y,  z  nicht,  so  verlangt  ihre  Integration  nur  eine  Quadratur 
(vgl.  Art.  370). 

423.  Als  weiteres  Beispiel  betrachten  wir  diejenigen  partiellen 
DiflPerentialgleichungen  der  Form  (21),  welche  die  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation mit  der  charakteristischen  Funktion 


gestatten.     Diese  infinitesimale  Transformation  hat  die  Form: 

•^'  —  yr+^^T¥  V  a^  "^  ^  dy     dz) 5 

die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Xf  =  0  besitzt  die  Integrale 

p,  q,  x  +  pz,  y  +  qz. 
Soll  also  XF^^O  sein,  so  mufs  (21)  die  Form 
(22)  F{jhq,^+P^,y  +  q^)  =  c     ^) 

haben.     Schreibt  man 

(2o)       r^  =  x^q^       ^3^25  ^2  =="  ^^^1       ^lÖ'a?  ^'s  ^=  ^iQ.-!       ^-iQ.!} 
so  läfst  sich  die  Gleichung  F  =  c^  die  aus  (22)  durch  die  Substitution 

(24)  x===Xi',  y  =  x^',  z  =  x^',  p  =  ^^^5  q  ==  =^ 
hervorgeht,  in  folgender  Form  schreiben: 

(25)  F=  0(q,,  q,,  q,,  r„  r^,  r,)  =  c, 


1)  Die  Gleichungen  dieser  Art  wurden  zuerst  von  Abel  Transon  betrachtet, 
Journal  de  l'Ecole  polyt.,  cah.  88,  Bd.  22.  (1861);  vgl.  Lie-Scheffers,  Geometrie 
der  Berührungstransformationen  I,  p.  273,  676  ff. 
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worin  die  Funktion   O  hinsichtlich  der  6  Yariabeln 

homogen  nullter  Ordnung  ist.  Die  G  Gröfsen  i^Q))  sind  dabei  durch 
die  Identität 

(27)  U  ^  q^r,  +  q^r^  +  ^3^3  =  0 

an  einander  geknüpft.  Umgekehrt  führt  jede  Gleichung  der  Foi*m 
(25)^  deren  linke  Seite  hinsichtlich  der  6  Variabein  (26)  homogen 
nullter  Ordnung  ist^  vermöge  der  Substitutionen  (23)  und  (24)  zu 
einer  Relation  der  Gestalt  (22)  zurück. 

Die  Funktionen  O  und  g'3  |/l  +  ^  +  ^,  oder^  was  dasselbe  be- 

sagt^  die  Funktionen 

^  und  Q~q^^J^  g/  +  ^3^ 

bilden,  wie  aus  Art.  417  oder  auch  durch  direkte  Rechnung  leicht 
folgt,  ein  zweigliedriges  Involutionssystem  mit  den  6  Variabein  Xi,  qr^ 
nach  Art.  354  verlangt  also  die  Integration  der  Gleichung  (25)  zu- 
nächst die  Bestimmung  eines  von  Q  und  von  Q  unabhängigen  Inte- 
grals des  zweigliedrigen  Jacobi'schen  Systems: 

„s,  «-(»rt-i?(l|ft-Sli;) 

(29)  Os(90s«,^+,,Ä  +  ,,^. 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (29)  ist  eine  arbiträre 
Funktion  der  6  Gröfsen  (26);  unser  Problem  kommt  also  darauf  hin- 
aus, von  der  Gleichung  (28)  ein  Integral  zu  bestimmen,  das  nur  von 
den  6  Variabein  (26)  abhängt,  aber  nicht  durch  die  Funktionen  ^,  §,  R 
allein  ausdrückbar  ist.  Unter  der  Annahme,  dafs  f  nur  von  den  Va- 
riabein (26)  abhängt,  schreibt  sich  aber  die  Gleichung  (28)  folgender- 
mafsen : 

(30)         o=2'(*«*)^+2'^*'-">Ä' 

und  man  hat: 

und  die  4  analogen  Gleichungen,  die  hieraus  durch  cyclische  Ver- 
tauschung der  Indices  entstehen.  Die  Koeffizienten  der  Gleichung  (30) 
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hängen  also  ebenfalls  nur  von  den  Variabein  (26)  ab,  und  wir  können 
unser  Integrationsproblem  so  formuliren:  man  sucht  ein  nicht  durch 
0,  Q,  B  allein  ausdrückbares  Integral  der  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung (30),  in  der  jetzt  die  6  Variabein  q,-^  r^  als  ebenso  viele 
Indepemlente  betrachtet  werden  dürfen.     Ist  jetzt  die  Determinante 

d^       d^       d^ 
dq^^      dq^'      dq^ 

Qu        Q2^         % 


(31) 


vermöge  11  =  0  nicht  null,  so  sind  die  drei  Funktionen  0,  Q,  R  hin- 
sichtlich der  Variabein  q^q^Qz  unabhängig.  Ist  dann  q^q^^q^^r^^'i^^r^^ 
eine  Stelle,  an  der  diese  drei  Funktionen  bezw.  die  Werte  0^,  Q^  ^  0  an- 
nehmen, und  an  der  O  regulär  ist,  so  kann  man  in  die  partielle 
Differentialgleichung  (30)  die  Variabein  (P,  §,  B  statt  der  g,-  als  neue 
Independente  einführen,  und  die  Koeffizienten  der  transformii-ten  Glei- 
chung werden  an  der  Stelle 

(32)  ®»   Ö",  0,  n»,  r/,  r,» 
regulär.     Man  hat  nun: 

(*/■)  ,.=  g  {09)  +11  {9Q)  +g^^  {0B)  +2"!^.  (4>n). 

Aber  der  Ausdruck  {Q^)  ist  null,  und,  wie  die  Ausrechnung 
lehrt,  auch  (-R^);  die  Relation  (30)  erhält  also  die  Form 

(33)  x«»-,)g  +  (*.,)g+(*r3)|^  =  0. 

Die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  sind  Funktionen  von  0,  Q,  7?, 
^1^2*^3?  ^^^  ^^  ^^1'  Stelle  (32)  regulär.  Sie  verschwinden  nicht  alle 
vermöge  JR  =  0,  da  andernfalls  auch  die  Determinante  (31)  vermöge 
B  ==  0  null  wäre;  wir  dürfen  daher  annehmen,  dafs  sie  insbesondere 
an  der  Stelle  (32)  nicht  alle  verschwinden. 

Man  kann  jetzt  mittels  einer  Operation  2  ein  Integral 

Sl(0,B,Q,r^,r^,r,) 

der  Gleichung  (33)  augenscheinlich  immer  so  bestimmen,  dafs  es  <in 
der  Stelle  (32)  regulär  ist  und  wenigstens  eine  der  Variabein  r;,  wirk- 
lich enthält,  auch  wenn  B  darin  durch  Null  ersetzt  wird.  Substituirt 
man  für  die  Ausdrücke  n-  ihre  Werte  (23),  so  reduzirt  sich  Sl  nicht 
auf  eine  Funktion  der  5  Gröfsen  0,  Q,  x^^  x^,  x^  allein,  d.  h.  die  drei 
Funktionen  0,  Q,  Sl  sind  hinsichtlich  qiq^q^  unabhängig.  Drückt  man 
nunmehr  mittels  der  Relationen: 
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die  qi  als  Funktionen  von  x^x^x^cc  c"  aus,  und  substituirt  die  erhaltenen 
Werte  in  den  Ausdruck 

q^dx^  -\-q^dx^  +  q^dx^, 

so  verwandelt  sich  dieser  in  ein  exaktes  Differential  dV(x^x^x^cc  c") 
und  V  wird  durch  eine  Quadratur  gefunden  (Art.  369).  Die  Gleichung 
J  ==  F  +  const.  ist  ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung (25),  wenn   darin  unter  den   qi  die  Ableitungen  ^  ver- 

i 

standen  werden;  nach  Art.  314  erhält  man  hieraus  ohne  weiteres  ein 
vollständiges  Integral  der  Gleichung  (25)  im  Sinne  der  zweiten  1.  c. 
gegebenen  Definition. 

Ist  die  Determinante  (31)  vermöge  R  =  Q  identisch  null,  so  darf 
man  ^,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  als  eine  homogene 
Funktion  nullter  Ordnung  der  vier  Grölsen  ]/§,  r^^  r^^  r^  voraussetzen; 
dann  bilden  die  drei  Funktionen  0,  5i,  r-^^  -f"  r^^  -{-  r^^  ein  dreigliedriges 
Involutionssjstem,  und  die  Integration  von  (25)  geschieht  mittels  einer 
Quadratur.  Eine  Ausnahme  bildet  nur  der  Fall,  dafs  aufser  (31)  auch 
noch  alle  drei  Funktionen  (^n)  vermöge  R  =  0  verschwinden.  Dann 
aber  kann  die  Gleichung  (25)  auf  die  Form 

(34)  ^^^^i-^^i^' =  const. 

gebracht  werden,  und  die  drei  Funktionen 


^.2     1      ^.2     1      ^.2 


bilden    ein    dreigliedriges    Involutionssystem    nullter    Ordnung,  womit 
die  Integration  von  (34)  nach  Art.  369  erledigt  ist.  ^) 

§  5.     Die  Bäcklund'sclie  Theorie. 

424.  Durch  die  Entwickelungen  des  Kapitels  XIII  ist  die  Frage 
nach  den  etwa  vorhandenen  gemeinsamen  Integral  -  ilf„,  mehrerer  be- 
liebig vorgegebener  Gleichungen 

(1)  Fi(0,  Xi,X2,  .  .  Xm,  Pi,P2y  '  -  Pn)  =0  (i  =  1,  2,  .  .  r) 

vollkommen  erledigt.    In  diesem  §  wollen  wir  untersuchen,  auf  welche 


> 


1)  Weitere  Beispiele  von  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
mit  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  s.  in  dem  pag.  .590  zitirten  Buch 
von  Lie-Scliett'ers,  Kap.  13  u.  14. 

V.  Weber,  Das  Pfaffsche  Problem.  38 
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Weise  man  überliaupt  alle  gemeinsamen  Integralmannigfaltigkeiten 
eines  gegebenen  Gleichungensystems  (1)  ermitteln  kann,  m.  a.  W.:  wir 
wollen  für  jede  Zahl  v  der  Reihe  1,  2^  .  .  m  entscheiden^  ob  die  ge- 
gebenen Gleichungen  (1)  gemeinsame  v-fach  ausgedehnte  Integral- 
mannigfaltigkeiten besitzen  können,  oder  nicht,  und  im  ersteren  Falle 
die  Gesamtheit  der  Integral-ilf^  auch  wirklich  bestimmen. 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  geschieht  im  Wesentlichen  durch 
einen  von  Ä.  V.  BücMund^)  auf  synthetischem  Wege  gefundenen  Satz, 
der  sich  uns  als  einfache  Folgerung  aus  der  allgemeinen  Theorie  des 
Pfaff'schen  Problems  darstellen  wird.  Dieser  letztere  Umstand  recht- 
fertigt auch  die  Einordnung  dieser  Untersuchung  in  das  vorliegende 
Kapitel  über  Funktionengruppen;  beiden  Theorien  liegen  nämlich  die- 
selben analytischen  Thatsachen  zu  Grunde,  und  zwar  die  Sätze  von 
Kap.  IX,  §  4. 

Im  Hinblick  auf  die  grofse  Anzahl  der  sich  hier  darbietenden 
Möglichkeiten  erscheint  es  nicht  thunlich,  das  eben  genannte  all- 
gemeine Problem  mit  der  Ausführlichkeit  zu  behandeln,  die  wir  in 
Kap.  XIII  dem  Spezialfall  v  =  m  zu  teil  werden  liefsen;  wir  be- 
schränken uns  daher  auf  die  Hervorhebung  der  wichtigsten  Resultate, 
während  wir  die  genauere  Ausführung  derselben  und  zum  Teil  auch 
die  Verifikationen  dem  Leser  überlassen. 

425.  Vorab  erinnern  wir  auch  hier  wieder  daran,  dafs  wir  uns 
das  Gleichungssystem  (1)  von  vorneherein  auf  eine  Form  gebracht 
denken,  in  der  es  hinsichtlich  der  2  m  ~\-  1  Variabein 

(2)  -  ^,  X^,  .  •  X,n^  p^j  .  .  pm 

den  Bedingungen  des  Art.  40  genügt.  Wir  bezeichnen  nun  wie 
früher  mit 

(o)  Aj,    Ag,    .  .    A2m-f  1 

die  Variabein  (2)  in  irgend  einer  bestimmten  Reihenfolge.  Setzen 
wir  noch 

r  -\-  s  =  2m  -\-  1, 

so  dürfen  wir  annehmen,  dals  die  Relationen  (1)  in  der  Form: 

(4)  K-\-n  =  q>h {K^hy  -^-0  Q^  =  1;  %  •  •  0 

auflösbar  seien.     Der  Pfaff'sche  Ausdruck: 

A  ^^idz  —■  p^dx^  —  '  '  — PmdXm 

verwandelt  sich  dann,  wenn  man  die  Gröfsen  Xs+h  durch  ihre  Werte 
(4)  ersetzt,  in  einen  Pfaff'schen  Ausdruck 

1)  Bäcklund  I. 


I 
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z/o  =  «1(^1  •  •  Xs)dXi-\ h  eis  (^1  .  .  Xs)cUsy 

welcher  n«^cli  Art.  236  die  Klasse 

(5)  7Cq  =  a  +  ö'  -\-  2m  +  1  —  2r 

besitzt;   dabei   bedeuten  2a  und  2ö'  die  Rangzahlen,   die   den  Matrices 


(B,)        :|[i^,i^Jli;       (Cr) 


dF, 

dl 


'-^        0 


{i,k  =  l..r) 


I 

I 


vermöge  des  Gleichungensystems  (1)  zukommen. 

Ist  zunächst  Xq  =  0,  so  verschwindet  z/q  identisch ,  d.  h.  die 
Gleichungen  (1)  stellen  an  sich  schon  eine  Element-Jf2«/+i— >  des 
Raums  Rm^i^^x^^  .  .  Xm)  dar;  natürlich  mufs  dann  r'^m-{-l  sein. 
Man  hat  jetzt 

6  =  6'  —  1  =  r  —  m  —  1, 

und  das  Problem,  alle  gemeinsamen  Integralmannigfaltigkeiten  des 
Systems (1)  zu  finden,  wird  trivial;  man  braucht  ja  zu  diesem  Zweck  mü- 
den Gleichungen  (1)  beliebige  weitere  Relationen  hinzuzufügen.  Es 
sei  noch  daran  erinnert,  dafs  im  Falle  r^m-\-l  die  Zahl  r  —  m  —  1 
der  Minimalwert  ist,  den  6  annehmen  kann,  wenn  die  gegebenen  Glei- 
chungen (1)  wirklich  ein  r-gliedriges  Gleichungensystem  im  Sinne 
von  Art.  40  darstellen  sollen  (Art.  243). 

Es  sei  zweitens  x^^l.  Da  (?'  entweder  gleich  6  oder  gleich 
6  -\-  1  ist,  so  folgt  aus  (5),  dafs  die  PfaiF'sche  Gleichung  J^  =  0  in 
allen  Fällen  auf  eine  reduzirte  Form 

.(6)  di  —  TC^dl^ 7tt-idit-i  =  0 

gebracht  werden  kann,  wenn  man  mit  t  die  Zahl 

r  =  (?  +  **^  +1  —  ^7 

und  mit  ^,  jc,,  |,-  gewisse  2t  —  1  unabhängige  Funktionen  der  Varia- 
bein Aj,  Ag,  .  .  A.,  bezeichnet. 

Die  Herstellung  der  reduzirten  Form  (6)  erfolgt,  wie  man  mit 
Hülfe  von  Kap.  IX,  §  4  leicht  erkennt,  durch  je  eine  Integrations- 
operation 

2r  — 1,  2r  — 3,  ..  3,  1. 
Es  seien 

7],^'^%('-^  .  .  rj,.^'^         {k  =1,2,. .r  — 26) 

die  linear  unabhängigen  Lösungen,  die  das  Gleichungensystem 

38* 
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,,,  [F^F;\  +  %  [F.F.:]  +  .  .  +  ^.[J-,. F,]  =  0        (i  =  1  . .  r) 
vermöge  (1)  besitzt.     Setzt  man  dann 

X,f=  ri,m  lF,n  +  ■■  +  Vr^'Wrn         (fc  =  1  .  .  r  -  20),     . 
substituirt  man  ferner  in  den  Koeffizienten  der  Gleichungen 

XJ=0,    XJ=0,..    Xr-2of=0 

für  die  A^-f-i  ..  A2r«+i  ibre  Ausdrücke  (4)  und  läfst  die  mit 

df  df 

multiplizirten  Terme  fort,  so  entsteht  ein  r  —  2  (?  -  gliedriges  voll- 
ständiges System  J  mit  den  unabhängigen  Variabein  k^,  Ag,  .  .  A«;  die 
2t  —  1  Funktionen  J,  sr,-,  |/  bilden  ein  System  unabhängiger  Lösungen 
desselben,  und  zwar  kann  tl.  B.  für  g^  ein  beliebiges  Integral  von  J 
gewählt  werden. 

426.  Die  Relationen   (1)   definiren  zusammen  mit   den  folgenden: 

T-fach  uxiendlich  viele  gemeinsame  Integral  -  ilif„j  _  ö  der  vorgelegten 
Gleichungen  (1);  jedes  gemeinsame  Flächenelement  dieser  Gleichungen 
ist  im  allgemeinen  auf  einer  und  nur  einer  derartigen  Element-illf„j_(; 
enthalten.  Wir  bezeichnen  die  Gesamtheit  der  durch  (1)  (7)  definirten 
Integral -il[fm_(x  als  ein  „vollständiges  Integral"  der  gegebenen  Glei- 
chungen (1). 

Die  Integral- J/^—a  eines  vollständigen  Integrals  sind  also  da- 
durch charakterisirt,  dafs  sie  zusammen  alle  (X)2'"+^~''  Flächenelemente 
umfassen,  die  durch  die  Relationen  (1)  definirt  werden. 

Die  allgemeinste  Integral -illfm_(;  des  Systems  (1)  wird  erhalten, 
indem  man  nach  den  Regeln  von  Kap.  VII  die  PfafF'sche  Gleichung 
(6)  durch  t  Relationen  zwischen  den  Variabein  J,  |,  %  befriedigt.  Der 
Übergang  von  einem  bestimmten  vollständigen  Integral  zu  einem  be- 
liebigen andern  vollständigen  Integral  vollzieht  sich  wie  in  Art.  318 
durch  eine  Berührungstransformation  der  2r  —  1  Variabein  ^jr|. 

Um  alle  weniger  als  m  —  ö-fach  ausgedehnten  Integralmannig- 
faltigkeiten der  gegebenen  Gleichungen  zu  finden,  hat  man  der 
Pfaff 'sehen  Gleichung  (6)  durch  ein  System  von  mehr  als  t  Relationen 
in  allgemeinster  Weise  zu  genügen-,  nach  Kap.  VII,  §  2  entstehen  da- 
durch Gleichungensysteme,  die  aufser  den  Variabein  J,  |,-,  iti  auch  noch 
Aj  .  .  A,  explicite  enthalten  können. 

427.  Die  Relationen 
5  =  c,  ^/  =  6V,  Tti  s=  yi     (i  =  1,  .  .  r  —  1 ;  c,  c,-,  yi  arb.  Konstante) 


[428] 
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definiren  unter  der  Annahme  r>20  mit  (1)  zusammen  ein  System 
von  oo^^-i-fach  unendlich  vielen,  r  —  2  ö- fach  ausgedehnten  Integral- 
manuigfaltigkeiten  v^  (1),  welche  wir  als  „Charakteristiken"  oder 
„charakteristische  M,.-2a^^  des  gegebenen  Gleichungensystems  (1)  be- 
zeichnen wollen.  Diese  Charakteristiken  sind  auch  definirt  durch  die 
Relationen: 


ca,-(Ai  ^2  .  .  A,)  =  d         (i  =  1,  2, 


1). 


worin  die  linken  Seiten  ein  System  unabhängiger  Lösungen  des  vorhin 
definirten  vollständigen  Systems  J  darstellen  (Art.  425). 
Wir  nennen  das  Wertsystem 


(8) 


1  /  m>J-\y        J-  in 


ein   nichtsinguläres   Flächenelement   des   gegebenen    Gleichungen  Systems 
(1),  wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

1)  alle  Funktionen  F^,  .  .  JF;-  sind  an  der  Stelle  (8)  regulär  und 
verschwinden  daselbst. 

2)  Es  verschwinden  an  der  Stelle  (8)  weder  alle  2(?-reihigen  De- 
terminanten der  Matrix  {Br)  noch  auch  alle  r-reihigen  Determinanten 
des  Schemas: 


(9) 


dx.' 


dF^      dF^      dF^ 


dz  '     dp^^ 


dF.^      cF^      dF^  cF^ 


^^rn' 


I 


Ein  Wertsystem  (8),  das  zwar  die  Bedingung  1),  nicht  aber  2) 
erfüllt^  wird  ein  shiguläres  Flächenelement  genannt.  Unter  einer  sin- 
gulären  Integralmannigfaltigheit  verstehen  wir  dem  entsprechend  eine 
solche,  die  aus  lauter  singulären  Flächenelementen  besteht.  Dies  vor- 
ausgeschickt, erkennt  man  leicht  die  Richtigkeit  folgender  Sätze: 

Jedes  nichtsinguläre  Flächenelement  des  Systems  (1)  ist  auf  einer 
und  nur  einer  charahter istischen  Mr—2o   enthalten. 

Liegen  zwei  benachbarte  nicht  singulare  Flächenelemente,  die  dem 
System  (1)  genügen,  vereinigt,  so  liegen  die  bezw.  von  ihnen  ausgehenden 
charakteristischen  Mr—2a  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  vereinigt. 

Enthält  eine  nicht  singulare  Integral- Mjn—a  ßi'^  gewisses  Flächen- 
element (8),  so  enthält  sie  auch  die  ganze  von  ihm  ausgehende  Charak- 
teristik, m.  a.  W.:  Jede  nicht  singulare  Integral- Mm -n  ist  von  <x)^'^~^+" 
charakteristischen  Mr—2a  erzeugt. 

428.  Aufser  den  in  Art.  426  genannten  Integraläquivalenten,  welche 
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mit  Hülfe  einer  reduzirteri  Form  (0)  durch  Gleich ungensysteme  in 
^,  ^iTCi  dargestellt  werden,  kann  das  gegebene  System  (1)  nur  noch 
singulare  Integraläquivalente  besitzen  (Kap.  VII,  §  2). 

Diese  müssen,  soferne  sie  überhaupt  existiren,  aafser  (1)  auch  noch 
diejenigen  Relationen  erfüllen,  die  durch  Nullsetzen  aller  2  6- 
reihigen  Hauptunterdeterminanten  von  (Br)  oder  aller  r-reihigen  De- 
terminanten in  dem  Schema  (9)  erhalten  werden;  ihre  Ermittelung 
kommt  darnach,  wie  man  leicht  einsieht,  in  allen  Fällen  darauf  hinaus, 
alle  gemeinsamen  nichtsingulären  Integralmannigfaltigkeiten  eines  Glei- 
chungensystems zu  finden,  das  aus  (1)  durch  Hinzufügung  gewisser 
Relationen  entsteht. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die"  Frage  nach  den  etwa  vorhan- 
denen mehr  als  m  —  6 -fach  ausgedehnten  Integralmannigfaltigkeiten, 
die  nach  Art.  191  notwendig  singulär  sind;  dieser  Frage  wollen  wir 
uns  jetzt  zuwenden.    . 

429.  Sollen  die  Gleichungen  (1)  eine  Integral-Jf^_^,  gemein  haben, 
wobei 

M  —  ()  >  m  —  (?,  also   Q  <,6 

angenommen  wird,  und  m  —  q,  wie  sich  von  selbst  versteht,  nicbt 
gröfser  als  2m  -\-  1  —  r  sein  darf,  so  mufs  es  nach  Art.  243  ein 
Gleichungensystem 

(10)  F,  =  0,  ..  Fr  =  0,  F,+i  =  0,  . .  i^,.-t-^.+i  =  0 

geben,  vermöge  dessen  der  Rang  der  Matrix  (Bm^Q-^i)  gleich  2q 
wird.  Eine  gemeinsame  Integral -iltf,/i_^  des  gegebenen  Gleichungen- 
systems (1)  mufs  demnach  auch  alle  diejenigen  Relationen  erfüllen,  die 
durch  Nullsetzen  aller  2q  -}-  2-reihigen  Hauptunterdeterminanten  der 
Matrix  (Br)  entstehen.  Da  2q  <,26j  wo  26  den  Rang  von  (B^)  be- 
deutet, so  erhält  man  auf  diesem  Wege  sicher  neue  Relationen.  Diese 
fügen  wir  dem  System  (1)  hinzu,  und  denken  uns  das  entstehende 
Gleichungensystem  auf  eine  Form  gebracht,  in  der  es  den  Festsetzungen 
des  Art.  40  genügt.     Auf  das  so  erhaltene  Relationensystem 

(11)  F,  =  0,  ..Fr  =  0,  Fr+i  =  0,  .  .  Fr+r'  ==  0 

wenden  wir  dieselbe  Schlufsweise  von  neuem  an,  d.  h.  wir  setzen  alle 
2q  -\-  2-reihigen  Hauptunterdeterminanten  von  (Br-^/)  gleich  null,  und 
fügen  die  erhaltenen  Relationen  dem  System  (11)  bei,  u.  s.  w. 
Auf  diesem  Wege  erhalten  wir  nach  einer  endlichen  Anzahl  von 
Schritten  notwendig  entweder 

1)  ein  mehr  als  m  +  1  +  ()-gliedriges  Relationensystem  zwischen 
den  Variabein  ^,  Xi,  ^/,  und  das  gegebene  System  (1)  besitzt  dann 
überhaupt  keine  Integral-iltf,„_^; 
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oder  2)  ein  m  -f-  1  -f-  ^-gliedriges  Gleichungensystem  (10),  ver- 
möge dessen  in  der  zugehörigen  Matrix  {Bm-^-Q-^i)  alle  2^  -f-  2-reihigen 
Hauptunterdeterminanten  verschwinden,  das  also  eine  m  —  ()-fach  aus- 
gedehnte Elementmannigfaltigkeit  darstellt;  diese  ist  dann  die  einzige 
gemeinsame  Integral- J/,„_^  der  gegebenen  Gleichungen  (1); 

oder  3)  ein  weniger  als  m  -\-  q  -{-  1-gliedriges  Gleichungensjstem 
(11),  vermöge  dessen  der  Rang  von  (^^_|_/)  nicht  gröfser  als  2q  ist. 
Die  gegebenen  Gleichungen  besitzen  dann  unbegrenzt  viele  Integral- 
Mm-Q,  die  nach  der  Vorschrift  des  Art.  426  gefunden  werden. 

Durch  diesen  Ansatz,  der  das  Verfahren  des  Art.  351  als  Spezial- 
fall ((>  =  0)  enthält,  ist  das  in  Rede  stehende  Problem  vollkommen 
erledigt. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  sich  den  Resultaten  dieses  §  zwei  ganz 
analoge  Theorien  an  die  Seite  stellen  lassen;  die  eine  bezieht  sich  auf 
die  Annahme,  dafs  die  Gleichungen  (1)  von  z  nicht  abhängen,  die 
andere  auf  den  Fall,  dafs  die  Gleichungen  (1)  aufserdem  noch  hin- 
sichtlich der  pi  homogen  sind. 


Kapitel  XV. 

Übersicht  über  die  historische  Entwlckelung  der  Theorie  des 
Pfaff'schen  Problems/) 

430.  J.  F.  Pfaif;  C.  F.  Gauss.  Über  den  historischen  Ausgangs- 
punkt der  Theorie  des  'Pfaff'schen  Problems  wurde  bereits  in  der  Ein- 
leitung berichtet.  Es  soll  hier  auf  den  Inhalt  der  Pfaff'schen  Abhandlung 
[I]  mit  kurzen  Worten  eingegangen  werden. 

Das  wesentlichste  Ergebnis  dieser  Abhandlung  besteht  in  dem 
Satze,  dafs  jeder  Pfaff'schen  Gleichung  in  2v  oder  2v  —  1  Variabein 
durch  V  Relationen  zwischen  diesen  Variabein  genügt  werden  kann. 
Den  Beweis  dieses  Satzes  führt  Ffajf  mittels  seines  Reduktionsverfahrens 
(Kap.  IV,  §  1),  und  zwar  durch  vollständige  Induktion,  nachdem  er 
zuvor  die  Spezialfälle  v  =  2,  3,  4,  5  eingehend  behandelt  hat.  Damit 
erhält  er  gleichzeitig   eine  Integrationstheorie   der   partiellen  Differen- 


1)  Die  in  [  ]  bezw.  in  (  )  beigefügten  Citate  beziehen  sich  auf  das  Litteratur- 
verzeichnis  am  Schlüsse  dieses  Kapitels,  resp.  auf  die  Kapitel  und  Artikel  dieser 
Vorlesungen. 
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tialgleichungeii  erster  Ordnung  mit  einer  Unbekannten  und  beliebig 
vielen  Independenten,  auf  Grund  einer  Überlegung,  die  schon  in  der 
Einleitung  dargelegt  wurde. 

Pfaff'  giebt  unter  der  Annahme  eines  bedingungslosen  Differential- 
ausdrucks mit  gerader  Variabeinzahl  auch  das  allgemeine  Bildungsgesetz 
des  bei  der  ,,geraden  Reduktion'^  (Art.  108)  zu  benutzenden  Hülfs- 
systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  m.  a.  W.  die  Definition 
der  Pfaff'schen  Aggregate  (Art.  18),  natürlich  ohne  Heranziehung  sym- 
bolischer Bezeichnungen.  Auf  den  Fall  bedingter  Differentialausdrücke 
geht  Pfaff  nicht  näher  ein,  sondern  bemerkt  in  dieser  Hinsicht  nur, 
dafs  eine  Pfaff"sche  Gleichung  mit  2v  —  1  Variabein  durch  Einführung 
neuer  Veränderlicher  nur  dann  auf  eine  Gleichung  mit  weniger  als 
2v  —  1  Variabein  reduzirt  werden  kann,  wenn  ihre  Koeffizienten  eine 
gewisse  Bedingungsgleichung  erfüllen  (wenn  nämlich  die  zugehörige 
Determinante  (B)  des  Art.  96  verschwindet;  vgl.  auch  Art.  116). 

Gauss  [I]  betont  in  seinem  Referat  über  die  Pfaff*'sche  Arbeit 
die  unmittelbar  aus  Pfaff' s  Analyse  folgende  Thatsache,  dafs  jeder 
Pfaff 'sehe  Ausdruck  in  2v  oder  2v  —  1  Veränderlichen  auf  eine  Form 
mit  nur  v  Differentialelementen  gebracht  werden  kann;  er  erläutert 
insbesondere  die  „ungerade  Pfaff 'sehe  Reduktion"  (Art.  109),  und  be- 
merkt zum  Schluls  [1.  c.  p.  1037],  dafs  die  Annahme  eines  „bedingten^' 
Pfaff'schen  Ausdrucks  der  Anwendung  von  Pfaff 's  Reduktions  verfahren 
keinerlei  Schwierigkeit  entgegenstellt. 

Die  Pfaff 'sehe  Abhandlung  ist  nach  zwei  Richtungen  hin  grund- 
legend geworden.  Fürs  erste  macht  sie  zum  ersten  Male  lineare  totale 
Differentialgleichungen  und  -Ausdrücke  zum  Gegenstand  der  Unter- 
suchung, während  noch  von  L.  Euler  [I,  Bd.  3,  p.  7  f.]  eine  nicht 
exakte  lineare  totale  Differentialgleichung  als  absurd  bezeichnet  worden 
war,  und  G.  Monge  [II,  p.  535]  demgegenüber  nur  ganz  kurz  hervor- 
gehoben hatte,  dafs  eine  derartige  Gleichung,  falls  sie  n  Variabein  ent 
hält,  immer  durch  gewisse  n  —  1,  eventuell  auch  durch  weniger  Re- 
lationen zwischen  den  n  Variabein  erfüllt  werden  könne. 

Zweitens  aber  lehrt  die  Pfaff'sche  Arbeit  die  Zurückführung  der 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  beliebig  vielen  In- 
dependenten  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungssysteme,  ein  Problem, 
das  J.  L.  Lagrange  [I,  III]  nur  erst  für  den  Fall  zweier  Independenten 
erledigt  hatte.  Als  Ansatz  von  weittragender  Bedeutung  erwies  sich 
dabei  insbesondere  die  Auffassung  der  Integrale  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichung als  der  Integraläquivalente  einer  gewissen  Pfaff'schen 
Gleichung,  ein  Gedanke,  den  später  Lie  (Art.  436)  in  seiner  vollen 
Allgemeinheit  wieder  aufgegriffen  hat. 


fc 
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431.  A.  Caiichy;  C.  Cr.  J.  JacoW.  Im  Jahre  1819  zeigte  Ä.  Cauchy[l], 
dals  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  I.  0.  mit  m  Inde- 
pendenten  auf  diejenige  eines  einzigen  Systems  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen zurückkommt  (Art.  342);  dieses  System  ist  mit  dem 
ersten  nach  Pfaff's  Methode  zu  integrirenden  Hülfssystem  identisch. 

Demgegenüber  begnügte  sich  Jacobi  [II]  noch  im  Jahre  1827 
mit  einer  blofsen  Herleitung  dieses  ersten  Hülfssystems  (vgl.  Art.  343, 
Schlufs),  nach  einer  Methode,  die  keineswegs  unmittelbar  erkennen 
läfst,  dafs  die  Integration  desselben  die  der  partiellen  Differentialglei- 
chung I.  0.  nach  sich  zieht.  ^)  Erst  nachdem  W.  B.  Hamilton  [I]  die 
Integration  der  Differentialgleichungen  der  Dynamik  auf  die  Ermittelung 
eines  vollständigen  Integrals  einer  einzigen  partiellen  Differentialglei- 
chung I.  0.  zurückgeführt  hatte,  erkannte  Jacobi  [III]  im  Jahre  1839 
durch  Umkehrung  des  Hamilton'schen  Gedankengangs,  dafs  der  Pfaff'sche 
Ausdruck  in  2m  Variabein,  auf  den  sich  d0 — p^clx^ — .  — PmdXm  ver- 
möge der  gegebenen  Differentialgleichung  reduzirt,  durch  Einführung 
der  Hauptintegrale  des  ersten  Pfaff'schen  Hülfssystems  sogleich  eine 
Form  mit  der  Minimalzahl  von  Differentialelementen  annimmt^)-,  wir 
wissen  (Art.  342),  dafs  dieses  Resultat  mit  dem  Cauchy 'sehen  voll- 
kommen äquivalent  ist.^) 

Von  dem  Reduktionsverfahren,  das  Ffaff  für  beliebige  bedingungs- 
lose Differentialausdrücke  mit  gerader  Variabeinzahl  aufgestellt  hatte, 
gibt  Jacobi  [II]  eine  vereinfachte  Darstellung  unter  Gebrauch  des 
Symbols  (1,  2,  .  .  2v)  für  das  Pfaff'sche  Aggregat  2i^*®"'  Ordnung 
(Art.  18),  und  überträgt  [in  III]  auf  diesen  allgemeineren  Fall  nicht 
nur  seine  Methode  der  Hauptintegrale,  sondern  auch  das  Hamilton'sche 
Theorem,  wonach  ein  vollständiges  Integral  einer  gewissen  partiellen 
Differentialgleichung  I.  0.  die  allgemeinen  Integralgleichungen  des  zu- 
gehörigen kanonischen  Systems  (Kap.  XIII,  §  5)  ohne  weiteres  aufzu- 
stellen erlaubt. 

Diese    Übertragung    liefert    den    Satz:    „Ist    ein    bedingungsloser 

1)  Die  betr.  Ergänzung  der  Jacobi'schen  Methode  gibt  L.  Boltzmann  [I]. 

2)  Die  für  die  Dynamik  besonders  wichtige  Herstellung  eines  vollständigen 
Integrals  geschieht  bei  Jacobi  durch  Eliminationen,  die  nicht  in  allen  Fällen  aus- 
führbar sind  (Art.  312);  dieser  Umstand  veranlafste  zahlreiche  Untersuchungen, 
die  eine  Ergänzung  des  Jacobi'schen  Verfahrens  bezwecken  [z.  B.  Mayer  II,  Ber- 
trand III,  Darboux  III,  Farkas  I].  Die  naheliegende  Ausdehnung  der  ersten 
Methode  Jacobi's  auf  Involutionssysteme  partieller  Diffgl.  I.  0.  (vgl.  Art.  3631".)  geben 
Morera  [II]  und  Saltikow  [I,  11] ;  die  Verallgemeinerung  der  Cauchy'schen  Methode 
für  Involutionssysteme  (Art.  367)  rührt  von  Lie  [V]  her. 

3)  vgl.  hiezu  die  Bemerkungen  von  Cauchy  [II  p  231)  und  i».  Comptes 
Rendus  14  p.  881). 
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Pfaff'scher  Ausdruck  z/  in  2v  Variabein  auf  die  Form  F^df\  -\ 1-  Fydfj, 

gebracht,  so  bilden  die  fi  und  die  Verhältnisse  der  Fi  zusammen 
2v  —  1  unabhängige  Lösungen  des  Pfaff sehen  Hülfssystems,  oder, 
was  dasselbe  besagt,  der  zu  z/  gehörigen  partiellen  Differentialglei- 
chung V  (Kap.  V,  §  1)." 

In  der  Arbeit  V,  §  20,  worin  Jacohi  auf  jenes  Hülfssystem  die 
Theorie  seines  Multiplicators  (Art.  56)  anwendet,  findet  sich  ein  Ansatz 
[Werke  Bd.  4,  p.  424],  der  dem  Wesen  der  Sache  nach  auf  die  in 
Kap.  IV  §  3  angegebene  Reduction  eines  bedingungslosen  z/  mit  un- 
gerader Variabeinzahl  hinauskommt,  und  für  den  Fall  dreier  Variabein 
vollständig  durchgeführt  wird;  wir  haben  aus  diesem  Grunde  die  ge- 
nannte Reduktion  als  „Jacobi'sche^^  bezeichnet.  In  dem  von  Jacohi 
betrachteten  Spezialfall  n  =  x  ==2X  —  1  hängt  diese  Reduktion  ab 
von  der  Integration  der  zu  z/  gehörigen  Differentialgleichung  V  (Kap.  V), 
von  der  Jacobi  zeigt,  dafs  sie  den  Multiplicator  1  besitzt  (Art.  133). 

Die  Resultate,  zu  denen  Jacohi  in  dem  folgenden  §  21  der  citirten 
Arbeit  (Werke  Bd.  4  p.  426 — 430)  gelangt,  lassen  sich  unter  Gebrauch 
unserer  bisherigen  Bezeichnungsweise  kurz  so  zusammenfassen:  Kann 
ein  Pfaff'scher  Ausdruck  ^  ^  a^dx^^-j-  •  •  -f-  ttndXn  in  n  Variabein  auf 
eine  Form  F^df^  +  •  •  Fmdfm  gebracht  werden,  worin  n^2m  ist,  so 
verschwinden  alle  2  m  -{-  1-reihigen  Determinanten  der  zu  z/  gehörigen 
Matrix  (Ä)  (Art.  96)*,  verschwinden  nun  nicht  alle  2m- reihigen  Deter- 
minanten dieser  Matrix,  so  bilden  die  totalen  Differentialgleichungen 

(1)  aidt=^  aikdxk  yi  ==  1, .  ,  n-^  aik  =  ^  —  j^J 

in  den  m  +  1  Variabein  ^,  x^  .  .  Xn  ein  2M-gliedriges  unbeschränkt  in- 
tegrabeles  System,  das  also  2  m  Integrale,  insbesondere  2  m  —  1  von  t 
unabhängige  Integrale  besitzt-,  diese  Integrale  sind  die  fi  und  die  Ver- 
hältnisse der  Fl  (die  Gleichungen  (1)  verwandeln  sich  nach  Elimination 
von  dt  in  das  zu  V  adjungirte  System  totaler  Differentialgleichungen 5 
vgl.  Art.  140). 

Die  Schlufsworte  dieses  §  der  Multiplicatorarbeit  (Werke  Bd.  4 
p.  438  u.  f.)  lassen  vermuten,  dafs  Jacohi  schon  damals  (1845)  für  be- 
liebige Pfaff'sche  Ausdrücke  dasjenige  Reduktionsverfahren  besafs, 
welches  die  Aufsuchung  je  eines  Integrals  successiver  vollständiger 
Systeme  verlangt  (Kap.  VI  und  IX).  Dies  ist  um  so  wahrscheinlicher, 
als  er  schon  seit  1836^)  im  Besitze  seiner  „zweiten  Methode"  war 
(Kap.  XIII),  also  desjenigen  Spezialfalls  der  allgemeinen  Theorie,  welcher 


I 


1)  Vgl.   den  Brief  an  Encke  vom  29.  Nov.   18.36,    Joum.   f.   Math.   Bd.   17, 
p.  68  =  Werke,  Bd.  4.  p.  41,  bes.  p.  52  ff. 
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sich  auf  das  zu  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
gehörige  Pfaff'sche  Problem  bezieht;  wir  wissen  überdies,  wie  man  von 
diesem  Spezialfall  ausgehend  zu  der  analogen  Reduktionsmethode  für 
beliebige  Pfaff'sche  Ausdrücke  gelangen  kann.^)  Jacobi's  zweite  Methode 
wurde  erst  nach  seinem  Tode  ausführlich  publizirt  [VI,  IX,  X];  unter- 
dessen hatten  W.  F.  BonMn  [1],  J.  Liouvüle  [I]  und  E.  Bour  [I,  II] 
die  Hauptsätze  dieser  Theorie  unabhängig  von  Jacobi  aufgefunden. 

432.  L.  Nataiii.  Die  Übertragung  des  Jacobi'schen  Grundgedankens 
auf  beliebige  Pfaff^'sche  Ausdrücke  blieb  L.  Natani  und  A.  Clehsch  vor- 
behalten. Wir  geben  zunächst  eine  Übersicht  über  die  Hauptresultate 
der  Natani' sehen  Abhandlung  [I]. 

Der  erste  Teil  derselben  [p.  301 — 306]  enthält  eine  bemerkens- 
werte Ausdehnung  der  Theorie  der  Hauptintegrale  auf  unbeschränkt 
integrable  Systeme  totaler  Differentialgleichungen  (es  ist  dies  dieselbe 
Methode,  die  in  Art.  84  dieses  Buchs  dargelegt  wurde),  sowie  den  Satz 
des  Art.  75;  die  Variabein,  die  wir  damals  Xp^i^  Xp-^^j .  .  Xp^^  genannt 
haben,  und  von  denen  angenommen  wurde,  dafs  sie  sich  aus  dem 
gegebenen  unbeschränkt  integrabeln  System  vollständig  eliminiren  lassen, 
bezeichnet  Natani  als  „Indices"  dieses  Systems. 

Es  folgt  [p.  306 — 312]  eine  Darstellung  des  PfafPschen  Reduktions- 
verfahrens für  ein  bedingungsloses  z/  mit  n  =  2v  Variabein.  Auf 
p.  312  ff.  behandelt  Natani  den  Fall  eines  bedingungslosen  zf  mit  2i/-f- 1 
Variabein  in  der  Weise,  dafs  er  eines  der  v  -\-  1  Differentialelemente 
in  der  zu  suchenden  v  +  1-gliedrigen  reduzirten  Form  willkürlich 
(^  d(p)  annimmt,  den  Ausdruck  z/  vermöge  der  Relation  cp  =  const. 
auf  einen  Ausdruck  z/'  in  2v  Variabein  reduzirt,  und  auf  diesen  die 
Pfaff'sche  Methode  anwendet.  Statt  des  Pfaff'schen  Hülfssystems  H', 
das  zu  z/'  gehört,  betrachtet  aber  Natani  dasjenige  System  H  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  in  x^  .  .  x^v+ij  welches  die  Lösungen  von 
H'  und  aufserdem  noch  ^  zu  Integralen  hat.^) 

Bei  der  Erörterung  der  Bedingungen  dafür,   dafs   ein  Ausdruck  z/ 

mit  n  Variabein  sich  auf  die  Form  F^df^-^  •  - -^  Frndfm\f>^  ^-^'ii) 
reduziren  lasse,  geht  Natani  nicht  über  das  von  Jacobi  geleistete  hin- 
aus; wie  dieser  zeigt  er,  dafs  dazu  das  Verschwinden  aller  2m  -f-  1- 
reihigen  Determinanten  der  Matrix  {Ä)  (Art.  96)  notwendig  ist,  und 
behauptet  ohne  genügende  Begründung,  dafs  diese  Bedingung  auch  hin- 

1)  Vgl.  weiter  unten  Nr.  433  und  Kap.  XI,  §  3  dieses  Buches. 

2)  Die  zu  H  adjungirte  lineare  partielle  Differentialgleichung  wird  erhalten, 
indem  man  die  Determinante  (B^)  des  Art.  211  gleich  null  setzt,  und  cp  für  /"j, 
f  für  /j  substituirt,  ist  also  in  der  Bezeichnungsweise  von  Kap.  IX,  §  2  mit 
der  Gleichung  [qp/]  =  0  identisch. 
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reiche;  dafs  ferner  die  /}  und  die  Verhältnisse  der  Fi  die  unabhängigen 
Lösungen  desjenigen  Systems  S  totaler  Differentialgleichungen  seien, 
das  aus  den  Relationen  (1)  der  vor.  Nr.  durch  Elimination  von  dt 
hervorgeht,  und  dafs  somit  S  unter  den  gemachten  Annahmen  ein 
2ni  —  1-gliedriges  unbeschränkt  integrables  System  darstellt.  Wie 
man  sieht,  führt  Natani  hier  stillschweigend  die  Annahme  ein,  dafs 
nicht  alle  2m-reihigen  Determinanten  von  (Ä)  verschwinden,  dafs  also 
z/  die  Klasse  2m  besitzt,  eine  Annahme,  die  auch  weiterhin  festgehalten 
wird.  Das  vorhin  genannte  System  S  ist  jetzt  in  unserer  Terminologie 
das  adjungirte  des  zu  z/  gehörigen  vollständigen  Systems  V  (Kap.  V,  §  1). 

Für  die  Reduktion  des  Pfaff''schen  Ausdrucks  auf  eine  Form  mit 
der  Minimalzahl  von  Differentialelementen  gibt  jetzt  Natani  zwei 
Methoden.  Einmal  führt  er  [p.  318]  die  2m  —  1  Hauptintegrale  von 
;S^  als  neue  Variable  in  /i  ein,  wodurch  dieses  in  einen  bedingungs- 
losen Ausdruck  mit  2  m  Variabein  übergeht  (Art.  135),  der  nach  Pfaff's 
Methode  weiter  behandelt  wird.  Zweitens  aber  [p.  319  ff.]  entwickelt 
er,  in  Ausführung  des  Jacobi'schen  Gedankens,  geradezu  die  „explicite" 
Methode  von  Kap.  IX,  freilich  immer  unter  der  stillschweigenden  Vor- 
aussetzung eines  Pfaff''schen  Ausdrucks  gerader  Klasse,  und  ausführ- 
licher nur  für  den  Fall  eines  bedingungslosen  z/  mit  gerader  Variabeln- 
zahl;  auch  ist  zu  betonen,  dafs  Natani  die  successiven  Systeme  F^,  Fg.. 
des  Kap.  IX  zwar  wirklich  aufstellt,  aber  ihre  Vollständigkeit  ebenso 
wenig  nachweist,  wie  diejenige  des  Systems   F. 

Die  Anwendung  dieser  Theorie  auf  partielle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  [p.  325]  führt  den  genannten  Autor  zu  einer  Ableitung 
beider  Jacobi'scher  Methoden,  und  zu  einer  Übertragung  der  zweiten 
dieser  Methoden  auf  den  Fall,  dafs  die  gegebene  partielle  Differential- 
gleichung die  Unbekannte  z  explicite  enthält,  d.  h.  zu  einer  Verall- 
gemeiuerung  der  Lagrange'schen  Methode  (Art.  368). 

433.  A.  Clebsch.  In  der  Abhandlung  [11]^)  stellt  sich  Clebscli  die 
Aufgabe,  Jacobi's  zweite  Methode  auf  beliebige  PfafTsche  Ausdrücke 
zu  übertragen.  Die  Grundlage  für  seine  Untersuchungen  bildet  die 
ohne  Beweis  als  richtig  angenommene  Thatsache:  Ist  X  die  Minimal- 
zahl von  Differentialelementen,  auf  die  ein  Pfaff^scher  Ausdruck  z/  mit 
n  Variabein  reduzirt  werden  kann,  und 

(2)  F,df,  +  •  •  +  F^dh 

eine  solche  reduzirte  Form,  so  sind  die  Funktionen  i^/,  fi  entweder  I) 
von  einander  unabhängig,  oder  II)  durch  eine  Relation  verknüpft. 


I 


1)  Die  Note  [I]  enthält  eine  Voranzeige  zu  [II]. 
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letzteren  Fall  nimmt  Clebsch  (wiederum  ohne  eigentlichen  Beweis)  au^ 

dafs  obige  Form  durch  eine  einfachere 

(3)  df,  +  F,df,  +  ■  •  +  F,-,df,_, 

ersetzt  werden  könne,  worin  die  2A  —  1  Funktionen  f^  F  nunmehr 
unabhängig  sind.  Im  übrigen  ist  der  Gedankengang  demjenigen  analog^ 
der  in  Art.  296  dieses  Buchs  auseinandergesetzt  wurde.  Clebsch  be- 
trachtet die  allgemeinste  Normalform 

von  z/;  er  zeigt  (freilich  nicht  mit  genügender  Stringenz),  dafs  für  cp^ 
im  Falle  I)  eine  beliebige  Funktion  der  GröJ^en: 

1  1 

im  Falle  II)  eine  solche  der  Gröfsen 

(5)  F„..F,^„f„..n., 

gewählt  werden  könne,  reduzirt  z/  vermöge  der  Relation  cp^  =  const. 
auf  einen  Ausdruck  z/(^)  mit  n  —  1  Variabein,  der  sich  als  Summe 
von  l  —  1  Termen  darstellen  läfst,  ebenso  z/^^)  vermöge  einer  Relation 
9?W  =  const.  u.  s.  w.,  wie  in  Kap.  XI,  §  3  auseinandergesetzt  wurde. 

Die  wichtigste  Leistung  von  Clebsch  ist  nun  die  Darlegung  des 
Zusammenhangs  zwischen  den  F^  f  einer  Normalform  einerseits  y  und 
den  FunMionen  «/,  aik  andererseits  (Kap.  V,  §  1  u.  2).  Aus  diesem 
Zusammenhang  hätte  er  vor  allem  die  notwendigen  Bedingungen  für 
das  Eintreten  der  Fälle  I)  und  II)  ablesen  können;  doch  sind  die 
darauf  bezüglichen  Aufstellungen  von  Clebsch  weder  vollständig  noch 
überhaupt  richtig. 

Dagegen  erhält  Clebsch  auf  diesem  Wege  für  die  oben  genannte 
Funktion  ^j^,  die  bisher  nur  als  arbiträre  Funktion  der  Gröfsen  (4) 
bezw.  (5)  definirt  war,  ein  System  linearer  homogener  partieller 
Differentialgleichungen,  deren  Koeffizienten  nur  von  den  «/,  aij,  ab- 
hängen, m.  a.  W.  das  vollständige  System  V  und  damit  seine  erste 
Reduktionsmethode  (Kap.  VI,  §  1).  Im  Falle  II)  gibt  Clebsch  [p.  224 1 
noch  eine  zweite  Methode  an,  indem  er  (p^  einer  arbiträren  Funktion 
der  21  —  1  Gröfsen  Fj  f  in  der  Normalform  (3)  gleichsetzt,  demnach 
als  beliebige  Lösung  des  zu  z/  gehörigen  vollständigen  Systems  W 
definirt  (Kap.  V,  §  2),  und  z/  vermöge  qp^  =  const.  auf  einen  Ausdruck 
mit  n  —  1  Variabein  reduzirt,  dessen  Normalform  A  —  1  Differential 
demente  enthält  (Art.  161). 

Die  weiteren  Entwickelungen  von  Clebsch  beziehen  sich  aus- 
schlielslich  auf  den  Fall  eines   bedingungslosen  z/  mit  n  =  2v  Varia 
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belli.  Für  diesen  Fall  wird  die  Serie  der  partiellen  Differentialglei- 
chungen V,  F(i>,  V^-'^ .  .  (vgl.  Kap.  VI,  §  2)  aufgestellt  [p.  228—232], 
sodann  durch  eine  äufserst  beschwerliche  Rechnung  [p.  232—242]  der 
Übergang  von  der  impliciten  zu  der  expliciten  Reduktionsmethode  ge- 
wonnen. Es  werden  die  Klammersymbole  (f\  (bei  Clebsch:  (/"))  und 
und  (<pf)  (bei  Clebsch:  [g)f])  definirt,  und  die  Formen  angegeben,  in 
die  sie  übergehen,  wenn  man  die  F,  f  als  neue  Independente  einführt 
(Kap.  X,  §  3).  Auch  zeigt  Clebsch^  dafs  für  jede  andere  Normalform 
^id(pi  +  •  •  +  ^vdcpy  die  Bedingungen  {(p!)^  ^  ispi^k)  ^^  0  erfüllt 
sind;  er  stellt  schliefslich  die  Identitäten  (39)  p.  369  und  (43)  p.  370 
dieses  Buches  auf,  und  zeigt,  wie  man  mit  ihrer  Hülfe  aus  2  bezw.  3  be- 
kannten Lösungen  der  Gleichung  {f)^  =  0  neue  ableiten  kann  (Art.  272). 
Die  Abhandlung  [III]  von  Clebsch  ergänzt  die  in  [II]  für  ein  be- 
dingungsloses z/  mit  2v  Variabein  gewonnenen  Resultate.  Es  wird 
zunächst  die  Normalform  der  Klammersymbole  (f)^  und  {(pf)  durch 
die  in  Kap.  X,  §  3  angegebene  Rechnung  direkt  abgeleitet,  und  hier- 
aus sofort  gefolgert,  dafs  die  Herstellung  einer  Normalform  von  z/ 
auf  die  Ermittelung  je  einer  Lösung  der  successiven  vollständigen 
Systeme 
(6)        if)  =  0,  (Af)  =  0, . .  (fif)  =  0        (Ä-  =  0, 1, . . ,.  -  1) 

hinauskommt.     Auch  gibt   Clebsch   [p.  151 — 154]   einen  direkten,  sehr 
eleganten,  auf  der  Kompositionstheorie   der  Determinanten  beruhenden 
Beweis  des  Satzes,  dafs  zum  Bestehen  der  Identität 
■^  =  F,df,  H [-F.df, 

das    Erfülltsein   der  Bedingungen   (/^•)o  ^  0  (/>•/!-)  ^  0  nicht    nur    not- 
wendig, sondern  auch  hinreichend  ist. 

Der  übrige  Teil  der  Abhandlung  [III]  enthält  verschiedene  Sätze 
über  die  Anwendung  der  Jacobi'schen  Multiplikatortheorie  auf  das 
erste  Hülfssystem,  über  die  Ableitung  neuer  Lösungen  des  vollst. 
Systems  (6),  falls  einige  Lösungen  bereits  bekannt  sind,  und  über  die 
Verwertung  des  Jacobi'schen  Integrationsverfahrens  (Art.  67)  für  voll- 
ständige Systeme  der  Form  (6). 

M.  Hamburger  [I]  vergleicht  die  Resultate  von  Clebsch  und  Natani, 
und  weist  insbesondere  darauf  hin,  dafs  die  Hauptergebnisse  von 
Clebsch  bereits  durch  die  Natani^sche  Abhandlung  antizipirt  sind;  ferner 
ergänzt  er  diese  letztere  durch  wirkliche  Aufstellung  der  successiven 
vollständigen  Systeme  Vr  und  TF,.  für  ein  bedingtes  z/,  und  zwar 
auch  in  der  Determinantenform,  die  ungefähr  gleichzeitig  von  C  Fro-] 
benius  [I]  angegeben  wurde  (vgl.  die  übernächste  Nr.). 

434.  H.  Orassmanu.    Den  wichtigsten  Fortschritt   hat  die  Theorie 
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des  Pfaff'schen  Problems  H.  Grassmann  [I]  zu  verdanken.  Dieser  Fort- 
schritt besteht  in  dem  strengen  Nachweis  des  Satzes^  dafs  jede  Pfaffsche 
Gleichung,  für  welche  der  Rang  der  zugehörigen  Matrix  {B)  (Art.  9G) 
gleich  2A  ist,  auf  eine  reduzirte  Form  mit  X  und  nicht  weniger 
Dilferentialelementen  gebracht  werden  kann.  Diesen  Nachweis  erbringt 
Grassmann  durch  die  in  Kap.  IV,  §  2  auseinandergesetzte  Übertragung 
von  Pfaff's  Reduktionsmethode  auf  bedingte  Differentialausdrücke. 

Bezüglich  der  Einzelnheiten  der  Grassmann' sehen  Untersuchung 
verweisen  wir  auf  die  vortreffliche  Note  EngeVs  (im  Anhang  zu  Grass- 
mann's  Werken  I,  2ter  Teil  p.  482 — 495).  Es  sei  hier  nur  bemerkt,  dafs 
Grassmann  im  Wesentlichen  nur  Pfaff'sche  Gleichungen  betrachtet,  und 
demgemäfs  die  Unterscheidung  der  Fälle  z  =  2  A  und  k  =  2X  —  1  nicht 
besonders  betont,  obwohl  er  die  Theorie  der  drei  fundamentalen  Ma- 
trices  (Ä)  (B)  (C)  des  Art.  96  vollständig  beherrscht.  In  Wirklich- 
keit lassen  sich  aber  aus  seiner  Darlegung  alle  in  Art.  114 — 119 
dieses  Buches  entwickelten  Sätze,  insbesondere  auch  das  von  uns  so 
genannte  „Grassmann'sche  Theorem"  (Art.  118)  ohne  weiteres  ablesen. 

Leider  blieben  die  Grassmann'schen  Untersuchungen,  wohl  haupt- 
sächlich wegen  der  schwer  zugänglichen  Bezeichnungsweise,  bis  in  die 
jüngste  Zeit  vollkommen  unbeachtet. 

435.  Gr.  Frobenius.  Das  Fundamentaltheorem  der  Theorie  des 
Pfaff'schen  Problems,  dem  Grassmann,  wie  wir  gesehen  haben,  bei-eits 
aufserordentlich  nahe  gekommen  war,  ward  erst  im  Jahre  1876  un- 
gefähr gleichzeitig  von  G.  Frohenius  [I]  und  S.  Lie  [XI],  und  zwar 
auf  ganz  verschiedenen  Wegen  nachgewiesen. 

Bezüglich  der  Abhandlung  von  Frohenius  können  wir  uns  ganz 
kurz  fassen,  da  wir  die  von  dem  Aquivalenzproblem  ausgehende 
algebraische  Überlegung,  durch  die  Frohenius  zu  seiner  Reduktions- 
methode gelangt,  in  Kap.  IX,  §  3,  die  Reduktionsmethode  selbst  in 
§  1  desselben  Kapitels  ausführlich  dargelegt  haben.  Die  successiven 
vollständigen  Systeme  V^  und  TT,,  werden  von  Frohenius  lediglich  in 
Determinantenform,  ohne  Benutzung  der  Pfaff'schen  Aggregate  und 
der  Klammersymbole  von  Kap.  IX  §  2  aufgestellt;  sie  waren,  wie  wir 
wissen,  im  Wesentlichen  bereits  von  Clebsch  und  insbesondere  von 
Natani  angegeben  worden.  Der  Schwerpunkt  der  Frobenius'schen 
Deduktion  liegt  demgegenüber  in  dem  direlden  Nachweis  der  Voll- 
ständiglceit  jener  Systeme,  ein  Beweis,  der,  wie  wir  aus  Kap.  IX  §  1 
wissen,  denjenigen  des  Fundamentaltheorems  nach  sich  zieht.  Es  sei 
noch  hervorgehoben,  dafs  Frohenius  zuerst  die  Invarianz  der  Zahl  k 
und  überhaupt  das  Aquivalenzproblem  (Kap.  III)  ausdrücklich  formu- 
lirt  hat. 
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In  der  Abhandlung  [II]  entwickelt  Frobenius  die  Sätze,  die  wir 
in  Kap.  III,  §  2  sowie  in  Art.  235  wiedergegeben  haben. 

436.  S.  Lie.  Lie's  Beweis  des  Fundamentaltheorems  [XI]  stimmt 
der  Hauptsache  nach  mit  demjenigen  überein,  den  wir  in  Art.  295  an- 
gegeben haben;  er  beruht  auf  zwei  Hülfssätzen  (Art.  294),  die  Lie  der 
Clchsch' sehen  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  entnimmt.  Es  mufs 
aber  betont  werden,  dafs  diese  beiden  Sätze  von  Clebsch  in  Wirklich- 
keit nicht  bewiesen  wurden,  aber  allerdings  sehr  leicht  aus  Lies 
Theorie  der  Berührungstransformationen  gefolgert  werden  können 
(Art.  288  und  292). 

Die  Herstellung  der  Normalform  erfolgt  bei  Lie  nach  der  Methode, 
die  wir  in  Kap.  VI,  §  4  auseinandergesetzt  haben-,  sie  beruht,  wie  wir 
1.  c.  gesehen  haben,  darauf,  dafs  der  Pfaff'sche  Ausdruck  J  mit  der 
Klasse  %  durch  eine  einfache  Substitution  auf  einen  bedingungslosen 
Ausdruck  z/  mit  %  Variabein  reduzirt  wird,  aus  dessen  Normalform 
die  von  z/  durch  Differentiationen  und  Eliminationen  (bei  ungeradem 
%  noch  durch  eine  Quadratur)  hergestellt  werden  kann;  dafs  ferner 
z/  nach  der  ersten  Methode  von  Clebsch  reduzirt  wird,  und  auf  den 
hierdurch  entstehenden  Pfaff'schen  Ausdruck  mit  z  —  1  Variabein  und 
der  Klasse  %  —  2  obige  Substitutionsmethode  neuerdings  angewendet 
wird,  u.  s.  w. 

In  einer  früheren  Abhandlung  [X]  hatte  Lie  das  soeben  geschil- 
derte Verfahren  auf  den  Fall  eines  bedingungslosen  /l  mit  gerader 
Variabeinzahl  angewendet. 

Die  von  Lie  um  dieselbe  Zeit^)  geschaffenen  Begriffe:  Flächen- 
element, Elementverein,  Berührungstransformation  (Kap.  VII,  VIII 
und  XI)  stehen  mit  dem  Pfaff'schen  Problem  in  allerengstem  Zusam- 
menhang: denn  erstens  ist  die  Theorie  der  Berührungstransformationen 
selbst  ein  Spezialfall  der  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  (Kap.  XI, 
§  1,  2),  und  umgekehrt  gestattet  eine  direkte  Begründung  der  ersteren 
auch  die  letztere  vollständig  aufzubauen  (Kap.  XI,  §  3);  zweitens  liefern 
jene  Begriffe  die  Erledigung  der  von  Clebsch  nur  gestreiften  Frage 
nach  dem  allgemeinsten  Integraläquivalent  einer  beliebigen  Pfaffschen 
Gleichung  (Kap.  VII)  und  nach  dem  Übergang  von  einer  speziellen 
Normalform  zu  einer  beliebigen  andern,  sowie  die  Lösung  des  Äquiva- 
lenzproblems  zweier  Pfaff scher  Ausdrücke  (Kap.  VIII);  drittens  ermög- 
lichen sie  es,  die   Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 


1)  Seit  1870  in  verschiedenen  (bes.  norwegischen)  Abhandlungen;  vgl.  die 
zusammenfassenden  Darstellungen  VI,  VII,  VIII  und  besonders  II  und  IV,  sowie 
Ä.  Mayer,  IX,  X;  G.  Darboux  I,  II. 


[437]  Kap.  XV.     Historische  Übersicht.  609 

Ordnung  von  den  Beschränkungen  der  älteren  Methoden  zu  befreien, 
und  im  Sinne  des  ursprünglichen  Pfaffschen  Ansatzes  der  allgemeinen 
Theorie  des  Pfaffschen  Problems  als  Spezialfall  einzuordnen  (Kap. 
XII,  XIII). 

437.  Cr.  Darboux;  F.  Engel.  Wir  haben  zum  Schlüsse  noch  einer 
Untersuchungsrichtung  zu  gedenken,  die  in  den  letzten  Jahrzehnten 
für  unsere  Theorie  von  Wichtigkeit  geworden  ist,  v^^ir  meinen  die 
Theorie  der  mit  einem  Pfaff'schen  Ausdruck,  bezw.  einer  Pfaffscheu 
Gleichung  invariant  verknüpften  Gebilde.  Das  wichtigste  dieser  Gebilde, 
die  'bilineare  Kovariante,  wurde  von  Frobenius  [I]  in  den  Mittelpunkt  der 
Theorie  des  Pfaff'schen  Problems  gestellt  (Kap.  IX,  §  3);  durch  kon- 
sequente Durchführung  dieser  Auffassungs weise  gelangt  Darboux  [II] 
zu  einer  eleganten  und  übersichtlichen  Darstellung  unserer  Theorie, 
die  wir  ihren  Hauptzügen  nach  in  Kap.  X,  §  2  wiederzugeben  versucht 
haben.  Doch  macht  Darboux  keinen  Gebrauch  von  dem  Begriff  der 
mit  einem  Pfaff'schen  Ausdruck  invariant  verknüpften  ScJiaaren  infinite- 
simaler Transformationen.  Dieser  Begriff  wurde  schon  im  J.  1873  von 
Lie  [in  der  Abh.  IX  p.  156]  gelegentlich  gestreift;  welcher  Nutzen 
aus  ihm  für  die  Darstellung  und  Lösung  des  Pfaffschen  Problems  ge- 
zogen werden  kann,  hat  F.  Engel  [III]  gezeigt  (vgl.  auch  Lie  XII). 


V.  Weber,  Das  Pfaffschy  Problem.  39 
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—  IL  Comptes  Rendus  128  p.  166,  225,  274,  1550  (1899). 

(Ausdehnung  der  ersten  Jacobi'schen  Methode  auf  Involutionssysteme ,  dasselbe 
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Anm.    Die   arabischen  Ziffern  beziehen  sich,  wo  nicht  anders  bemerkt,  auf  die 

Artikelnummern. 
Abkürzungen:    Btrf.  =  Berührungstransformation ;    D.   =  Differentialgleichung; 
Mann.  =  Mannigfaltigkeit;  p.  =  partiell;  Pf.  A.  =  Pfaff 'scher  Ausdruck;  Pf.  Gl. 

=  Pfaff'sche  Gleichung. 


Abbildung  eines  n  -  dimensionalen 
Raums  auf  einen  andern  45 ;  einer  p. 
D.  1.  0.  332,  333;  e.  Involutionssystems 
365. 

Abhängigkeit,  lineare,  von  Gröfsen- 
systemen  4,  15;  von  linearen  Glei- 
chungen 9,  15;  A.  von  Funktionen  39. 

Adjungirte  Schar  infinitesimaler 
Transformationen  73. 

Adjungirtes  System  gewöhnlicher 
D.en  zu  einer  linearen  homogenen  p. 
p.  1. 0.  48 ;  a.  S.  linearer  totaler  D.en  72. 

Änderung  der  Klasse  eines  Pf.  A.  bei 
Addition  eines  exakten  Differentials 
102,  145,  146;  bei  Multiplikation  mit 
^einem  Faktor  99,  100,  142—144. 

Äquivalente   Normalformen    eines 

.Pf.  A.  206,  207. 

Äquivalenz  linearer  Gleichungensy- 
steme 10;  von  Gleichungensystemen 
überhaupt  42;  von  Formenpaaren  225, 
233 ;  von  Pf.  Ausdrücken  95, 125, 209, 225, 
234;  von  Pf.  Gleichungen  101, 120,208. 

Aggregat,  Pfaff'sches  16—19. 

Allgemeine  Integralgleichungen 
eines  Systems  gewöhnlicher  D.en  48; 
eines  Systems  exakter  Gleichungen  83. 

Allgemeine  Lage  eines  Punktes  hin- 
sichtl.  e.  lin.  hom.  p.  D.  53;  hins. 
eines  Systems  lin.  hom.  D.en  57. 

Allgemeines  Integral  einer  homo- 
genen linearen  p.  D.  1.  Ord.  46;  eines 
unbeschränkt  integrabeln  Systems  83 ; 
einer  p.  D.  1.  0.  315-317,  321,  322, 
324,  340;  eines  Involutionssystems  355, 
365. 

Alternirende  Bilinearform  76,  80, 
225—233. 

Alternirende  Determinante  16 — 24. 

Auflösung  eines  linearen  homogenen 
Gleichungensystems  3, 11;  eines  linearen 


nichthomogenen  Gl.systems  14;  eines  r- 
gliedrigen  Gleichungensystems  in  n 
Variabeln  40. 

Ausdruck,  Pfaff 'scher  s.  d. 

Ausgangselement  eines  charakt. 
Streifens  325,  327. 

Ausgangsmannigfaltigkeit  eines 
Integrals  53,  338,  339. 

Ausgezeichnete  Funktion  einer 
Funktionengruppe  398;  einer  homo- 
genen F.gruppe  408,  409. 

Bäcklund,  A.  V.,  Einleitung,  424 

Bäcklund'sche  Theorie  424—429. 

Bahnkurven  einer  eingliedrigen  Gruppe 
54. 

Bahnstreifen  einer  inf.  Transfor- 
mation 337. 

Bedingter,  bedingungsloser  Pf.  A. 
97. 

Bertrand,  J.  126,  343,  pag.  601,  Anm.  2. 

Bertrand'sche  Methode  126,  136. 

Berührungstransformation  in 
2?«  +  1  Variabein  193—200;  281—286; 
in  B^  und  in  der  Ebene  199;  B.  der 
Form  z'  =  z-\-  U{x,  p);  x!  =  X.{x,p); 
p,'  =  p.(^xp)  201,  290—292;  Btrf.,  die 
die  Variabein  xp  für  sich  transformirt 
201,  293;  s.  auch  homogene  B.,  infini- 
tesimale B. 

Bewegungsgleichungen  387. 

Bilineare  Kovariante  225. 

Bilinearform,  alternirende  s.  d. 

Boltzmann,  L.,  pag.  601  Anm.  1. 

Boole,  G.,  74. 

Bouquet,  M.,  pag.  110  Anm. 

Büschel  von  Richtungen  71. 

Cauchy,  A.,  342,  431. 

Cauchy's    Methode    zur   Integration 
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einer  p.  D.  342 — 344;  verallgemeinerte 
C.  M.  359—367,  376,  391. 

Cayley,  A.,  18. 

Charakteristik  einer  linearen  p.  D. 
53,  311;  eines  vollst.  Systems  69;  einer 
p.  D.  325;  analytische  Darstellung  326, 
327;  Darstellung  mittels  e.  vollst.  Int. 
340;  Ch.  der  homogenen  p.  D.  341; 
eines  Involutionssystems  356 — 361,  375; 
vereinigte  Lage  zweier  Ch.  s.  d. ;  Ver- 
halten bei  Brtrf.  346,  348,  349,  357; 
Ch.  eines  beliebigen  Systems  p.  D.en 
1.  0.  427. 

Charakteristische  Funktion  einer 
inf.  Berührungstransformation  416. 

Charakteristische  Kurve  einer  li- 
nearen homogenen  p.  D.  53,  311. 

Charakteristische  Mannigfaltig- 
keit einer  linearen  hom.  p.  D.  53; 
einer  p.  D.  1.  0.  334,  338. 

Clairaut'sche  Gleichung,  verall- 
gemeinerte 347. 

Clebsch,  A.,  63,65,148—162,272,433. 

Clebsch'sche  Reduktion  152. 

Cylinder,  Cylindrische  Punkt- 
mannigfaltigkeit 177. 

Darboux,  G.,  324,  pag.  601  Anm.  2, 
pag.  608  Anm.;  437. 

Deahna,  F.,  74. 

Definitionsgleichungen  einer 
Punktmann,  des  M  43;  eines  Element- 
Vereins  177,  184,  241,  243,  245;  der 
homogenen  Btrf.  278;  der  nichthomo- 
genen Btrf.  ^286. 

Delassus,  E.,  365. 

Determinanten,  r-reihige,  einer  Ma- 
trix 1;  alternirende  D.  16—24;  Kom- 
position pag.  42  Anm. 

Differential,  exaktes  92,  93. 

Differentialelemente,  Minimalzahl 
in  einem  Pf.  A.  oder  e.  Pf.  Gl.,  Ein- 
leitung, 119,  211. 

Differentialgleichung,  lineare  ho- 
mogene I.  Ord.  46;  lineare  nichtho- 
mogene I.  0.  49;  partielle  D.  I  0. 
Einleitung,  301 ;  homogene  partielle  D. 
341;  totale  D.  Einleitung;  D.en  der 
Dynamik  387;  s.  auch  System. 

Dimensionszahl  einer  Punktmann, 
des  B^  43 ;  eines  Elementvereins  177, 184. 

Dynamik  387. 

Ebene,  ebene  Punktmannigfaltig- 
keit des  i?^  43;  E.  eines  Flächen- 
elements  176,  182,  183.- 

Eigentliche  Berührungstransfor- 
mation 198. 

Eingliedrige  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen 54;  von  Berührungs- 
transformationen 269,  337,  338;   e.  G., 


die  einen  Pf.  A.,  eine  Pf.  Gl.  invariant 

läfst  269. 
Einhüllende  Fläche  324. 
Elementarkegel  178,  331. 
Elemente  einer  Matrix  1;   kanonische 

E.  eines  dynamischen  Problems  390. 
Elementkoordinaten  176;  homogene 

182—184. 
Elementmannigfaltigkeit,      Ele- 
mentverein 177,  184;  241,  243—245; 

Verhalten  einer  E.  bei  Btrf.  197,  200. 
Elimination  41. 
Engel,  F.,  26,  60,  437. 
Ent Wickelung  einer  Funktion  in  eine 

Potenzreihe  37. 
Enveloppe  324. 

Euler'scher  Multiplikator  94. 
Exakte  Gleichung  81,   90,  91,  249; 

Systeme  exakter  Gleichungen  74. 
Exaktes  Differential  92,  93. 
Existenz  der  Lösungen  einer  linearen 

nicht  homogenen  p.  D.  49;  eines  vollst. 

Systems    62;    einer  p.   D.   317;     eines 

Involutionssystems  365. 
Explicite  Reduktionsmethode  211 

—224,  297. 

Farkas,  J.,  p.  601,  Anm.  2. 
Fläche  des  B^  43,  177. 
Flächenelement  im  i?^^  ,  j  176,  182; 

im  i?3  178,  183;  singuläres  einer  p.  D. 

316;  einer  homogenen  p.  D.  341 ;  eines 

Involutionssystems  359 ;  eines  beliebigen 

Systems  p.  D.en  I.  0.  427. 
Flächenschar  324. 
Folge;    Definition    der   Aussage:    eine 

Gleichung  ist  e.  Folge  anderer  Gl.en  40; 

für  lineare  Gl.en  9. 
Formenpaar,    best,    aus    e.    linearen 

und  e,  bilinearen  F.  225;    Klasse  des- 
selben 231. 
Frobenius,  G.,  1—15;  25—30;  35;  76, 

79,  80;   99—105;   211—218;    225—235, 

435. 
Frobenius'sche    Methode    zur   Re- 
duktion eines  Pf.  A.  211—218,  225—235. 
Fundamentaltheorem  124,  167,  435; 

1.  Beweis  124;    2.  Bew.  147;    3.  Bew. 

155—160;    4.  Bew.  215—218  ;    5.  Bew. 

295. 
Funktion  von  n  Variabein  37;  F.,  die 

eine  eingliedrige  Gruppe  gestattet  55. 
Funktionaldeterminante,  -matrix 

39. 
Funktionengruppe   397;     invariante 

Eigenschaften  gegenüber  Btrf.  399,  400. 
Funktionensystem  37,  39. 


Gauss,  C.  F.,  430. 
Gerade  des  B„  43. 
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Gleichungensystem  in  n  Variabein 
40;  äquivalente  G.  e.  42;  lineare  s.  d. ; 
G. ,  das  e.  eingliedrige  Gruppe  ge- 
stattet 55.  ^ 

Goursat,  E.,  67,  74;  pag.  107  Anm. 

Grassmann,  H.,  25—34;  114—119; 
139;  211,  258. 

Grassmann's  Reduktionsmethode 
114—119;  139,  258;  G.'s  Theorem  118, 
119,  211,  215,  434. 

Gruppe  s.  eingliedrige  G.;  Funktionen- 
gruppe. 

Hamburger,  M.,  433. 

Hamilton- Ja  cobi 's  che  Theorie  380 
—390. 

Hamilton'sche  Funktion  387 ; 
H.'sches  Prinzip  387. 

Hauptintegrale  einer  linearen  ho- 
mogenen p.  D.  46;  eines  Jacobi'schen 
Systems  62. 

Hauptunterdeterminante  22. 

Homogene  Berührungstransfor- 
mation 202,  203,  273—280. 

Homogene  Differentialgleichung 
I.  0.  302,  303. 

Homogene  Elementkoordinaten 
182,  183. 

Homogene  Funktionengruppe  406; 
invariante  Eigenschaften  410 — 412. 

Homogener  Pfaff'scher  Ausdruck 
104,  105:  1.  Grades  235;  2.  Grades  in 
3  Variabein  105. 

Identisches  Verschwinden  einer 
Funktion  38. 

Identität,  Jacobi'sche  270;  Mayer'sche 
271;  Vivanti'sche  22,  24. 

ImpliciteReduktionsmethodel60, 
297. 

Imschenetzky,  V.  G.,  371. 

Infinitesimale  Berührungstrans- 
formation 267,  269,  337,  338;  homo- 
gene 268,  269;  i.  B.,  die  eine  p  D., 
ein  Involutionssystem  in  sich  über- 
führt 416,  418. 

Infinitesimale  Transformation  54; 
auf  einen  Pf.  A.  ausgeübt  77;  i.  Tr., 
die  e.  Pf.  A.,  e.  Pf.  Gl.,  e.  System  Pf. 
Gl.en  invariant  läfst  78,  247—251; 
i.  Tr.,  die  e.  Pf.  A.  um  ein  exaktes 
Diff.  ändert  252,  253. 

Integrabilität,  unbeschränkte,  eines 
Systems  totaler  D.en  74,  76,  78,  80. 

Integrable  Kombination  mehrerer 
Pf.  Gl.en  74. 

Integral  e.  lin.  homog.  p.  D.  46;  e. 
Systems  gew.  D.en  48;  e.  Systems  Pf. 
Gl.en  74,  82;  e.  p.  D.  I.  0.  Einleitung, 
298-303;  e.  Involutionssystems  355; 
gemeinsames  I.  mehrerer  lin.  hom.  p. 


D.en  I.  0.  57,  58;  mehrerer  p.  D.  I.  0. 
351,  424 — 429;  mehrerer  homogener 
Gl.en  353. 

Integraläquivalent  eines  Systems 
Pf.  Gl.en  82;  der  Pf.  Gl.  ds  ==  2Jp.dx. 
174,  175,  177,242—244;  der  Pf.  Gl. 
Zp.dx.  =  0  180,  181,  184,  241,  246; 
einer  beliebigen  Pf.  Gl.  185—192;  239, 
240,  242. 

Integralfläche  einer  linearen  p.  D. 
I.  0.  53;  eines  vollst.  Systems  69,  86; 
einer  p.  D.  I.  0.  298;  eines  Inv.systems 
363. 

Integralfunktion  einer  linearen  nicht 
hom.  p.  D.  I.  0.  49;  e.  gewissen  Sy- 
stems p.  D.en  mit  mehreren  Unbek. 
49;  e.  p.  D.  I.  0.  317,  e.  Inv.systems 
365;  s.  Existenz  d.  Lösungen,  Integral. 

Integralgleichungen,  allgemeine  s.d. 

Integralkonoid  331,  365. 

Integralkurve  e.  lin.  hom.  p.  D.  I.  0. 
53. 

Integralmannigfaltigkeit  e.  p.  D. 
1.  0.  299 — 303;  gemeinsame  I.en  meh- 
rerer p.  D.en  1.  0.  351,  424—429. 

Integration,  Integriren  e.  p.  D. 
Einleitung. 

Integrationsoperation  der  Ord- 
nung V  51. 

Invariant  verknüpfte  Schar  infini- 
tesimaler Trsf.  73,  255;  i.  v.  vollst. 
System  134,  141,  437. 

Invariante  e.  Pf.  A.  96,  98,  125;  e. 
Pf.  Gl.  101,  120;  simultane  I.  eines 
Pf.  A.  u.  e.  inf.  Trf.  73;  I.  einer  Funk- 
tionengruppe 399,  400,  412. 

Invarianz  einer  Pf.  GL;  eines  Pf.  A. 
gegenüber  e.  endlichen  Trf.  210. 

Inversion,  Inversionenzahl  pag.  22. 
Anm. 

Involutionssystem  351,  352;  seine 
Integrale  355,  365 ;  Verhalten  bei  Btrf. 
357,  358;  homogenes  I.  353:  I.  in  einer 
Funktionengruppe  401;  I.  nullter  0. 
in  e.  hom.  Funktionengr.  413. 

Involutorische  Funktionen  352. 

Jacobi,  C.  Gr.  J.,  18,  49,  50,  56,  59, 
65,  67,  105,  121—123,  259,  270,  307, 
308,  342,  368,  369,  371,  380—390,  431. 

Jacobi'scher  Multiplikator  56. 

Jacobi's  erste  Methode  307,  308, 
342;  zweite  M.  368,  369,  371,  388; 
verallgemeinerte  zweite  M.  391. 

Jacobi'sche  Identität  270. 

Jacobi'sche  Reduktion  121  — 123, 
259. 

Jacobi'sches  System  59,  65—68. 


Kanonische  Elemente  eines    dyna- 
namischen  Problems  390. 
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Kanonische  Form  e.  Funktionen- 
gruppe 399;  e.  hom.  F.  410. 

Kanonisches  System  gew.  D.en 
380—390. 

Klammersymbol  (X.Xj^)  57;  Ver- 
halten bei  Variabelntrf.  60;  K •  {(pf),  (f\ 
220;  Normalform  262;  Invarianz  bei 
Btrf.  276;  Klammersymbol  [cpf],  [f^ 
222:  Normalform  263;  Verhalten  bei 
Btrf.  283;  K.  {(pf),  l/"}^  223;  Nor- 
malform 264;  Invarianz  von  (qp)  bei 
Btrf.  410;  Identitäten  zw.  d.  K.en 
224,  270,  271;  Beziehung  ?w.  den  K.en 
{(pf)  und  [(ff]  378,  415. 

Klasse  96,  97,  103;  Invarianz  der  K. 
98;  Änderung  bei  MuH.  m.  e.  Faktor 
99,  100,  142—144;  bei  Addition  e. 
exakten  Diff.  102,  145,  146;  Reduktion 

d.  K.  vermöge  e.  Relation  zw.  den 
Variabein  152,  vermöge  bei.  Relationen 
236,  238—243;  K.  e.  Formenpaars  231. 

Kolonne  1. 

Komposition  der  Determinanten  pag. 
42  Anm. 

Kongruente  lineare  Transforma- 
tion zweier  Variabeingruppen,  k. 
lineare  Formen  pag.  307  Anm. 

Kontinuirliche  Gruppe  54. 

Konvergenzbereich,  -bezirk  37. 

Koordinaten  eines  Punktes  im  B^ 
42;  eines  Flächenelements  176;  hom- 
gene  182,  183;  K.  e.  Flächenelements 
im  J?3  178;  e.  Linienelements  der 
Ebene  179. 

Kovariante,  bilineare,  eines  Pf.  A.  225, 
437. 

Kovariante  Schaden  von inf.  Trf. 255. 

Kovarianz  der  vollst.  Systeme  V  und 
W  134,  141,  255. 

Kräftefunktion  387. 

Kronecker  L.,  7. 

Kurve  des  B^  43. 

Lagrange'  sehe  Differentialgleichungen 

der  Bewegung  387. 
Lagrange'  sehe  Methode  zur  Integration 

e.  p.  D.  L  0.  370. 
Lie,  S.,  40—45;  51,  53—55,  62,  63,  69, 

70,    71—73,    86,     171—173,     174—184, 

193—203, 267—269, 273—293, 373—379 ; 

pag.  543  Anm.;     397—404;    406—423, 

pag.  601  Anm.  2;  435—437. 
Lie's    Methode     zur    Integration    e. 

Inv.systems  373—377;    zur  Reduktion 

e.  Pf.  A.'s  171—173. 
Lie'scher  Multiplikator  63. 
Lineare     Gleichungen,     homogene, 

in  n  ünbek.  3—13;  nichthomogene  14; 
m.  schiefsymm.  Matrix  25,  31 — 34. 
Lineare  homogene   partielle  Dif- 


ferentialgleichung  I.  0.    46,    311, 

331;  1.  nicht  homogene  D.  49. 
Lineare  Kombination  linearer  Glei- 
chungen 4. 
Lineare      Punktmannigfaltigkeit 

des  B^  43. 
Lineare       Unabhängigkeit        von 

Gröfsensystemen  4, 15 ;  von  Gleichungen 

9,  15;  von  Richtungen  71. 
Linienelement    der  Ebene   179,   182. 
Lösung    s.  Integral,   Integralfunktion; 

Existenz. 
Lösungen  Systeme  linearer  hom.  Gl.  en 

3 — 13;     linearer    nichthom.    Gl.en    14; 

von  Gl.en  mit  schiefsymm.  Matrix  25, 

31—34. 

Mannigfaltigkeit,   cylindrische  177; 

von  Punkten  s.  Punktmann. 
Mansion,  P.  18. 
Matrix  1;  M.  e.  linearen  Gl. Systems  3; 

M.,    deren  Elemente  Funktionen  sind 

15;  die  3  Matrices  (A)  (B)  (C)  96;  die 

M.  (B;)  211;  die  M.  (C^)  218 
Mayer,  A.,  63  (pag.  82  Anm.,    pag.  84 

Anm.);    pag.   107   Anm.,   85,  313  pag. 

601  Anm.  2;  pag.  608  Anm. 
Mayer'sche  Identität  271,  415. 
Mayer'sche  Transformation  85,  90, 

91,  92,  374;    bei   der  Reduktion  e.  Pf. 

A.'s  169,  170;     bei  der  Integration   e. 

Inv.systems  372—374. 
Mechanik,  D.en  der,  387—390. 
Meray,  Gh.,  pag.  81  Anm. 
Minimalzahl  v.  Differentialelementen 

in  e.  Pf.  Gl.  Einleitung,  119,  211;    M. 

der  Gleichungen  im  Integraläquivalent 

e.  Pf.  Gl.  240,  242. 
Minoren    einer    schiefsymm.  Determi- 
nante 21,  23. 
Morera,  G.,  363,  pag.  601  Anm.  2. 
Multiplikation     der    Determinanten 

pag.  42  Anm. 
Multiplikator    Euler'scher    94;    Ja- 

cobi'scher  56;  Lie'scher  63. 

Natani,  L.,  75,  432. 

Normalform  e.  Pf.  A.'s  124,  127,  130, 
148—167,  211—218;  analytische  Be- 
schaffenheit 167;  allgemeinste  N.  206. 
207;  N.  der  Klammersymbole  262—264. 

Operation  der  Ordnung  v  51,  88;  0. 
null  92. 

Partielle   Differentialgleichung, 

s.  Diffgl. 
Pf  äff,  J.  F.,  Einleitung,  107—112,  430. 
Pfaff's  Integrationsmethode  e.  p. 

D.  L  0.  305,  306,  430. 
Pfaff'sche   Gleichung,    Einleitung; 
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Integraläquivalente  174 — 192;  Rang  d. 

Pf.  Gl.  101,  120;  Systeme  Pf.  Gl.en  72  ff. 
Pfaff'sche  Reduktion  106—112,  258. 
Pfaff'scher    Ausdruck     Einleitung; 

Äquivalenz  zweier  Pf.  A.e.  95,  125,  209, 

225,   234;    bedingungsloser,    bedingter 

P.  A.  97;  homogener  Pf.  A.  1.  Grades 

235;     2.   Grades    in  3  Variabein   105; 

Pf.  A.   in  3   Variabein   126,   133,  153, 

154. 
Pfaff'sches  Aggregat  16 — 19. 
Pfaff'sches  Problem  Einleitung. 
Poisson'sches      Klammersymbol 

262. 
Poisson'sches  Theorem  272,397,415. 
Polargruppe    398;    kanonische  Form 

400. 
Potenzreihe  37. 
Prinzipalfunktion  387. 
Punkt  in  J?^  43  ;  eines  Flächenelements 

177. 
Punktmannigfaltigkeit  43;   P.,  an 

die    sich  ein  Elementverein  anschliefst 

177;  cylindrische  P.  177. 
Punkttransformation    des    R^    45; 

erweiterte  P.  198,  199. 

Quadratur  92. 

Rang  einer  Matrix  2,  7;  e.  schiefsymm. 
Matrix  25;  e.  Matrix  deren  Elemente 
Funktionen  sind  15;  Änderung  des  R.s 
bei  Weglassung  einer  Reihe  10;  R. 
einer  altemirenden  Bilinearform  226; 
einer  Pf.  Gl.  101,  120. 

Raum  von  n  Dimensionen,  B^  43. 

Raumkurve  43. 

Reduktion  der  Klasse  vermöge  e.  Re- 
lation 152;  vermöge  mehrerer  Rela- 
tionen 236;  R..  der  Variabeinzahl  in 
e.  Pf.  A.,  e.  Pf.  Gl.  135—137,  260,  261. 

Reduktionsmethode,  Clebsch'sche 
148—162;  296,  297;  explicite  211— 224; 
Verallgemeinerung  ders.  237;  Fro- 
benius'sche  211  —  218,  234;  Grass- 
mann'sche  114 — 118,  139;  implicite 
R.  148  —  162;  Jacobi'sche  121  —  123, 
259;  Lie'sche  171  —  173;  Pfaff'sche 
106-112;  258. 

Reduzirte  Form  einer  Pf.  Gl.  112, 
118,  119,  161,  168;  r.  F.,  wenn  ge- 
wisse Differentialelemente  bei.  vor- 
geschrieben sind  237;  allgemeinste  r. 
F.  205. 

Regulärer  Punkt  e.  Punktmann.  43. 

Regularität  e.  Funktion  37;  der 
Funktionen  i.  d.  Normalform  e.  Pf. 
A.'s  167. 

Reihe  i.  e.  Matrix  1. 

Relationen,  identische,  zwischen 
Funktionen  39. 


Reziproke  Funktion  385. 
Richtung  im  It    71. 


Saltikow,  N.,  pag.  601  Anm.  2. 

Schar  infinitesimaler  Trsf.  73,  255. 

Schief  symmetrische  Bilinearform 
80,  225—233. 

Schiefsymmetrische  Determi- 

nante 16. 

Simultane  Invariante  e.  Pf.  A.'s  u. 
e.  inf.  Trf.  73;  einer  alt.  Bilinearform 
u.  e.  Systems  von  Linearformen  230. 

Simultanes  System  gew.  Differen- 
tialgleichungen 48. 

Singuläres  Flächenelement  einer 
p.  D.  I.  0.  316;  e.  hom.  p.  D.  I.  0. 
341;  e.  Inv.systems  359;  eines  belie- 
bigen Systems  p.  D.en  I.  0.  427. 

Singuläres  Integral  einer  p.  D. 
I.  0.  316,  323,  324,  362;  eines  Inv.- 
systems 362;  eines  beliebigen  Systems 
p.  D.en  I.  0.  427. 

Singuläres  Integraläquivalent  e. 
Pf.  Gl.  190—192. 

Spalte  1. 

Stelle  37. 

Störungsfunktion  390. 

Streifen  177,  178. 

Sylvester's  Determinantensatz  35. 

System  gewöhnlicher  D.en  46,  48; 
linearer  hom.  D.en  1.  0.  57  ff. ;  linearer 
nichthom.  D.en  1.  0.  mit  mehreren 
ünbek.  49 ;  linearer  homog.  Gleichungen 
3—13,  linearer  nichthom.  Gl.en  14; 
mit  schiefsymm.  Matrix  31—34;  S. 
von  r  unabhängigen  Gleichungen  in 
n  Variabein  40;  S.  Pfaff 'scher  Gl.en, 
totaler  D.en  72  ff. 

Tangente  44. 

Tangentialebene,  Tangential- 
mannigfaltigkeit  44. 

Totale  Differentialgleichung  s. 
Pfaff'sche  Gl. 

Transformation  45;  T. ,  die  e.  Pf. 
A.,  e.  Pf.  Gl.  in  sich  überfuhrt  210. 

Transformationsgruppe,  ein- 
gliedrige 54. 

Transon,  A.,  423. 

Trennung  der  Variabein  bei  Jacobi's 
zweiter  Methode  371. 

Umgebung  einer  Stelle  37. 
Umhüllungsfläche  324. 
Unabhängigkeit    v.    Funktionen   39; 

V.   Gleichungen  40 ;    lineare   U.   s.   d. ; 

U.   der  Lösungen  e.  linearen  p.  D.   1. 

0.  46,  e.  vollst.  Systems  61—63. 
Unbeschränkt  int  egrable  Systeme 

74,  76,  78,  80. 
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Unterdeterminanten  einer  Matrix  1 ; 
einer  schiefsymm.  Matrix  21,  22,  23. 

Variabeintransformation  45. 

Variation  der  Konstanten  322. 

Variationsrechnung,  Probleme  der 
384—386. 

Verschwinden,  identisches,  einer 
Funktion  38;  V.  e.  Funktion  vermöge 
e.  Gleichungensystems  41. 

Vereinigte  Lage  zweier  Flächen- 
elemente 176,  184;  zweier  Charak- 
teristiken 335,  336,  361,  427. 

Vivanti,  G.,  22,  24. 

Vollständiges    Integral     einer    p. 


D.  I.  0.  309,   310,   312,   313,   318,  319, 

380;     einer  homogen  p.  D.   314,   320; 

eines  Inv.systems  355;  eines  beliebigen 

Systems  p.  D.en  I.  0.  426. 
Vollständiges  Integraläquivalent 

189,  239,  242. 
Vollständiges    System    57  —  70;     v. 


S.  F,  TT  127—141;  255- 
W^  219—224,  297. 


257;  V.  S.  F, 


Zeile  einer  Matrix  1. 

Zerlegung  des  M^  durch   eine  lineare 

p.  D.  I.  0.  53;  durch  ein  vollst.  System 

69,  70. 


Seite  44,  Zeile  16,   17  von  oben  lies 

der  Ungleichungen" 
Seite  70,  Zeile  4  von  unten  lies:  wJ)  statt:  (oqD 


Berichtigungen. 

das  die  n  Ungleichungen"  statt  „das  eine 


89, 

ij 

2  von  oben 

114, 

11 

1  von  unten 

141, 

ii 

2  von  unten 

190. 

11 

6  von  oben 

264, 

11 

2  von  unten 

271, 

11 

13  von  unten 

271, 

11 

3  von  unten 

365, 

11 

13  von  unten 

B^X2  statt:  B,xs- 
373,  374  statt:  367,  369. 
Art.  124  statt:  123. 
Art.  262  statt:  259. 

Sl{z,  x^  .  .  x^,  z\  x[  .  .  x'J. 
Art.  293  statt:  290. 

die    allgemeinste    infinitesimale    homogene     Be- 


rührungstransformation. 
Seite  395,  Zeile  14  von  unten  lies:  dUixp)  -f  2JP.{xp)dX.{xp). 
„      466,      „        7  von  oben      „      Art.  431  statt:  426. 
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